Obr.: rozdéleni konstrukce na tuhé desky

Stupen statické neurcitosti

Stupen statické neurcitosti udava, kolik dal$ich podminek je tfeba pridat
ke statickym podminkdm rovnovahy tak, aby bylo mozné vytesit vSechny
neznamé reakce a vnitfni sily na konstrukci. Pfi jeho uréovani je mozné
vyjit pfimo z definice.

Postup:
a) konstrukce se rozdéli na tuhé desky — ¢asti, které neobsahuji klouby ani
uzaviené ¢asti
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Obr.: Nahrazeni vnitinich vazeb reakcemi
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Stupen statické neurcitosti

Postup:

a) konstrukce se rozdéli na tuhé desky — ¢asti, které neobsahuji klouby ani
uzaviené ¢asti

b) Odstranéné vnitini vazby se nahradi nezavislymi reakcemi vnitinich
vazeb (pii styku vice jak dvou prutl se uvazuje jeden jako vychozi a
ostatni jsou k nému pfipojeny tuhymi nebo kloubovymi vazbami, popt.
K témto prutim je p¥ipojen dalsi prut)
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Obr.: Nahrazeni vnitinich vazeb reakcemi

Stupen statické neurcitosti

Postup:

a) konstrukce se rozdéli na tuhé desky — ¢asti, které neobsahuji klouby ani
uzaviené ¢asti

b) Odstranéné vnitini vazby se nahradi nezavislymi reakcemi vnitfnich
vazeb (pii styku vice jak dvou pruth se uvazuje jeden jako vychozi a
ostatni jsou k nému pfipojeny tuhymi nebo kloubovymi vazbami, popt.
K témto prutim je p¥ipojen dalsi prut)

¢) Odstrani se vné&jsi vazby a nahradi neznamymi reakcemi vnéj$ich vazeb
d) Pocet neznamych sil

a=a,+a

a, ... pocet neznamych vnéjsich vazeb

q ... po€et neznamych vnitfnich vazeb
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Obr.: Nahrazeni vnitinich vazeb reakcemi

Stupen statické neurcitosti

Postup:

a) konstrukce se rozdéli na tuhé desky — ¢asti, které neobsahuji klouby ani
uzaviené ¢asti

b) Odstranéné vnitini vazby se nahradi nezavislymi reakcemi vnitfnich
vazeb (pii styku vice jak dvou pruth se uvazuje jeden jako vychozi a
ostatni jsou k nému pfipojeny tuhymi nebo kloubovymi vazbami, popt.
K témto prutim je p¥ipojen dalsi prut)

¢) Odstrani se vné&jsi vazby a nahradi neznamymi reakcemi vnéjsich vazeb

d) Pocet neznamych sil

a=a,+a
a, ... pocet neznamych vnéjsich vazeb
q ... pocet neznamych vnitfnich vazeb

e) pocet podminek rovnovéahy, které jsou k dispozici

Pro kazdou tuhou desku je mozno napsat 3 podminky rovnovahy
v=3.d

d ... pocet tuhych desek vzniklych rozdélenim konstrukce

f) stupeii statické neurcitosti
S=a—-Vv



A g) vyhodnoceni

\

// ,’/ \ s=0 - konstrukce je staticky urcitd — Ize fesit neznamé reakce a

/// / \\\ i i i vnitini sily z podminek rovnovahy na konstrukci nebo jeji Casti —

s ! \ } | } konstrukce je dostate¢né podeprena
// l,’ \\ i i i s>0 - konstrukce je staticky neurcita — nelze fesit neznamé reakce
/ w7 e r r H
g 4 [‘B Jay JaY A ? ) \V/r’ntfn? s1v1y pouvz.e z poc}r’nmek roxinovahY na konstrukci neb_o
A Y jeji Casti, je tieba ptidat dalsi pomocné podminky — konstrukce je
/ 7\ /Y /l\ /l\ /]\ dostate¢n¢ podepiena
s<0 - konstrukce je staticky preuréita (polohové neurcitd) —

Obr.: vyjimkové ptipady podepreni konstrukce je nedostate¢né podepiena — nepiipustny stav

Pozn.: Miize nastat ptipad, kdy dostatecny pocet podpor, ale nevhodné
/ \ p— M 3% rozmisténych zpisobuje kolaps konstrukce
- vyjimkové ptipady podepfeni - nezndmé sily pusobici na tuhou
desku predstavuji rovinny svazek sil nebo soustavu rovnob&znych
Staticky preurcita cast sil
(8 neznamych sil
9 podminek rovnovahy)

¢ast konstrukce je nedostate¢né podepiena — je staticky ptreurcitd a
tim polohoveé neurcitd (viz druhy obrazek: celkové konstrukce

vychazi 2x staticky neurcitd, ale jeji Cast vychdzi staticky
preurcitd)

Obr.: Cast konstrukce je polohové neuréita
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Obr.: Puvodni zatizeni konstrukce

\L5F=1N

a

__—\b c Ab

Lia

J
)

a

Obr.: Virtualni zatiZzeni pro vypocet posunu u,
6M = 1INm
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Obr.: Virtualni zatiZeni pro vypocet potoceni ¢,

Metoda jednotkovych sil

Je urCena pro vypocCet premisténi (posun, pootoceni) staticky urcité
konstrukce. PouZije se Maxwell-Mohriv vzorec:

NN AV MM
5= d d d
{EA S+{GAK s+{ = ds+

[NeAtds+ [Ma, %ds ~> Rot—= > RuW-> Mg,
L L r r r

E,G .... materidlové charakteristiky: modul pruznosti a modul
pruznosti  ve smyku
AAI .... prufezové charakteristiky: plocha prifezu, redukovana
smykova plocha, moment setrva¢nosti k 0se y
N,V,M .... vnitini sily od skute¢ného zatizeni nosniku
N,V,M .... vnitini sily od fiktivniho (jednotkového) zatiZeni nosniku
Ry,R:,M; ... reakce od fiktivniho (jednotkového) zatiZeni nosniku —
uvazuje se pouze v piipadé nenulovych piemisténi podpor
u,W,,e, ...nenulova ptedepsana pfemisténi podpor
a, ... soucCinitel teplotni roztaznosti
At .... zmeéna teploty v tézisti prifezu
At = Aty —At,

. rozdil zmé&n teplot na obou povrSich priiezu (At,
teplota na kladné strané osy z, At, ... teplota na zaporné

strané osy 2)
h .... vyska pruiezu



Obr.: Verescaginovo pravidlo
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Obr.: Plochy a polohy t¢ézist’ pro paraboly 2° a 3°
(smérnice tecny ve $pi¢ce musi byt rovna nule)

Vypodet integrali jﬁNdx,jVde a IMMdX.
L L L
a)  Primd integrace
Pribehy vnittnich sil se vyjadii jako funkce x, funkce se vynasobi a

provede integrace v piislusnych mezich.

b)  Verescaginovo pravidio

Toto pravidlo je mozné pouzit pro sou¢in dvou funkci, z nichz alespon
jedna ma nejvySe linearni pribeh, coz v pripadé feSenych integrald je vzdy
splnéno.

Pravidlo tika, Ze integral ze soucinu funkci danych dvéma obrazci je roven
souc¢inu plochy A jednoho obrazce a pofadnice 7 druhého (nejvyse

Ww v

linearniho) obrazce v misté t&€zisté prvniho obrazce.

I =| f(x)g(x)dx=7nA

O — T

N 2

K témto vypoctim je tfeba znat plochy a polohy tézist jednotlivych
geometrickych obrazci.



C)  Pouziti tabulek
Vyuzije se tabulka na nasledujici stran¢.

Poznamky k tabulce integrali:
b
o Tabulku je mozné pouzit pro urdity integral | = j f (x)g(x)dx (mezi body a a b) ze soucinu libovolnych funkci se stejnym priibéhem, jako maji funkce

a

. 1 — 1 = 1 —
f(x) a g(x) — napf. pro feSeni integrali § = — [ NNdx,s =—— |VVdx nebo § =— | MMdx.
EA'[ GA, J; El '[

o L predstavuje délku tGseku, ve kterém se integruje: L = Xp- Xa.

o Zafy, fy, 0a O @ gc se dosazuji hodnoty se spravnym znaménkem

e Dosazuje se v zakladnich jednotkach

e U lichobéznikového pribéhu nehraje roli, ktera z krajnich hodnot je vétsi a ktera je mens$i; dokonce lze na jedné stran¢ dosadit kladnou a na druhé
zépornou hodnotu

e Obrazce je mozné zrcadlové obratit (zaménit a a b), je ale nutno provést tuto zaiménu u obou funkci zaroven

o U parabolickych pribéhn je vzdy v jednom z bodi a, b, ¢ te¢na rovnob&zna s 050U X



b

Tabulka integralt | = J f (x)g(x)dx

a

fa fo fa fa T \ fo
o 1 1 1 1
ga ///\ IzgfagaL IzgfbgaL IZEfagaL IZE(Zfa—'_fb)gaL
P 1
1 1 1 I ==[f, (29, +9,)
987/ // g I==f,(29,+9,)L | I==f,(9,+29,)L | I ==f,(g,+9g,)L - e P
b 6 a a 6 a 2 a a
A, 41,0, +20)]L
P
> 1 1 1 1
t l==f L | =—f L l==f L | =—(3f f L
ga. 2 4 aga 12 bga 3 aga 12( a+ b)ga
N L =1t gL 125 gL | = L(5f, +3%,)0,L
ga% 12 aga 4 bga 3 aga 12(5 a_'_3 b)ga
1 1 1 1
! l==f L l=—f L l==f L | =—(4f +f L
ga/\\ 3 5 a%a 20 b Ja 4 a%a 20( at b)ga
// 3" 9 6 3 1
|l =—f L | =—f L | =—f L |l =—(0Of, +6f L
gam\ 20 aga 20 bga 4 aga 20( a+ b)ga
Jc 2
// 1=1f gL 1=LigL 1=2¢% g L l=L(f+f)g. L
3 a Cc 3 Cc 3 a C 3 a Cc

(L2 L2




POZN:

V piipadg, Ze funkce f(x) a g(x) nemaji jednoduché prubehy (napi. obsahuji

linearni a kvadratickou slozku), je tfeba tyto funkce rozdélit. Pak je tieba

nasobit v§echny slozky funkce f(x) v§emi slozkami funkce g(x).

Pokud by se naptiklad obé funkce f(X) a g(x) délili na dvé slozky:
f(x)=1'(x)+1"(x) 9(x)=9'(x)g"(x),

integral by se rozd¢lil na Ctyfi Casti:

L= [ £00-g00dx= [[£/0)+ (9] [g'(9) + g"(x) Jox
= ji f'(x)-9'(x)dx + i f'(x)-g"(x)dx +_T £"(x)-g'(x)dx +j‘ f"(x)-g"(x)dx

vvvvvv

ho vyuZit i v piipadé a).
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Obr.: Staticky neurcita konstrukce
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Obr.: Zékladni staticky urcitd soustava vcetn€ neznamych sil a
geometrickych podminek

Silova metoda

Silova metoda je uréena pro vypoéet reakci a vnitfnich sil na staticky
neurcité konstrukci. Prvni krok je urCeni stupné statické neurcitosti. Dalsi
krok je vytvofeni zakladni staticky urcité soustavy odebranim vazeb
(vnitfnich nebo wvnéjsich). Pocet odebranych vazeb odpovidd stupni
statické neurcitosti konstrukce. Vazby se nahradi neznamou silou (reakci)
a prida se geometrickd podminka, kterou vazba zajist'ovala.
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Obr.: Zatézovaci stav 0: Piivodni zatizeni a odpovidajici pfemisténi

Obr.: Zatézovaci stav 1: Jednotkova sila v misté a sméru prvni
neznameé sily X; a odpovidajici pfemisténi

1N

Obr.: Zatézovaci stav 2: Jednotkova sila v misté a sméru prvni
neznameé sily X, a odpovidajici pfemisténi

Silova metoda

Silova metoda je urena pro vypocet reakci a vnitinich sil na staticky
neurcité konstrukci. Prvni krok je urCeni stupné statické neurcitosti S.
Dalsim krokem je vytvoieni zakladni staticky urcité soustavy odebranim
vazeb (vnitinich nebo vnéjsich). Pocet odebranych vazeb n odpovida
stupni statické neurcitosti konstrukce S. Vazby se nahradi neznamou silou
(reakci) X; a prida se geometricka podminka, kterou vazba zajistovala.

Zatizeni zakladni staticky urcité soustavy se rozdéli do zatézovacich stavii
0. zateovaci stav — pavodni zatizeni konstrukce

i. zatézovaci stav (i se méni od jedné do n) — jednotkova sila (jednotkovy
moment) ve sméru neznamé sily (momentu) X;.
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Obr.: Zatézovaci stav 0: Piivodni zatizeni a odpovidajici pfemisténi
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Obr.: Zatézovaci stav 1: Jednotkova sila v misté a sméru prvni
neznameé sily X; a odpovidajici pfemisténi
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Obr.: Zatézovaci stav 2: Jednotkova sila v misté a sméru prvni

neznameé sily X, a odpovidajici pfemisténi

Silova metoda

Obecny tvar deformacéni podminky pak je

o; :é‘i,o—i_zxjé‘i,j :é_‘i

=L

kde

0 je celkové premisténi ve sméru i-té nezname sily

S0 je pfemisténi ve sméru i-té nezname sily zptisobené ptuvodnim

zatizenim

X; je velikost j-té neznamé sily

S je premisténi ve sméru i-té nezname sily zpusobené
jednotkovou silou ve sméru j-té neznamé sily

J, je predepsané premisténi ve sméru j-té nezname (obvykle
nulové)

[ ¢islo deformaéni podminky ve sméru i-té nezname sily

n Jje pocet neznamych sil X; , poCet deformacnich podminek
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Obr.: ZatéZovaci stavy staticky urcité soustavy (0., 1., a 2.) a odpovidajici
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Obr.: Zatizeni staticky urcité soustavy pro urceni vyslednych pribéht
vnitinich sil pro staticky neurcitou konstrukci

Silova metoda

Neznama premisténi se s vyhodou urcuji metodou jednotkovych sil. Je
tedy tieba urcit prubéhy vnitinich sil od vlastniho zatizeni Ny, Vo, Mg a od
jednotkového impulsu v misté a sméru hledaného premisténi N;, Vi, M;.
MaxweI-MohrﬁV vztah:

MM
5= j jGA ds+.[ = ds +

[NeAtyds + [Ma, Tlds—Z(ﬁrxur +Rnw, +Mr(0r)
L L

r

nabude tvaru

5i,,-=+fN N,
L

EAJ ds+j ’ds+.|. ds

Irx—r

+.[NiatAtods+JL.MiatTlds Z(R U +R W, + M, 0,)

kde

i ¢islo ZS, ktery definuje misto a smér piremisténi (pfemisténi
ma stejnou konvenci jako zatéZovaci impuls), méni se od 1 do n;

j Cislo ZS, ktery zptisobuje piemisténi, méni se od 0 do n.

(pozn.: Poklesy podpor se obvykle fesi v rdmci deformacni podminky)

Refenim deformacnich podminek se ziskaji nezndamé sily Xi. Zakladni
soustava se zatizi puivodnim zatiZenim a nyni jiz zndmymi silami X;.
Vysledné prubéhy vnitinich sil na takto zatizené zékladni soustavé pak
odpovidaji ptivodni staticky neurcité soustave.
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Obr.: konvence premisténi na koncich pruta
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Silovd metoda
Pii vytvareni zakladni staticky urCité soustavy lze odebirat také wvnitini
vazby. Neznamé sily predstavuji reakce vnitinich vazeb a ptisobi tedy na
oba oddélené konce konstrukce — podobné jako vnitini sily.

Deformacni podminky predstavuji rovnost premisténi na levé a pravé
casti konstrukce v misté rozdéleni konstrukce.

u- =u’
wWh=w

L P
Do =@

Premisténi se vyjadii béZznym zpisobem — metodou jednotkovych sil.
Jednotkova sila se zavede do obou koncti rozd€leného prutu.

Vzhledem Kk opaénému pusobeni reakci vnitinich vazeb (a tedy
i jednotkovych sil definujicich smér vypoéteného piemisténi) na oba konce
prutti pfemisténi zleva a zprava bodu ¢ miizeme vyjadrit

S-=ul  ..smé&fuje doprava
P P X
6, =—U; ..sméfuje doleva
L L o o
0, =W,  ...sméfuje dol
P P X
0, =—W, ...sméfuje nahoru
Sy =@~ ... tofi proti sméru hodinovych rucicek

57 =—¢f ... to¢i po sméru hodinovych ruciek
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Obr.: konvence pfemisténi na koncich pruta
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§2= 02+ 6

Po dosazeni do puvodnich geometrickych podminek se dostane
ur—ul =s8-+s =0,

wr—wl =6, +55 =0,

o —@f =6, +5; =0

nebo

S-+6f =06,=0,

Sy +05 =6,=0,

Sy +0; =08,=0.

Vzhledem k tomu, Ze se pfemisténi & zlevého a pravého konce

sCitaji, je mozné pocitat je zaroven na obou ¢astech konstrukce spole¢né a
také pouzit obecny tvar deformaéni podminky:

o; :é‘i,0+zxj5i,j :é_‘i'

=1

Vypocet se nelisi od zplisobu popsaného v pfedchozim textu.
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Obr.: Spojity nosnik

Obr.:Zakladni staticky urcita soustava s neznamymi nadpodporovymi

momenty a odpovidajicimi pooto¢enimi

Obr.: Pootoceni koncii prutl vlivem piilehlého a protilehlého
nadpodporového jednotkového momentu

Reseni pojitych nosnikii silovou metodou — tiimomentovd rovnice

Pti feSeni spojitych nosnikd se zakladni soustava s vyhodou vytvari
odebranim vazeb proti vzajemnému pootoceni koncii prutti nad podporami.
Neznamymi silami jsou pak nadpodporové momenty. Pro dané pole je
Vv jeho nadpodporovych momentech shrnut ucinek vSech ostatnich poli.
Zakladni podminka vyjadfuje, ze vzajemné pootoceni koncl sousednich
prutd nad podporou je rovno nule. Pro podporu b vypada nasledovné:

Oy +0p. =0, =0.

V ptipadé feSeni spojitého nosniku se pracuje pouze s nadpodporovymi
pooto¢enimi, pro néz zavedeme konvenci odpovidajici pusobeni
neznamych nadpodorovych momentii — pootoeni na zacatku a konci
nosniku tedy bude mit rozdilné sméry otaceni. Pootoceni u levé podpory je
vtomto odvozeni uvazovano kladné po sméru hodinovych ruci¢ek a
u pravé podpory kladné proti sméru hodinovych rucicek.

Prvni index u oznafeni pootoceni ptredstavuje jeho pozici, druhy index
definuje prut.

Tato pootoCeni jsou zpisobena vlivem pfilehlého nadpodporového
momentu, protilehlého nadpodporového moment a zatizeni daného pole.

5ba = (Dba,Ma + (Dba,Mb + (Dba,o
5bc = %C,Mb + %a,Mc + %c,o

V piipadé vetknuti, naptiklad v bod¢€ a, se v rovnici uvazuje pouze
natoceni na jedné stran€ podpory.

5a = 5ab = ¢ab,Ma + wab,Mb + wab,o = 0



Obr.:Zakladni staticky urcita soustava s nezndmymi nadpodporovymi

momenty a odpovidajicimi pooto¢enimi

Obr.: Pootoceni koncii prutl vlivem piilehlého a protilehlého
nadpodporového jednotkového momentu

Vliv nadpodporovych momentdi na pootoceni podpor lze vyjadiit pomoci
pootoc¢eni od jednotkovych ptilehlych a protilehlych momentt.

PotocCeni v podpoie prilehlé ptisobicimu momentu Se oznaci« .

L
o=—
3El

Potoceni v podpofe prilehlé plisobicimu momentu se oznacif .

L
P=eEr

Zakladni podminku lze piepsat do tvaru

Maﬂab + Mb(aab —i_abc)+ Mcﬁbc +¢ba,0 +¢bc,0 :0'



Obr.:Zakladni staticky urcita soustava s neznaimymi nadpodporovymi

momenty a odpovidajicimi pooto¢enimi

Obr.: Pootoceni koncii prutl vlivem piilehlého a protilehlého
nadpodporového jednotkového momentu

Pootoceni od zatizeni pole se vyjadii pomoci pootoceni od silového
zatizeni, poklesu podpor a teplotniho zatizeni

w,-w, oL
Doa0 = Poa +aL—b+?Th_abAtab
ab ab
W, -w, o L
Doc,0 = Poc +CL—b+ TTh_bcAtbc
be bc
1) ... pootoceni od silového zatiZeni
W, ... pokles i-té podpory
o ... soucinitel teplotni roztaznosti materialu
At=At, —At,

... rozdil zmény teploty na dolnim a hornim povrchu prutu

h ... vyska prufezu

Vysledna podminka pro podporu b je nasledujici:

Ma Lab +Mb Lab +i +Mc Lbc +¢ba+¢bc
6EIl,, 3El, 3El,, 6El,,

G Wy Z Wy Wo m Wy | O ﬁAtab +iAtbc =0
Lab Lb 2 hab hbc

C

Rovnice pro nasledujici podporu se ziskd zaménou indexti

a—>b, b—c, c—d.



