LOGISTIKA – ZADÁNÍ 02

LINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ – DOPRAVNÍ PROBLÉM

Příklad pro pochopení problematiky:

Stavební firma má přepravit materiál na stavbě silnice. Materiál má být vytěžen výkopek na třech různých úsecích silnice a poté musí být přepraven na čtyři různá místa pro zhotovení násypů. Výkaz množství výkopku v prvním úseku je 60 x 103 m3, v druhém úseku 40 x 103 m3 a v třetím úseku 100 x 103 m3. Pro zhotovení prvního násypu je potřeba dodat 30 x 103 m3, pro druhý násyp 70 x 103 m3, pro třetí násyp 45 x 103 m3 a pro čtvrtý násyp 55 x 103 m3 vykopaného materiálu. S ohledem na délku dopravních cest z jednotlivých úseků do jednotlivých násypů byly vypočteny následující náklady na dopravu na krychlový metr vykopaného materiálu, které jsou uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1.: Náklady na dopravu m3 výkopku z jednotlivých úseků do jednotlivých násypů

	Náklady na přepravu vykopaného materiálu [EUR/m3]

	
	1. násyp
	2. násyp
	3. násyp
	4. násyp

	1. úsek
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2. úsek
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3. úsek
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


Optimalizačním úkolem je zorganizovat přepravu vykopaného materiálu z výkopů do násypu tak, aby celkové náklady byly minimální.

Řešení:

Nejprve sestavíme účelovou funkci nákladů přepravy vykopaného materiálu ST [EUR/m3]:

min ST = 
0.70 x1,1 + 1.00 x1,2 +1.50 x1,3 + 1.20 x1,4

   + 1.10 x2,1 + 0.80 x2,2 +0.60 x2,3 + 0.90 x2,4


   + 0.50 x3,1 + 2.00 x3,2 +0.70 x3,3 + 1.00 x3,4
Poté formulujeme podmínky rovnosti pro množství vyhloubeného materiálu xi,j který bude přepravován ze třech úseků:

x1,1 + x1,2 + x1,3 + x1,4 =     60 x 103 m3
x2,1 + x2,2 + x2,3 + x2,4 =    40 x 103 m3
x3,1 + x3,2 + x3,3 + x3,4 = 100 x 103 m3
Poté formulujeme podmínky nerovnosti pro množství vyhloubeného materiálu xi,j který bude přepravován do čtyřech násypů:

x1,1 + x2,1 + x3,1 = 30 x 103 m3
x1,2 + x2,2 + x3,2 = 70 x 103 m3
x1,3 + x2,3 + x3,3 = 45 x 103 m3

x1,4 + x2,4 + x3,4 = 55 x 103 m3
Z formulace optimalizačního modelu je patrné, že součet množství materiálu, který je vyhlouben ze tří úseků, se rovná součtu množství materiálu potřebných pro výstavbu čtyř násypů, tzn. Ʃim=1 ai = Ʃjn=1 bj = 200 x 103 m3. Jedná se tedy o tzv. uzavřený dopravní problém. Dále již nejsou psány množství (x 103 m3) a náklady (EUR/m3), avšak víme, že jsou ve výpočtu samozřejmé.
Nejprve je vhodné přepsat vstupní údaje o nabídce, potřebách a nákladech tohoto dopravního problému do tabulkového formátu, viz tabulka 2.
Tabulka 2. Vstupní údaje o nabídce, potřebách a nákladech dopravního problému
	
	b1 = 30
	b2 = 70
	b3 = 45
	b4 = 55

	a1 = 60
	c1,1 = 0.70
	c1,2 = 1.00
	c1,3 = 1.50
	c1,4 = 1.20

	a2 = 40
	c2,1 = 1.10
	c 2,2 = 0.80
	c 2,3 = 0.60
	c 2,4 = 0.90

	a3 = 100
	c3,1 = 0.50
	c 3,2 = 2.00
	c 3,3 = 0.70
	c 3,4 = 1.00


Pro výpočet počátečního řešení x0i,j použijeme metodu nejnižších nákladů. V základním řešení má nejnižší základní proměnná hodnotu 0. Nejprve v Tabulce 2 najdeme buňky s nejnižší hodnotou nákladů na dopravu ci,j. V našem případě je to c3,1 = 0.5.
Označíme indexy, které definují proměnné pro stanovení hodnoty z (i*, j*). Hodnota základní proměnné x0i*,j* vypočteme podle následující rovnice:

x0i*,j* = min {
(ai* - součet všech proměnných x0i,j  v řádku i*)



(bj* - součet všech proměnných x0i,j  v sloupci j*) }

Pomocí výše uvedené rovnice vypočteme počáteční hodnotu proměnné x03,1:
x03,1 = min {(a3 - 0), (b1 - 0)} = min {(100 - 0), (30 - 0)} = 30

Protože musíme plně využít b1, eliminujeme první sloupec v matici nákladů podle Tabulky 3.

Tabulka 3. První krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému

Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	
	
	
	60

	2
	
	
	
	
	40

	3
	30
	
	
	
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Další základní proměnnou pro určení hodnoty x0i,j budeme hledat ve vztahu k nejnižším nákladům na dopravu ci,j, z hodnot které ještě nebyly odstraněny z matice nákladů. V druhém kroku je to tedy nejnižší hodnota c2,3 = 0.60.
Pomocí výše uvedené rovnice vypočteme počáteční hodnotu proměnné x02,3:

x02,3 = min {(a2 - 0), (b3 - 0)} = min {(40 - 0), (45 - 0)} = 40

Protože musíme plně využít a2, eliminujeme druhý řádek v matici nákladů podle Tabulky 4.

Tabulka 4. Druhý krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému

Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	
	
	
	60

	2
	
	
	40
	
	40

	3
	30
	
	
	
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Podobným způsobem pokračujeme v krocích a vyhledáme si počáteční hodnoty ostatních základních proměnných. Volba počáteční hodnoty proměnné třetí základny je směrodatná hodnota c3,3 = 0.70.
Vypočteme počáteční hodnotu proměnné x03,3:

x03,3 = min {(a3 - 30), (b3 - 40)} = min {(100 - 30), (45 - 40)} = 5

Protože musíme plně využít kapacitu b3, eliminujeme třetí sloupec v matici nákladů podle Tabulky 5.

Tabulka 5. Třetí krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému

Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	
	
	
	60

	2
	
	
	40
	
	40

	3
	30
	
	5
	
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Volba hodnoty čtvrté základní proměnné postihlo dvě identické nejnižší hodnoty nákladů na dopravu c1,2 a c3,4, které se rovnají 1,00. Za proměnnou si vybereme kteroukoliv z hodnot matice.
V našem případě si zvolíme např. c3,4. Vypočteme počáteční hodnotu proměnné x03,4:

x03,4 = min {(a3 - 35), (b4 - 0)} = min {(100 - 35), (55 - 0)} = 55

Protože musíme plně využít kapacitu b4, eliminujeme čtvrtý sloupec v matici nákladů podle Tabulky 6.
Tabulka 6. Čtvrtý krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému

Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	
	
	
	60

	2
	
	
	40
	
	40

	3
	30
	
	5
	55
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


V pátém kroku je směrodatná hodnota základní proměnné c1,2. To znamená druhá z již zmíněných identických nejnižších hodnot. Vypočteme počáteční hodnotu proměnné x01,2:
x01,2 = min {(a1 - 0), (b2 - 0)} = min {(60 - 0), (70 - 0)} = 60

V tabulce 7 je pátý krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému.

Tabulka 7. Pátý krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému

Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	60
	
	
	60

	2
	
	
	40
	
	40

	3
	30
	
	5
	55
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Z Tabulky 7 je zřejmé, že stále není plně využita kapacita b2. Proto je nutné vypočítat hodnotu proměnné x03,2.

x03,2 = min {(a3 - 0), (b2 - 0)} = min {(100 - 0), (70 - 0)} = 10

Tabulka 8. Šestý krok výpočtu počátečního řešení dopravního problému

Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	60
	
	
	60

	2
	
	
	40
	
	40

	3
	30
	10
	5
	55
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Zapíšeme vektor proměnných počátečního řešení dopravního problému:

x0 = (x01,1, x01,2, x01,3, x01,4, x02,1, x02,2, x02,3, x02,4 x03,1, x03,2, x03,3, x03,4)


= (0, 60, 0, 0, 0, 0, 40, 0, 30, 10, 5, 55)
Hodnotu účelové funkce pro počáteční řešení dopravního problému lze vypočítat podle rovnice: ST0 = cT x0 = Ʃmi=1 Ʃnj=1 ci,j x0i,j :

ST0 =(1.00 x 60 + 0.60 x 40 + 0.50 x 30 + 2.00 x 10 + 0.70 x 5 + 1.00 x 55) = 177.50 x 103 EUR.
Po výpočtu počátečního řešení lineárního dopravního problému, provedeme test optimálnosti řešení, tzn. zkontrolujeme, zda je výpočet ze všech možných řešení rovněž optimální řešení tohoto problému LP. Tento test optimálnosti funguje tak, že identifikuje proměnné a pohybuje jejich hodnotou pro dosažení zlepšení hodnoty cílové funkce. Níže uvádíme testování optimální řešení lineárního dopravního problému pomocí modifikované plánovací metody.
Základní princip modifikované plánovací metody je ten, že náklady na každou dopravní buňku (i, j) vyjádříme pomocí součtu koeficientu řádku a koeficientu sloupce. Nechť ui představuje koeficient součinitel i-tého řádku a vj koeficient j-tého sloupce. V prvním kroku testu optimální řešení stanovíme jeden koeficient ui nebo vj jako nulový. V našem případě koeficient třetího řádku u3 = 0, dle Tabulky 9.
Tabulka 9. První krok testu optimálnosti x0
Matice nákladů ci,j
	
	1
	2
	3
	4
	ui

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20
	

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90
	

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00
	0

	vj
	
	
	
	
	


Vypočítáme hodnotu ui a vj pro základní proměnné xi,j, jejichž hodnoty jsou uvedeny v Tabulce 8 podle rovnice ci,j = ui + vj :

v1 = c3,1 - u3 = 0.50 - 0 = 0.50


v2 = c3,2 - u3 = 2.00 - 0 = 2.00


v3 = c3,3 - u3 = 0.70 - 0 = 0.70


v4 = c3,4 - u3 = 1.00 - 0 = 1.00


u1 = c1,2 - v2 = 1.00 - 2.00 = -1.00


u2 = c2,3 - v3 = 0.60 - 0.70 = -0.10

V Tabulce 10 je zobrazen druhý krok testu optimálnosti x0.

Tabulka 10. Druhý krok testu optimálnosti x0
Matice nákladů ci,j
	
	1
	2
	3
	4
	ui

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20
	-1.00

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90
	-0.10

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00
	0

	vj
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00
	


Pro nezákladní proměnné xi,j tj. u proměnné ve vektoru počátečního řešení x0 dosadíme nulu a vypočteme náklady na přepravu z rovnice zi,j = ui + vj :

z1,1 = u1 - v1 = -1.00 + 0.50 = -0.50


z1,3 = u1 - v3 = -1.00 + 0.70 = -0.30


z1,4 = u1 - v4 = -1.00 + 0.50 = 0.00


z2,1 = u2 - v1 = -0.10 + 0.50 = 0.40


z2,2 = u2 - v2 = -0.10 + 2.00 = 1.90


z2,4 = u2 - v4 = -0.10 + 1.00 = 0.90

Test optimálnosti se provádí pomocí charakteristik buněk ki,j. Řešení lineárního dopravního problému je optimální, jestliže pro všechny buňky (i,j), platí ki,j = ci,j - zi,j ≥ 0. Co se týče základních proměnných platí ci,j = zi,j a ki,j = 0, kontrolujeme jen řešení pro nezákladní proměnné: 

k1,1 = c1,1 - z1,1 = 0.70 - (-0.50) = 1.20

k1,3 = c1,3 - z1,3 = 1.50 - (-0.30) = 1.80


k1,4 = c1,4 - z1,4 = 1.20 - 0.00 = 1.20


k2,1 = c2,1 - z2,1 = 1.10 - 0.40 = 0.70


k2,2 = c2,2 - z2,2 = 0.80 - 0.80 = -1.10


k2,4 = c2,4 - z2,4 = 0.90 - 0.90 = 0.00

Vidíme, že charakteristická buňka k2,2 vykazuje zápornou hodnotu, čímž vypočtené počáteční řešení dopravního problému x0 není optimální. Negativní hodnota charakteristické buňky nám říká o kolik poklesne hodnota v účelové funkci, pokud se hodnota proměnné zvýší o jednu jednotku. V našem případě by se celkové náklady na dopravu snížily o 1,10 x 103EUR za každý další přepravovaný krychlový metr vybagrovaného materiálu z druhého úseku do druhého násypu.
Zjistili jsme, že je nezbytné u nezákladní proměnné x2,2 vhodně navýšit její hodnotu. Je třeba určit, o kolik můžeme zvýšit tuto hodnotu (±δ) a o kolik je tedy třeba změnit hodnoty zbývajících proměnných tak, aby jsme nalezli možné řešení. Změny hodnot jsou zobrazeny v Tabulce 11 a popsány v textu pod touto tabulkou.
V následujícím textu budeme používat řetězovou metodu pro výpočet optimálního řešení tohoto dopravního problému. Řetěz představuje nezákladní proměnnou, pomocí které chceme změnit správnost základnových proměnných. Tabulka 11 ukazuje proces změn v hodnotě proměnné nezákladních x2,2 a základních proměnných.
Tabulka 11. Změny hodnot nezákladních a základních proměnných



Množství xi,j 
	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	60
	
	
	60

	2
	
	+δ
	40-δ
	
	40

	3
	30
	10-δ
	5+δ
	55
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Provedeme krátkou analýzu Tabulky 11. Máme-li proměnné x2,2 zvyšující hodnotu δ, pak musíme k proměnným v řádku 2, které jsou větší než nula, přičíst hodnotu tohoto navýšení δ pro udržení rovnováhy celkové hodnoty proměnných v řádku 2, tj. Ʃ4j=1 x2,j a kapacity a2. V našem případě je jedinou proměnnou x2,3 větší než nula, takže právě z této proměnné převezmeme hodnotu δ.
Z důvodu těchto změn je také nerovnováha mezi celkovou hodnotou ve sloupci 3, tj. Ʃ3i=1 xi,3 a kapacitou b3, takže musíme přičíst k proměnné x3,3 hodnotu +δ. Stejně tak ve sloupci 2, tj. Ʃ3i=2 xi,2  ku kapacitě b2 provedeme totéž a také ve sloupci 3, tj. Ʃ4j=1 x3,j  ku kapacitě a3. Vzhledem k tomu, že skutečný stav xi,j ≥ 0, potom v řetězci +δ, 40-δ, 5+δ, a 10-δ, pak se má za to, že je maximální hodnota δ=10
Nyní pojďme definovat nové základní možné řešení problémů s dopravou x1 takovým způsobem, že do počátečního řešení x0 vložíme δ=10, jak je uvedeno v Tabulce 12.
Tabulka 12. Nové počáteční řešení dopravního problému x1
Matice nákladů ci,j
Množství x0i,j
	
	1
	2
	3
	4

	1
	0.70
	1.00
	1.50
	1.20

	2
	1.10
	0.80
	0.60
	0.90

	3
	0.50
	2.00
	0.70
	1.00


	
	1
	2
	3
	4
	ai

	1
	
	60
	
	
	60

	2
	
	10
	30
	
	40

	3
	30
	
	15
	55
	100

	bj
	30
	70
	45
	55
	


Vypočítáme vlastní hodnotu účelové funkce dopravního problému x1 dle dané rovnice: 
ST1 = cT x1 = Ʃmi=1 Ʃnj=1 ci,j x1i,j :

ST1 =(1.00 x 60 + 0.80 x 10 + 0.60 x 30 + 0.50 x 30 + 0.70 x 5 + 1.00 x 55) = 166.50 x 103 EUR
Následně je možné opět provést analogicky test optimálnosti řešení.
