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Deformace ohybanych nosnikii

Diferencialni rovnice 4. radu
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Pojmy

« ohybova cara - kfivka v niz prejde puvodné pfima osa nosniku

* pretvoreni prutu pfi ohybu — pole posunu, vzhledem k platnosti
Bernoulliovi h. staci vypocitat posuny bodu leZicich na stfednici.

* pruhyb — pofadnice ohybové Cary

* pootoceni— uhel, o néjz se pootocil prufez a ktery svira te€na k
ohybové Care s osou x

« polomér krivosti — ve stavebni praxi je ohybova Cara vétSinou velmi
plocha (znacné vétsi nez vyska prirezu)
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Teorie malych deformaci

(w < I/150)
w << |

dw

tg¢z¢)=a—w

dw = ds

/2
Z matematiky je znam vyraz 1 w'” w << 1

pro prevracenou hodnotu - - ( - )5/2 1 )
poloméru kfivosti: 1T+WwW — = —w

Znameénko +: stred krivosti lezi nad nosnikem, tedy jsou-li
tazend spodni vldkna (kladny ohybovy moment)
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Teorie malych deformaci

Vzhledem k predpokladu malych deformaci :

Vyuzitim zavislosti mezi kfivosti a ohybovym momentem -
rovnice zalozené na Bernoullioveé hypotéze dostaneme
diferencidlni rovnici ohybové cary (2. fadu).
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Diferencialni rovnice ohybové cary

Pri jejim resSeni se uplatni 2 okrajové podminky (kinematické)

Ww=0 N Proste p::)dieprenj,r
okraj
,A

w' =0 _ _
Vetknuty okraj
w=0

w=0 | ~ ~ | Na ose symetrie
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Diferencialni rovnice ohybové cary

Vztahy zndmé ze statiky ,  dM,
M = =V,
dx
dVv
M” o vz’ o = = _qz
dx
Pak derivovanim ziskame dale
” 1 dMy 1 v
W —_— . — -V,
w1 ]
WIV=_E.I,dZ=_E.I(_qZ)= -
y X y E - ly

e diferencialni rovnice 4. radu, u niz se uplatni navic statické
okrajové podminky w"’=0 (M=0)
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Prehled diferencialnich vztahu

Diferencialni rovnice 4. radu

Premisténi d? Bl d* w — 4 Vnéjsi sily
w(x) dx? dx? q(x)
@
Q
= g
= Dif. rovnice ohyb. Cary S
X dp d?w d*M, =
O ¢ — 1
= — — — W M, = —EIw" (x) — _ Y
3] k() dx  dx? 4 q(x) dx? S
£ S
5 0
Q)
Pretvoreni _ Vnitrni sily
() M, = Elx(x) M, ()

Fyzikalni (materiadloveé) rovnice
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Prehledné derivacni (integrac¢ni) schéma

Oznaceni a kladny " Diferencialni zavislost
Velicina
smysl

Obecny piipad | Pro EI = konst.

\li prihyb W

e — -

|l|
\;”\‘” pootoceni p=w"

MC ) M | ohybovy moment M= -Ehv*
V L r r
v posouvajici sila V=-(Ew)" V=-Ehv°
T T~ g P L v
l/ T Pl ¥ pricne zatizem q =-(Ehv*) q =-E
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Aplikace schématu

El = konst.
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Vycisleni

=6 m |= 2140 cm*
W__ =2cm EI* 4494 kKNm?
| 200
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Reseni ohybové ¢ary integraci

Rovnici ohybové ¢ary w=w(x) Ize ziskat v jednoduchych
pripadech integraci diferencidlni rovnice

14 M
w' = —— M=M(x)
El
M
W [Mac
El

M
w=—.”'dedx+c1x+c2

Integracni konstanty ziskame uplatnénim okrajovych
podminek
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Priklad - rovhnomeérné zatizeny prosty nosnik

.""'{'1
o MR Inb._x
1 % A
2 | |
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I\/I:I\/I(x):zq(lx—x ) ﬂﬁxw
M s
I
W”———_—i(lx—xz) | L w(x) JF
El 2E| OF e ——n J..-;% »
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w"=—M:—i(lx—x2) —q

INTEGRACI :

El 2E| au.;,l,1.;31,";*41“;;1;_,;
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Okrajové podminky a reseni

w(o)=0=c, =0

3
w(l)=o0= —i(il‘* —il"j+c1l e -9

2EI\ 6 12 24El
3
w:—i(21x3—x4)+ qal X+0
24El 24El
W=i°X(IB—ZIX2 +x3)
24El
o=w = A (13 — 6lx° +4x3)
24E| p ;
Wmax(X:l/z): 5 ql (Da :_¢b = q
384 El 24El
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Ciselné regeni

| 240 E = 210103 MPa
| = 4250 cm? g=12kN-m"
5 12,0 - 6*
W, = : - — = 0,0227m = 22,7mm
384 210-10" - 425010
| 6
@, = 0,0121rad < = = 0,0240m

250 250
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Priklad - konzola zatizena silou na
volném konci M= —P-x

w" = — m_~r X
J,P x g Ji ______ El  El
- P
1 g [ w — i W’ — _X2 + C1
max BE’ ZE’
E P> W= Px3+cx+c
w(l)=0=—+c, =0=c, =— 6El b
2E| 2E|
P PP PI?
w(l)=0= — +C, =0=>C, = —
6EI  2El 3EI
p
W = —(x3 —3I°x + 213)
6El

Pruznost a Pevnost ¢ Prednaska 7



Staticky neurcita konstrukce

* Obecné Ize vyuZit w" = q(x) @ postupné integrovat + konstanty

* SN konstrukci Ize také prevést na SU konstrukci a vyuzit az
dalSi 2 okrajové kinematické podminky

q=10kN/m
C, juuuuuluAl
R, =15—— ’ o
a 3 C /ll/ 3 /IV
M = —5x2 + 15x — ?1x +C c. q=10kN/m
M C @uuuuuul
W”=_ﬁ=5x2—15x+?1x—(,‘1 > 3 év
, 5, 15 ., (; , a 7!
Elw =§x —7x +€x — C1x + G, wi(0)=0>c, =0
5 15 C C
Elw=Ex4—?x3+1—;x3—71x2+C3 w(0)=0=c3=0
W(3) =0= 113 kNim 10 kN/m
27 9 %}l#&&ll&lliﬁ?
0 =33,75—-67,5 +1—861 _Ecl = (; =——11,25 ; - 4
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Clebshova metoda

e/ /

metody (metody pocatecnich parametr(i)
e Rozdéleniintegracniho vztahu na nékolik intervald

e Vyuziti spojitosti prihybu a pootoceni na rozhrani
intervalu redukuje pocet int. konstant na 2

 Vhodné pouze pro nosniky s El=konst.

F q
l IR R

TRa RN SUUUS SUUU SUNY NN U
X
a2, (xay)
A _ (xay)
a2 L/ |
/I a3 |/
/|
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Clebshova metoda

Zésady: FJ{ q ‘L|" """ YT i
1. Rozdélime nosnik na &asti. T, B M M
2. Sour. sys. volime jednotné X, (xea)
pro cely nosnik. a; |—’| o X
v ’ / a2 I (X-a3)
3. VSechny vyrazyv pro =+ 5
ohybovy moment v useku k, 2 A

musi zustat i v k+1.

4. Pracujeme v lokalnich souradnicich intervalu, napft. (x — a,),
tyto dale neroznasobujeme.

5. Osamély moment nutno integrovat ve tvaru (x — a;).
6. Po (astech spojité zatizeni nutno vhodné odecitat (superpozice)
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Clebshova metoda - priklad

q=24kN/m . k —:'3\6 kN
R, = 78kN, R, = 138kN AR T e,
L 1=7.5m 1l e=25m
1 1 ogl = 36 36
M(x) = 78x — =24x?% +{138 (x — 7,5) + - 24(x—75) [N B .
2 8 Xp=3,25m 9 -102
x>75 | (
Elw" = —78x + 12x® <138 (x — 7,5) = 12(x — 7,5)% qm, \ A
x> 7,5 126,75
L 1/2=376m Zhpariadey
et 8 -11.8
Elw' = C; — 39x2 + 4x3|— 69 (x — 7,5)%> — 4(x — 7,5) (wn ‘“‘“ ““““““ - N
Elw=Cyx+Cy, —13x3 4+ x*-23 (x— 7,53 - (x — 7,5* Fl luqluu
Xx>75 R:n . 0 U
— (x-3, (x-ay)
w(0)=0=>c,=0 e . e
w(7,5) = 0 = ¢; = 309,375 A &
7
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Mohrova analogie

* integrace diferencidlni rovnice zde neni nutna
e hledani deformaci se prevadi na vypocet statickych velicin
e vychazise z analogie mezi dvéma skupinami diferencialnich

vztah
[/} M "
W' = —— M" = —
El CI

w' =@

* Analogické ulohy:
e odvodit vztahy pro prihyb w ze znamého prubéhu ohybovych
momentd M (délenych ohybovou tuhosti EI)

e odvodit ohybové momenty M z daného zatizeni q
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Mohrova analogie

Vhodné zvoleny nosnik (tzv. dudlni - fiktivni; rizny od
skute¢ného) zatizZime momentovym obrazcem, délenym
ohybovou tuhosti El

m

17 F

a ur¢ime ohybové momenty M, jez od tohoto zatizeni
vzniknou. Pak plati:

_H _ M
M :—q:—E:W”
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Dualni nosnik

Nosnik, ktery splfiuje vici M a V tytéz okrajové podminky, jako
pIni skutecny nosnik vzhledem k priihybu w a pootoceni .
Touto volbou je zajisténa vzajemna korespondence M aw i ve
funkcnich hodnotach a v prvnich derivacich:

A . B 5} . W —
5 & w =M
i 7 p=V

Priklady dudlnich nosnik
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Mohrova véta

Prahyb w v urcitém misté nosniku urcime jako ohybovy
moment na dualnim nosniku, zatizeném momentovou
plochou, délenou ohybovou tuhosti El. Pootoceni urdime jako
posouvajici silu V na dudlnim nosniku zatizeném momentovou

plochou délenou ohybovou tuhosti El.
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Prehled vnéjsich a vnitrnich vazeb a jejich
zameny pri sestrojeni fiktivniho nosniku

Skutecny nosnik Fiktivni nosnik
Kinematicke . .
okrajove Typ uloZeni Si'aglggei UIFI]aJU- Typ uloZeni
podminky _
w=0 M=0
p=0 V =0
w=0 - M =0 é | -
=0 V =0 ’
w=0 C | o M=0 -
¢=0 ’ V=0
w=0 - M=0
Q=0 N\ 7 -0 B B
w=0 . M =0 _
p=0 V =0 A
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Postup pri vypoctu

1. VyreSime dany nosnik, uréime priibéh ohybovych
momentt
2. Sestrojime dualni nosnik a zatizime jej momentovou

plochou redukovanou El, kladné ohybové momenty
zavadime jako kladné zatizeni (shora dol()

3. Vypocteme ohybové momenty M na dualnim nosniku
tam, kde hledame priihyb skutecného nosniku a
posouvajici sily V v misté hledanych pootoceni
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Priklad — Prosty nosnik stalého prirezu
zatizeny osamelym bremenem

° ° V4 Vd V4 \"4 ?
fiktivni ndhradni bremena 8
AN 2
— Pab a 20 b,
Q1 — ) b
| 2
b a.(x)
Q_ PClb b ) ¥ ! ! -p-%-h
> ) | 1!
LN v |
F2 ; W LT
o *J Jeislt®
reakce fiktivniho nosniku ] al3+b

— 1|—=fa — 2 Pab
A—{Q1(§+bj+ngb}—7(l+b)

= —{Q_,EG +Q_2(a +Eﬂ = —@(Ha)
3 3

@ |

6l
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Priklad - Prosty nosnik stalého priirezu
zatizeny osamelym bremenem

3) 4
éP a b T@"
W’(O) A Pab (l 4 b) b) @“’E E ﬁ%_b.
El  6IEI ERS
i) B _Pabg L
Bl G6IEI
_M@)_1(5 —=a)_Pab Pa’b’
wia) = El - El (Aa 2 j 6IE| o ¢+ ab—a)= 3IE]
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Priklad — konzola zatizend dvéma
stejnymi bremeny

fiktivni ndhradni bremena

Q—_1.l.3P1_3Pl2

" 2 2 2B  8E
— — 1. | Pl PP
Q, =Q, =

> 5 2El  8El
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Priklad — konzola zatizend dvéma
stejnymi bremeny

dpb =V, =Q;+Q+Q3=

" I° A 3 1 1\P? 5 PP
Pt =44 | —=—== —
e, 8 8 8/El 8 EI
}_ Y2 ;L_ Ly ~LYy 5
b f:Wb:Mb:Q1°gl+
+( + )11—3P12 |4
Q+Q3)51 =55
PIZ 1 7 P83
42— =1=

8EI 2 16 EI
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Priklad — Konzola proménného prurezu

Ela; Elb
Aabc : Q _ 1 PL_ P
2 Ela 2Ela
Adbe : Q. = (Pb Pb) _
z Elb Ela
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Priblizné numerické reSeni obecnéjsich pripad

e Rozdeélme nosnik na dostatecné malé useky, pak Ize
krivocary pribeh g nahradit lomenou ¢arou a vSe pocitat
numericky.
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