
BDA007-Statika II Obecná deformačńı metoda - Př́ıklad 1

Pomoćı obecné deformačńı metody vyřešte reakce a vykreslete vnitřńı śıly na konstrukci.
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Jako prvńı vytvoř́ıme výpočtový model konstrukce:

• pr̊uřez prut̊u je obdélńık 0.2×0.3m, E=24GPa, A=0.06m2, I=4.5×10−4m4

• Prut 2-3 je převislý konec. Převislého konce se zpravidla zbavujeme, abychom sńıžili složitost výpočtu. Na-
hrad́ıme ho silou a momentem, které vyjadřuj́ı účinky zat́ıžeńı na prutu 2-3. V tomto př́ıpadě přeneseme do
bodu 3 śılu F1=5kN a moment, který śıla F1 zp̊usobuje M2,3 = 5× 1,2 = 6kNm.

• Śıla F1 p̊usob́ı v bodě 3. My ji vlož́ıme na začátek prutu 3-4, ale také bychom ji mohli vložit na začátek
prutu 3-1). Moment M2,3 použijeme jako uzlové zat́ıžeńı v bodě 3. Ale mohli bychom ho vložit na do bodu
3 na začátek prutu 3-1 nebo i 3-4 a potom by se projevil ve vektorech primárńıch koncových sil. Vždy, když
můžeme, ale raději zat́ıžeńı vkládáme do uzlových zat́ıžeńı, protože nám to zjednoduš́ı výpočet.

• Svislý prut voĺıme ve směru 3→1 jako oboustranně vetknutý: v bodě 3 je monoliticky spojen s prutem 3-4 a
v bodě 1 je vetknut́ı.

• Vodorovný prut 3-4 voĺıme jako levostranně vetknutý a pravostranně kloubově uložený.

• Je vidět, že každý z prut̊u má jiný směr a tedy i jiný směr vlastńıho lokálńıho souřadného systému (LSS), viz
obrázek. Lokálńı souřadný systém prutu 3-4 je shodný s globálńım souřadným systémem - červeně.

• U prutu 3-1 tedy budeme muset provádět transformace zat́ıžeńı a matice tuhosti do globálńıho souřadného
systému.

• Výpočtový model je tedy 2× přetvárně neurčitý - naše neznámé deformace jsou vodorovný posun u3 a po-
otočeńı φ3. Později tak budeme řešit soustavu dvou rovnic o těchto dvou neznámých.
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Obecná deformačńı metoda

Nejdř́ıve sestav́ıme vektor našich neznámých parametr̊u deformace

{r} =

{
u3
φ3

}
=

{
?
?

}
Vektor uzlových zat́ıžeńı obsahuje pouze známá zat́ıžeńı p̊usob́ıćı ve směrech neznámých deformaćı u3 a φ3. Ostatńı
zat́ıžeńı se projev́ı později jinde - ve vektorech primárńıch koncových sil.

{s} =

{
X3

M3

}
=

{
0
6

}
Lokálńı matice tuhosti prut̊u
Později zjist́ıme, že u lokálńıch matic tuhosti potřebujeme vypoč́ıtat pouze:

• hodnoty ve sloupćıch neznámých deformaćı u3 a φ3 v řádćıch neznámých uzlových sil X3 a M3. To v př́ıpadě,
že úkolem je pouze vyřešit hodnoty neznámých deformaćı.

• všechny hodnoty v některých sloupćıch neznámých deformaćı. To v př́ıpadě, kdy je úkolem vyřešit kompletně
reakce a vykreslit vnitřńı śıly.

• každopádně jen velmi zř́ıdka je potřeba vyč́ıslovat všechny hodnoty lokálńıch matic tuhosti. Je výhodné si
přesto na začátku připravit mı́sto pro všechny hodnoty v matićıch a podle potřeby si zpětně doplnit potřebné
hodnoty (uvid́ıme i zde na konci výpočtu).

Lokálńı matice tuhosti prutu 3,1 - TAB 8.3a

[
K∗

3,1

]
=

u3 w3 φ3 u1 w1 φ1


240000 0 0 −240000 0 0 X3

0 600 −1800 0 −600 −1800 Z3

0 −1800 7200 0 1800 3600 M3

−2400000 0 0 240000 0 0 X1

0 −600 1800 0 600 1800 Z1

0 −1800 3600 0 1800 7200 M1

Lokálńı matice tuhosti prutu 3,4 - TAB 8.3b

[
K∗

3,4

]
=

u3 w3 φ3 u4 w4 φ4


240000 0 0 −240000 0 0 X3

0 150 −1800 0 −150 0 Z3

0 −1800 5400 0 900 0 M3

−2400000 0 0 240000 0 0 X4

0 −150 900 0 150 0 Z4

0 0 0 0 0 0 M4

Globálńı matice tuhosti prut̊u

• u globálńıch matic tuhosti potřebujeme vyč́ıslit pouze hodnoty ve sloupćıch neznámých deformaćı u3 a φ3

v řádćıch neznámých uzlových sil X3 a M3.

Globálńı matice tuhosti prutu 3,1 - TAB matice tuhosti šikmých prut̊u (a), úhel γ = 270◦

[
KG

3,1

]
=

u3 w3 φ3 u1 w1 φ1


600 ≈≈≈ -1800 ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ X3

≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ Z3

-1800 ≈≈≈ -7200 ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ M3

≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ X1

≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ Z1

≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ ≈≈≈ M1
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Globálńı matice tuhosti prutu 3,4 je shodná s lokálńı matićı prutu, nemuśıme nic poč́ıtat.

[
KG

3,4

]
=

[
K∗

3,4

]
=

u3 w3 φ3 u1 w1 φ1


240000 0 0 −240000 0 0 X3

0 150 −1800 0 −150 0 Z3

0 −1800 5400 0 900 0 M3

−240000 0 0 240000 0 0 X4

0 −150 900 0 150 0 Z4

0 0 0 0 0 0 M4

Primárńı lokálńı vektory koncových sil
Potřebujeme vyč́ıslit:

• pouze v řádćıch sil p̊usob́ıćıch ve směrech neznámých parametr̊u deformace (tj. X3 a M3], pokud je ćılem
pouze vyřešit hodnoty neznámých deformaćı u3 a φ3,

• všechny hodnoty. To v př́ıpadě, kdy je úkolem vyřešit kompletně reakce a vykreslit vnitřńı śıly.

Primárńı lokálńı vektory koncových sil prutu 3,1 a 3,4

• {R∗
3,4} → TAB 8.1a/8

• {R∗
3,4} → TAB 8.1b/2 + TAB 8.1.b/1

{R∗
3,1} =



X3

Z3

M3

X1

Z1

M1


=



0
−4, 5
7,5
0

−19, 5
−16, 5


{R∗

3,4} =



X3

Z3

M3

X4

Z4

M4


=



0
−24
36
0

−10
0


Globálńı vektory primárńıch sil prut̊u 3,1 a 3,4
Podobně jako u globálńıch matic tuhosti zde potřebujeme vyč́ıslit pouze řádky neznámých uzlových sil X3 a M3.

{R∗
3,1} =



X3

Z3

M3

X1

Z1

M1


=



-4,5
0
7,5

−19, 5
0

−16, 5


{RG

3,4} = {R∗
3,4} =



X3

Z3

M3

X4

Z4

M4


=



0
−27
36
0

−10
0


Sestaveńı globálńı matice tuhosti konstrukce
Globálńı matici tuhosti celé konstrukce sestav́ıme tak, že sečteme hodnoty v globálńıch matićıch jednotlivých prut̊u,
které se vztahuj́ı k neznámým deformaćım u3 a φ3 v řádćıch neznámých uzlových sil X3 a M3.

[
KG

]
=

[
KG

3,1

]
+

[
KG

3,4

]
=

u3 φ3[ ]
240600 −1800 X3

−1800 12600 M3

Vektor primárńıch koncových sil konstrukce
Vektor primárńıch koncových sil konstrukce sestav́ıme tak, že sečteme hodnoty v primárńıch vektorech koncových
sil jednotlivých prut̊u v řádćıch neznámých uzlových sil X3 a M3.

{RG} = {RG
3,1}+ {RG

3,1} =

{
X3

M3

}
=

{
−4, 5
43, 5

}
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Zatěžovaćı vektor konstrukce

{F} = {s} − {R} =

{
4, 5

−37, 5

}
Soustava rovnic

[K] · r = F

[
240600 −1800
−1800 12600

]
·
{

u3
φ3

}
=

{
4, 5

−37, 5

}

240600 · u3 − 1800 · φ3 = 4, 5
−1800 · u3 + 12600 · φ3 = −37, 5

→ u3 = −3, 566× 10−6 m
φ3 = −2, 977× 10−3 rad

Zde př́ıklad konč́ı, pokud je zadáńım vyřešit hodnoty neznámých deformaćı. My pokračujeme dále k vyřešeńı reakćı
a pr̊uběh̊u vnitřńıch sil.

Lokálńı vektory koncových deformaćı
Ze soustavy rovnic jsme źıskali hodnoty neznámých parametr̊u deformace v globálńım souřadném systému. Pro
každý z prut̊u potřebujeme vyřešené deformace transformovat do jeho LSS a vypoč́ıst jeho lokálńı vektor koncových
deformaćı.
Prut 3-1 má sv̊uj LSS jiného směru než GSS a proto muśıme deformace transformovat pomoćı TAB Transformace
vektor̊u z globálńıch do lokálńıch souřadnic:

{rG3,1} =



u3
w3

φ3

u1
w1

φ1


=



−3, 566× 10−6

0
−2, 977× 10−6

0
0
0


{r∗3,1} =



u3
w3

φ3

u1
w1

φ1


=



0
−3, 566× 10−6

−2, 977× 10−6

0
0
0


Lokálńı souřadný systém prutu 3-4 je shodný s GSS a proto můžeme př́ımo psát:

{rG3,4} = {r∗3,4} =



u3
w3

φ3

u4
w4

φ4


=



−3, 566× 10−6

0
−2, 977× 10−6

0
0
0
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Dopočet lokálńıch vektor̊u sekundárńıch koncových sil
Lokálńı vektory sekundárńıch koncových sil vyč́ısĺıme pro každý prut jako R̂∗

a,b = [K∗
a,b] · {r∗a,b}. V př́ıpadě prutu

3-1 je vidět, že budeme potřebovat hodnoty sloupce w3. Pokud jsme si je na začátku nevyč́ıslili, je potřeba je nyńı
dopoč́ıtat.
Prut 3-1

{R̂∗
3,1} =

u3 w3 φ3 u1 w1 φ1


240000 0 0 −240000 0 0

0 600 −1800 0 −600 −1800
0 −1800 7200 0 1800 3600

−2400000 0 0 240000 0 0
0 −600 1800 0 600 1800
0 −1800 3600 0 1800 7200

·



0
−3, 566× 10−6

−2, 977× 10−6

0
0
0



{R̂∗
3,1} =



X3

Z3

M3

X1

Z1

M1


=



0 · w3 + 0 · φ3

600 · w3 − 1800 · φ3

−1800 · w3 + 7200 · φ3

0 · w3 + 0 · φ3

−600 · w3 + 1800 · φ3

−1800 · w3 + 3600 · φ3


=



0
5, 356

−2, 977× 10−6

0
−5, 356
−20, 711


Prut 3-4

{R̂∗
3,4}

u3 w3 φ3 u4 w4 φ4


240000 0 0 −240000 0 0

0 150 −1800 0 −150 0
0 −1800 5400 0 900 0

−2400000 0 0 240000 0 0
0 −150 900 0 150 0
0 0 0 0 0 0

·



−3, 566× 10−6

0
−2, 977× 10−6

0
0
0



{R̂∗
3,4} =



X3

Z3

M3

X4

Z4

M4


=



240000 · u3 + 0 · φ3

0 · u3 − 900 · φ3

0 · u3 + 5400 · φ3

−240000 · w3 + 0 · φ3

0 · u3 + 900 · φ3

0 · u3 + 0 · φ3


=



−0, 856
2, 679

−16, 076
0, 856
2, 679
0


Dopočet lokálńıch vektor̊u koncových sil

{R∗
3,1} = {R∗

3,1}+ {R̂∗
3,1} =



X3

Z3

M3

X1

Z1

M1


=



0
0, 856

−13, 928
0

−24, 856
−27, 211



{R∗
3,4} = {R∗

3,4}+ {R̂∗
3,4} =



X3

Z3

M3

X4

Z4

M4


=



−0, 856
−24, 321
19, 926
0, 586

−12, 679
0
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Konstrukci nyńı zat́ıž́ıme v daných uzlech koncovými silami (a momenty) podle konvence daného prutu. Každý prut
řeš́ıme zvlášt’. Už neńı třeba řešit reakce. Pouze vykresĺıme pr̊uběhy vnitřńıch sil

q

1
3

F2

3 4

F1

24,321kN 12,679 N

0,856kN0,856kN
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kNm
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0,856kN

0kN

0kN

x*

z*

x*

z*

Na jednotlivých prutech dopoč́ıtáme pr̊uběhy vnitřńıch sil
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Výsledné reakce můžeme zjistit z pr̊uběh̊u vnitřńıch sil, respektive z hodnot koncových sil v jednotlivých uzlech.
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