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Statika I

Vazeni uzivatelé tohoto uc¢ebniho textu,

dovolujeme si Vas pozadat o malé strpeni pro vyuZzivani této u¢ebni pomuicky pro Vase studi-
um. Pfi zavérecné kontrole byly navrzeny dalSi vylepSujici upravy, které prispéji ke zlepSeni
kvality ucebniho textu. Rovnéz je potfebné provést formdlni tipravy, a to zejména nové pie-
¢islovani rovnic, obrazkl i tabulek, aby se shodovaly s oznacenim kapitol.

Z casovych divodii vSak nebylo moZzné upravy dosud realizovat. Pfedpokldddme, Ze opravy
provedeme zacatkem roku 2006. Poseckejte proto prosim se stahovianim a pouZivanim, do-
kud nezmizi tento upozornujici text.

Dé&kuji autoti

© Jiti Kytyr, Petr Frantik, Brno 2005
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Uvod

1 Uvod

1.1 Cile

Ukolem predmétu Statika I je zvlddnout feSeni prutovych konstrukei zakladni
metodou, a to metodou silovou. Metoda sice neni prakticky vhodna pro feSeni
rozséhlejSich staticky neurcitych prutovych konstrukci, ale je velmi prehlednd a
poskytuje feSeni zdkladnich pfetvarné urcitych piipadii (primédrniho i
sekundarniho stavu) pro analyzu prutovych konstrukci dal$i metodou, a to
deformacni metodou, kterd bude obsahem pfedmétu Statika II.

Nasim cilem bude feSeni nosnych staticky neurcitych prutovych stavebnich
konstrukci a ziskdni pribéha vnitinich sil i sloZek reakei jako prostiedek pro
jejich dimenzovéni podle jednotlivych materidlti.

1.2 Pozadované znalosti

Ve Statice | se navazuje zejména na znalosti ziskané v predmétu Zaklady sta-
vebni mechaniky (feSeni prib¢hti vnitinich sil) a v pfedmétu PruZznost a pev-
nost. Studenti by méli byt obeznameni se zdkladnimi operacemi z integralniho
poctu.

Z matematického aparatu vyuZzijeme zejména goniometrické funkce, vektorovy
a maticovy pocet i feSeni soustav linearnich algebraickych rovnic.

1.3  Doba potiebna ke studiu

NP

Modul piedstavuje rozsifeny privodce a obsahuje zdkladni latku probiranou
v prubéhu téméf celého semestru. Doba potfebna k nastudovani jednotlivych
kapitol ¢i odstavcll se lisi od nékolika desitek minut az po hodiny. ZéleZi ze-
jména na piedchozi pripravé studenta ve vySe citovanych ptedchdzejicich
pfedmétech, ale 1 na obtiZnosti daného tématu. Potiebna doba ke studiu ¢ini 40
az 50 hodin.

1.4 Klicova slova
mechanika, statika, sila, reakce, interakce, rovnovaha, poddajnost, tuhost, vek-

tor, matice, modul pruznosti, momenty setrva¢nosti, transformace, prut, pruto-
va soustava, nosnik, rdm, piihradova konstrukce
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Uvod do statiky stavebnich konstrukci

2 Uvod do statiky stavebnich konstrukei

Kazda stavebni konstrukce musi bezpecné prenést veSkeré zatizeni, nesmi se
pfitom porusit, nesmi doznat neptipustnych tvarovych zmén a musi byt stabil-
ni. Cést konstrukce, zajistujici potiebnou odolnost a tuhost stavebniho dila,
nazyvame nosnou konstrukci. Nosnd konstrukce sestdva z fady riiznych prvki.
Ve statice stavebnich konstrukci se omezujeme na analyzu pouze takovych
konstrukci, jejichz staticky model 1ze vytvofit pouze z pruti. Nazyvame je pru-
tovymi soustavami. V dalSich uvahach budeme piedpokladat dokonale linedrni
pruzny material.

Statika stavebnich konstrukci je nauka o vypoctech stavebnich konstrukci.

V Zakladech stavebni mechaniky jsme feSili staticky urcité prutové konstrukce,
k jejichz analyze postaCuji statické podminky rovnovdhy. Obsahem statiky
stavebnich konstrukei jsou piedevsim vypocty staticky neurcitych prutovych
konstrukei. K jejich feSeni uZ nevysta¢ime s podminkami rovnovéhy, ale mu-
sime piedepsat jeSt¢ pfetvarné podminky. K feSeni staticky neurcitych kon-
strukci se pouzivaji dvé zdkladni metody, a to metoda silovd (probird se ve
Statice 1) a metoda deformacni (je obsahem predmétu Statika IT).

Kazda konstrukce se u¢inkem zatizeni pietvoti. Pfetvofeni (deformace) se pro-
jevi posuny a pootocenimi jednotlivych ¢4sti stavebnich konstrukci. Pretvoreni
jsou vétSinou, vzhledem k rozmértim konstrukei, velmi mala.

a
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Obr. 3.2: Rovinny uzavieny rdm

2.1 Prutové konstrukce

Réam je prutova soustava s monolitickym (tuhym) spojenim prutti. Ve statickém
modelu idealizujeme jak nosné prvky, tak i jejich spojeni a spoluplisobeni.
Misto, kde se pruty spojuji, nazyvame uzel (stycnik). Pruty byvaji vétSinou
v uzlu spojeny tuze, anebo mohou byt také ptripojeny kloubem. Tuhé spojeni
(obr. 6.1a) zarucuje stejné premisténi (posunuti i pootoceni) vSech koncii pfipo-
jenych prutl pfi deformaci a pfendsSi ohybové momenty. Kloubové spojeni
(obr. 6.1b) zarucuje pouze stejné posunuti, pootoc¢eni konct ptipojenych pruti
jsou nezdavisld a ohybové momenty jsou nulové.

U rovinného ramu (obr. 3.2) lezi v jedné rovin¢ stiednice vSech pruti, zatiZe-
ni, reakce a interakce a rovnéZ jedna z hlavnich centrédlnich os setrvacnosti prii-
fezl vSech pruti. Ram je typickym predstavitelem staticky neurcité prutové
konstrukce. Jako specidlni pfipad rdmu se vyskytuje spojity nosnik (obr. 3.1) a
pithradovy nosnik (obr. 3.3).
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Obr. 6.1: Uzel (stycnik) rovinného rdamu

RozliSujeme ramy s pruty pfimymi (obr. 6.2 a 6.4) nebo zakifivenymi (obr. 6.3),
ramy pravouhlé (obr. 6.2 a 6.5) ¢i kosotihlé (obr. 6.4), jednoduché (obr. 6.4),
sdruzené (obr. 6.3) nebo patrové (obr. 6.2, 6.5 a 6.6), oteviené (obr. 6.3 a 6.4)
¢i uzaviené (obr. 6.5, 6.6 a 6.7), ramy s neprubéznymi pruty (obr. 6.5 a 6.6).
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Obr. 3.1: Spojity plnostenny nosnik
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Obr. 3.3: Spojity prihradovy nosnik

Z termint pouZzivanych u prutovych konstrukci uved’'me nejzakladnéjsi. Sloup
(stojka) je svisly prut, piicel (trdm) je vodorovny prut. Prut mize byt ptimy,
lomeny ¢i zakfiveny (oblouk). Vnéjsi vazby (obr. 6.2) mohou byt jednondsob-
né (kyvny prut, posuvna kloubovéd podpora), dvojndsobné (neposuvny kloub,

posuvné vetknuti), trojndsobné (dokonalé vetknuti).

|’ pricel — tram

obloukova — dvojné uzly
= pricel |
uzaviend . -
prihrada | /- uzel — styénik |
oteviend sloup
piihrada stojka
TR A é A A ZJ'T'
dokonalé pevny posuvny
vetknuti kloub kloub
Obr. 6.2: Patrovy ram Obr. 6.3: SdruZeny ram Obr. 6.4: Jednoduchy
s obloukovou pricli kosotihly rdam
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Uvod do statiky stavebnich konstrukci

Obr. 6.5: Patrovy rdm Obr. 6.6: Patrovy rdm Obr. 6.7: Vierendeelitv
s neprubeznou pricli s neprubeZnym sloupem ramovy nosnik
Otdzky
1. Cim se zabyvi statika stavebnich konstrukci?
Charakterizujte rovinnou prutovou soustavu. -
Cim se li§f rdm, spojity nosnik a pithradovy nosnik?

Co zajist'uje monolitické a kloubové spojeni pruti ve sty¢niku?

ARl

Funkce vnitiniho kloubu v prutové soustavé.

Shrnuti

V této dvodni kapitolce jsme si vymezili obsah pfedmétu a naznacili rozdéleni
ramovych a ostatnich prutovych konstrukci. Z
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Vypocet pretvofeni prutovych soustav

3 Vypocet pretvoreni prutovych soustav

Pti vySetfovani nosnych stavebnich konstrukei sledujeme nejen pritbéhy vniti-
nich sil a napéti, ale také deformace (pietvoreni). Ty je dalezité posoudit jak

z hlediska funk¢nosti konstrukce, tak i z hlediska estetického, aby nedochazelo
k viditelnym geometrickym zméndm. V nékterych piipadech postaci urcit dis-
krétni hodnoty slozek premisténi (posuny, potoceni), jindy potifebujeme znat
pribéh ohybové cary celého prutu.

F | F,
|
i o/
- 2 m . ¥ l b X .I ”
Z e i AW T T
1 ohybova ¢dra — e—_F 2
m b'
| T~ "
- '.‘ Py [P —
v ! ", L f ]
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Obr. 3.1: Deformace rovinné plnosténné konzoly

Pro teSeni pretvoreni staticky urcitych prutovych konstrukci (obr. 3.1) se pou-
Zivaji tyto metody:

e aplikace principu virtudlnich praci, tzv. metoda jednotkovych sil,
umoziujici urcit slozky premisténi v diskrétnich bodech plnosténnych
i ptihradovych nosnikil; metoda je predmétem této kapitoly a jeji prin-
cip je pouzit pro feSeni staticky neurcitych prutovych soustav silovou
metodou (viz kapitola 4),

®  Mohrova metoda pro ziskani diskrétnich hodnot deformaci, probrana
v pfedmétu Pruznost a pevnost,

e metoda integrace diferencidlni rovnice ohybové cary (popi. s Cleb-
schovou tpravou integracniho postupu) pro ziskani funkci ohybové ¢a-
ry nebo sklonli tecen k ohybové Céfe, probrand rovnéZ v predmétu
Pruznost a pevnost,

® Castiglianova metoda vychazejici z minima pietvarné prace, kterd se
pfi uplatnéni pomocné doplikové sily ztotoZni s metodou jednotkovych
sil.

F M oF M "
@ l N l AN, )

! - - - v -
skute¢né zatizeni virtudlni zatizeni

a X b a X b a x _b a X b

virtudlni pietvoreni skute¢né pfetvoreni
od virtudlniho zatiZzeni od skuteéného zatizeni

Obr. 3.2: Virtudlni prdce sily a momentu
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3.1 Virtualni veli¢iny a virtualni prace

Virtudlni veli¢iny (ozna¢ené symbolem & nebo pozdé&ji pruhem) piedstavuji
virtudlni pfetvoreni a virtudlni zatiZeni, resp. virtudlni praci. Virtudlni pretvo-
Feni (8s, 0@) je velmi malé, fiktivni, myslené, ale fyzicky mozné, vyvolané
virtudlnim zatiZenim (obr. 3.2a). Nastdva v souladu s vn¢j$imi a vnitinimi vaz-
bami. Virtudlni zatiZeni (OF, dM) je fiktivni, mySlené, ale mozné zatiZeni, ne-
omezené velikosti (nejCastéji volené jednotkové), viz obr. 3.2b.

Virtualni prace sily (resp. momentu) je prace virtudlni sily OF (resp. virtudlni-
ho momentu M) na skute¢ném posunuti s (pootoceni @)

OL=0F-s=JFs. (1.1)
Virtudlni prace redlné sily F (resp. momentu M) na virtudlnim posunuti s
(resp. pootoceni @)

OL=F-05=F0s. (1.3)
Virtudlni prace ma kladnou hodnotu, je-li souhlasny smysl sily a deformace.

V dal§im textu jsou virtudlni veli¢iny z divodu odliSeni obecné deformace
(sloZky pfemisténi) dod symbolu virtudlnich veli¢in 8 oznaceny pruhem, tedy

HF=F, &=5=0, oL=L=L.

M F

r I H}
( &
. j i S
R, A_ virtudlni zatizeni ¥
R,
. ¥
1 w - v -
(@) skutecné zatizeni
1 VYT
F ;!—P ®
i
w, f""; Pr i {)F

Obr. 3.3: Rovinny nosnik

3.1.1 Virtualni prace vnéjSich sil

Soustava vnéjSich virtudlnich sil, tj. zatizeni F;, M,, ¢i reakei R,, R,,, M, (obr.
3.3), kond virtudlni préci na skute¢nych deformacich (8, @, u,, w,, ¢,) vyvola-
nych libovolnym skute¢nym silovym zatizenim (F, M, g, n, m) nebo deformac-
nim zatiZzenim (popusténim)

— od virtualniho zatizeni
L.=YF6+YM0,, (1.5)

- od virtudlnich sloZek reakei (u pruzné poddajnych podpor nebo u popus-
téni)
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Vypocet pretvofeni prutovych soustav

L,= Z(Erxu, +§mw, +1\7,q0,) = zﬁ,& ,

(1.6)
takZe celkova virtudlni prace vn¢jsich (externich) sil je
L=L.+L,=)F8+YM@p+>RS. (1.7)
_’EJ' ‘IT{E
1 v m
(a) 4 e —= P T — - -A.*
o NV, M
, virtudlni zatizeni - - —
Z| A
Y
4 JIVEYY X skute¢né zatiZeni
(b) l e o oo
. I e
4l - NVM =
1 X |_ i go
=35 i
e "
b Ar : Ifmn
© I
i .‘f = l— o\ AL
|
s RZT A, NZT
\J -

Obr. 3.4: Pretvoreni prvku primého nosniku

3.1.2 Virtualni prace vnitinich sil

Virtudlni zatiZeni (I?,. , ]\Z) vyvola v libovolném prifezu x (obr. 3.4a) virtudlni

vnitini sily N,V,M . Kladné sloZky virtudlnich vnitinich sil uvazujeme podle
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Statika I

konvence (obr. 3.4d), pfi¢emZ predpokladime N =N",V =V’ .M =M’ . Klad-
né virtudlni vnitini sily N,V.M konaji zapornou virtualni praci na kladnych

deformacich Au, Aw, A@ (obr. 3.4b) od skutecného zatizeni (silového ¢i defor-
macniho), takze

L =—[(NAu+VAw+MAQ). (3...)
0

Pretvofeni prutového elementu dx od vlivu skutecného zatizeni (vnitinich sil N,
V, M a zmény teploty) vySetiujeme samostatné na

e osové namdhani (vliv normalové sily a rovnomérné zmény teploty),
e piicny smyk (vliv posouvajici sily),
e ohyb (vliv ohybového momentu a rovhomérné zmény teploty).

¢  (Osové namahani

Pti osovém namdhdni (obr. 3.4f, c) je celkové prodlouZeni od tahové osové sily
N a od rovnomérného otepleni Aty ddno vyrazem

Adx = Au=Au, +Au. =%+a,m0dx, (1.10)
kde A je prufezova plocha prutu, £ modul pruznosti v tahu a tlaku, ¢; soucinitel
tepelné roztaznosti, Aty je prirustek teploty pro rovhomérnou zménu.

¢ Pri¢ny smyk
U pii¢ného smyku plati pro vzdjemné pticné posunuti od posouvajici sily V
(obr. 3.4g) Aw = ydx, takZe nakonec ziskdme vztah
V dx

GA’

kde G je modul pruznosti ve smyku, & koeficient vlivu nerovnhomérného rozdé¢-
leni smykového napéti po vysce prufezu (napf. pro obdélnik x= 1,2 a pro kruh
k= 35/27), 1 je stiedni hodnota smykového napéti v prifezu.

Aw=k (1.14)

Pretvoteni vlivem posouvajici sily se ¢asto u béZnych prutl zanedbdvd, nutno
ho vsak respektovat u vysokych nosnika (k2 >> b).

e Ohyb

Pro vliv ohybu vysetiime vzdjemné pootoceni koncovych prirezii od ohybo-
vého momentu M =M, (obr. 3.4h). ProtoZe plati dx=pde mizeme
z pomérného protazeni & = z/p pii uvazovani obecného vldkna ve vzddlenosti
z a Hookova zdkona vyjadfit ptisluSnou slozku od ohybového momentu.

Pootoceni koncovych prifezi od vlivu linedrni nerovnomeérné zmeny teploty
(obr. 3.4c) pii konvenci stanoveni teplotniho rozdilu Az, = At; — At;, poskytne
druhou slozku pootoceni.

Celkové vzdjemné pootoCeni od vlivu ohybového momentu a nerovnomeérné
zmeény teploty je pak

de+a,At1dx,

o : (1.25)

dp=dg, +dg, =
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Vypocet pretvofeni prutovych soustav

kde I, = I je moment setrvacnosti prifezu k t€ZiStni ose y a h vySka prifezu.

Virtuélni préci L; virtualnich vnitinich sil N,V , M podle (3. ...) pak ziskdme
s vyuzitim (1.10), (1.14) a (1.25) pro piimy prut proménného prifezu délky [
ve tvaru

__H];; dx+j Adx+j

dx+jNaAt dx+jMa Ahldx}

(1.26)

U zaktiveného prutu se zaméni délka [ za s a dx za ds, takZe mizeme napsat

IERN T

ds+jNaAt ds+jMa Ah‘ds}

(1.27)

Poznamenejme, Ze stejnou virtudlni prici konaji skute¢né vnitini sily N, V, M
od skute¢ného zatiZeni na virtudlnich pretvofenich Au, Aw,A¢@ od virtudlniho
zatizeni.

3.2 Lagrangetv princip virtualnich praci

Lagrangetv princip je formulovéan pro virtudlni pfemisténi (posuny). Je jednim
ze zdkladnich zdkoni mechaniky (vyplyvaji z n¢ho statické podminky rovno-
vidhy obecné prostorové soustavy sil). Pro tuhé téleso ho formuloval J. L. Lag-
range (1736 — 1813) takto: ,,Virtualni prace rovnovazné soustavy sil ptisobi-
ci na tuhé téleso je pri libovolném virtudlnim premisténi télesa rovna nule
(L = 0)“. V 19. stoleti byl tento princip rozsifen i na pruznd télesa: ,,Pti libo-
volném virtudlnim pfetvoieni pruzného télesa, nachizejiciho se v rovnovazném
stavu, je soucet virtudlnich praci vSech vnéjSich a vnitinich sil, piisobicich na
téleso, roven nule*. Plati tedy

L=L+L =0, (1.28)
neboli

L =-L. (1.29)

e 1

Po dosazeni (1.7) a (1.27) do (1.29) obdrZime po Gprave
Y F6 + Zﬂ.(p[ =
:IN ds +IK' ds +j

o EA

ds+jNaAt ds+jMa T‘ds—ZR

(1.30)
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3.3 Véty o vzajemnosti virtualnich praci

3.3.1 Bettiho véta

Virtudlni prace jedné soustavy vnéjsich sil Fy, ..., F;, ..., F,, (obr. 3.5), pracuji-
cich na posunutich 4, ..., &, ..., &, vyvolanych druhou soustavou vnéjsich sil
Fy, ..., Fy, ..., F,y, je rovna virtudlni praci druhé soustavy sil, piisobicich na
posunutich 4, ..., &, ..., O, Vyvolanych prvni soustavou sil, tedy

iF}fi =iFk5k. (1.31)
i=1 k=1

F} 3, 74N

F] __F-k _:_
Y A VR

0, 8,

Obr. 3.5: K Bettiho vété

Pro virtudlni praci momentt pak analogicky plati

ZMi(/’i :ZMk¢k- (1.32)
i=1 i=1
Podobné vztahy lze rovnéZ napsat pro spojité zatizeni piicné g, osové n ¢i mo-
mentové m.

3.3.2 Maxwellovy véty

Maxwellovy véty pfedstavuji zvlastni ptipady Bettiho véty. Prvni Maxwellova
véta se tyka vzajemnosti posunuti. Uvazujme podle obr. 3.5 v rovnici (1.31)
jako prvni soustavu F; = 1 a druhou soustavu Fy = 1. Pak pro vzdjemnd posunu-
ti dvou libovolnych prifezi i, k plati

Oy = Oy (1.33)

Druhd Maxwellova véta pojednava o vzajemnosti pootoceni. Jako prvni sou-
stava se uvazuje M; = 1 a druhd soustava M; = 1. Pro vzdjemna pooto€eni dvou
libovolnych prifezi i, k plati @ = @i , takZe pii obecném oznaceni deformace
symbolem o ziskdme vztah (1.33).

Treti Maxwellova véta se tykd vzajemnosti posunuti a pootoceni. Jako prvni
soustava se uvazuje F; =1 a druhd soustava My = 1. Pro vzdjemny vztah mezi
posunutim a pootoc¢enim dvou libovolnych prafezi i, k podle Bettiho véty plati
Ok = @ , coZ piedstavuje Ciselnou rovnost mezi posunutim & prifezu i od
My =1 v prifezu k a pootocenim ¢y, prifezu k od F; =1 v prifezu i. Pfi obec-
ném oznaceni deformace symbolem o opét ziskame vztah (1.33).

Ze vztahu (1.33) vyplyva symetrie matice poddajnosti v silové metode¢.
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Obr. 1.9: Vypocet posunuti a pootoceni prirezu rovinného plnosténného nosniku

34 Vypocet deformaci metodou jednotkovych sil

Touto metodou lze vypocitat diskrétni hodnotu deformace, tj. v roviné posunuti
u, w a pootoceni ¢ daného prifezu nosniku (obr. 1.9). Je nutné uvazovat dva
zatéZovaci stavy, a to stav skute¢ny (zplsobujici pfetvoreni nosniku) se zati-
Zenim silovym (F, M, g, n, m) resp. deformacnim (popusténi podpor ¢i teplota)
podle obr. 1.9a a stav virtualni s jednotkovou silou F,,, = 1 (obr. 1.9b) plsobici
ve sméru hledaného posunuti d,, nebo s jednotkovym momentem M,, = 1 (obr.
1.9¢) plisobicim ve sméru hledaného pootoceni ¢, (obecné rovnéz oznaceného
On). Z rovnice (1.30) pak po rozepsani posledniho ¢lenu podle vyrazu (1.6)
ziskdme Maxwelliv—Mohriiv vztah

5] ds+j ds+.|‘ ds+jNaAtds+jMa—‘ds—
(1.36)
> (Reu, +Rew, + M, 9,),

kde &, je hledané posunuti u,,, w,, (resp. pootoceni ¢,), N, V, M jsou vnitini
sily od skutecného zatiZeni, u,, w,, @, jsou dané slozky popusténi podporového
prifezu r, N, V, M jsou virtudlni vnitini sily od virtudlniho zatiZeni F, =1
(resp. M,, = 1) pasobiciho v prifezu m, R,., R,,, M, jsou virtudlni slozky reakci
podporového priifezu r, vyvolané virtudlnim zatizenim F,, =1 (resp. M,, = 1)
pusobicim v prifezu m, A je prufezova plocha prutu, / je moment setrvacnosti
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prufezu, h je jeho vyska, E ptfedstavuje modul pruznosti v tahu a tlaku, G je
modul pruZznosti ve smyku, Azy je rovnomérné otepleni prifezu, At teplotni
rozdil dolnich a hornich vldken prifezu, ¢ soucinitel tepelné roztaznosti a x'je
koeficient vlivu nerovhomérného rozdéleni smykového napéti.

34.1 ZjednoduSeni vypoctu deformaci plnosténnych nosniku

Maxwelliv—Mohrtv vztah (1.36) zahrnuje vliv vSech tii sloZek vyslednice
vnitinich sil rovinného prutu od silového zatiZeni i obou typ deformacniho
zatizeni (rovnhomérné a nerovnomérné zmeény teploty a nepruzného popusténi
podpor). Ke zjednoduseni 1ze piihlédnout v piipadé, je-li rovinnd prutova sou-
stava bez vlivu deformacniho zatiZeni namahana prevazné na ohyb (nosniky,
ramy), takZe mizeme zanedbat virtudlni prace od normélovych a posouvajicich
sil N, V. Pak z rovnice (1.36) zlstane pouze

o =

m

——ds. (1.38)

MM
| El

0
Je-1i navic rovinnd prutova soustava sloZend pouze z primych prizmatickych

prutii s riznymi prifezovymi charakteristikami (momentem setrvacnosti 1)),
pak vztah (1.38) pfejde na tvar

1

s, =iElejMdej. (1.40)

==t 0

Vypocet urcitého integralu v (1.40) ze sou¢inu dvou funkei M(x) od skute¢né-
ho silového zatizeni (F, M, g, n, m) a M (x) od virtudlniho zatiZzeni F,, =1
(resp. M, = 1) 1ze provést témito zplsoby:

e analyticky integraci z definovanych funkci M(x), M(x), pricemz
obecné 1ze uvazovat i ohybovou tuhost jako funkci El(x),

¢ numerickou integraci (napf. aplikaci Simpsonovo pravidlo) pro pruty
rovnéZ s promeénnou ohybovou tuhosti (EI # konst.),

e uzitim tabulky 14.3 pro pruty konstantniho priifezu (EI = konst.),

e aplikaci Veresc¢aginova pravidla pro EI = konst.

Obr. 1.10: Verescaginovo pravidlo
3.4.2 VereScaginovo pravidlo

Je-1i funkce M(x) libovolna spojita hladka funkce a M (x) linearni funkce (od
F=1,M=1) podle obr. 1.10, pak plati
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jMMds:AM M.. (1.41)
0

Slovné to miZzeme vyjadiit: Hodnota integrdlu je rovna soucinu obsahu mo-
mentového obrazce od libovolné funkce a poradnice u linedrni funkce
v misté t&€ZiSt¢ obrazce s libovolnou funkci.

Verescaginovo pravidlo lze aplikovat i pro jiné funkce spliiujici vySe uvedené
ptedpoklady, napft. pro funkce normalovych ¢i posouvajicich sil. PlosSné obsahy

obrazcl najdeme napf. v tabulce 3.1 druhého modulu Zakladl stavebni mecha-
niky (BD01-MO2).

Slozitéjsi obrazce (obr. 1.11) rozkladdme na jednodussi obrazce a aplikujeme
princip superpozice, takze hodnota integrélu je

jMMds = le M, ds + le M, ds+ jMZ M, ds+ jMZAZ ds.  (1.45)
0 0 0 0 0

Pro kazdy integrdl na pravé stran¢ rovnice (1.45) mizeme aplikovat vypocet
pomoci VereS¢aginova pravidla (1.41).

3.4.3 Vypocet deformaci piithradovych soustav

Zvlastnosti ptihradovych soustav (obr. 1.33) je, Ze u nich vySetfujeme jen sloz-
ky posunuti u, w sty¢nika a v prutech vznikaji pouze normélové sily N. Potom
z Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36) zlstane (pii uvazovéani i deformacniho
zatizeni) jen prvni a Ctvrty integrdl a suma. Vzhledem ke konstantnim funkcim
normalovych sil po prutech pro slozku posunuti sty¢niku d, (ve sméru x, z)
plati

s NN s _ P N]vl 2 —
=|——ds+ A -»Ro. =) 111+ alAtl —>'R
é‘m _([ EA S ‘([Nat t() ds Z r5r ; EA/ ;Njal tjl/ Z r5r
(1.107)
kde pro j=1, 2, ..., p je N; osova sila prutu j od skutecného zatiZeni, o, dané

popusténi podpory, N; osova sila prutu j od virtudlni sily F,, =1, R, reakce
vnéjsi vazby od F, = 1, [; délka prutu j, A; prifezova plocha prutu j, Af; rovno-
mérnd zména teploty prutu j a popusténi o, se tyka vodorovného a svislého
posunu. Vysledné posunuti sty¢niku (obr. 1.33d) se urci z pravothlych
sloZek.
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Obr. 1.33: Pretvoreni rovinného prihradového nosniku

3.5 Ilustrujici priklad

Jako ukazku aplikace principu virtudlnich praci pro feSeni pfetvoreni plnostén-
nych nosnikl a soustav si uvedeme piipad lomené konzoly.

Priklad 3.1

Zadani

Stanovte vysledné posunuti ¢, a pootoéeni @, prifezu ¢ lomeného konzolového
nosniku (obr. 1.16) s pruty konstantniho obdélnikového praiezu 0,2 x 0,3 m
o délkdch [, =3 m, [, =2 m. Zatizeni m4 intenzitu ¢ = 10 kNm™', modul pru-
nosti ma hodnotu £ = 32,5 GPa.

Reseni
Smér posunuti o, prufezu ¢ nosniku je neznamy, takze nezndme smér uplatnéni

jednotkové virtudlni sily. Proto vyjdeme z vypoctu dvou pravothlych slozek
posunuti ., a & .

Pti feSeni zanedbdme vliv normélovych a posouvajicich sil. Postaci tedy vy-
kreslit pribehy ohybovych momentd, a to od zadaného spojitého rovhomérné-
ho zatiZeni podle obr. 1.16a v prubézich v obr. 1.16b a ddle samostatné tfi pri-
beéhy od jednotkovych sil (svislé a vodorovné) a jednotkového momentu (obr.
1.16c—e). Vzhledem k jednoduchym pribéhim sestavime nejprve vyraz pro
vypocet deformace pomoci obecné oznacenych veli¢in a nasledné ho vycislime
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(pfitom pouZijeme moment setrva¢nosti ur¢eny ze zadanych rozmérii prufezu
hodnotou I =4,5 - 10 m*). K feseni pouzijeme vztahy z tabulky 14.3 a Veres-
¢aginovo pravidlo.

i-—H—}:)

Obr. 1.16: Lomeny konzolovy nosnik

e Svislé posunuti &., prifezu ¢

PouZzijeme momentové obrazce M (obr. 1.16b) a obrazce M (obr. 1.16¢). Pak

1| 1( qb ql; ql;
O =—| | =2\, +| =2 (=) | =221, + 41).
c,v EI|:4( 2 J( 2)2 [ 2 ( 2)1 8EI(2 1)

. 10-2°(2+4-3)
" 8.325-10°-45-107*

=0,00957m®),

e Vodorovné posunuti &, pruiezu c

S pfihlédnutim k momentovym obrazciim M (obr. 1.16b) a obrazclim M (obr.
1.16d) dostaneme

2 272
o LA dh )y, dhh
T EI 2 2 4EI

B 10-3*-2°
" 4.325-10°-4,5-107*

=0,00615m(—),

e Vysledné posunuti ¢. prifezu ¢

obdrzime vektorovym souétem slozek o velikosti d., a d., (obr. 1.16f). Vy-
sledné posunuti J. pak ma velikost

_ 2 2
60 - 50/1 + 5c~v

a smér &, pro néjz plati vztahy
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56-/1 : 5c-v
cosa, = , sing, = .
S, S,
Ciselné je

8 =40,00615% +0,00957* =0,01138m, &, =57°16 .

Pootoceni @, priifezu c

VyuzZijeme momentové obrazce M (obr. 1.16b) a obrazce M (obr. 1.16e), takze

11 g7 ql; ql;
=— || L2 (=D +| == (=D |=-L2(, +31),
¢c EI{3( 7 j( )2 ( 2 j( )1:| 6EI(2 1)

o = 10-2°(2+3-3)
© 6-32,5-10°-4,5-10"

=5,014-10"rad, ¢, =1714 (po sméru).

Otdzky

1. Vysvétlete pojem virtudlniho pfetvofeni, zatizeni a virtudlni prace.

2. Jak se ur¢i virtudlni prace vnéjSich a vnitinich sil pfimého prutu?

3. Princip virtudlnich praci.

4.  Bettiho véta o vzdjemnosti virtudlnich praci.

5.  Maxwellovy véty.

6.  Maxwelliv—Mohrtiv vztah pro vypocet pietvofeni prutové konstrukce.
7. Jak se urc¢i posunuti ¢i pooto¢eni priiezu plnosténného nosniku?

8.  Verescaginovo pravidlo.

9.  Jak se urc¢i posunuti sty¢niku rovinného piithradového nosniku?

Shrnuti

Naucili jsme se urcovat sloZky pfemisténi (posunuti a pootoceni) v diskrétnich
bodech plnosténnych i piihradovych nosniki metodou jednotkovych sil, tj.
aplikaci principu virtudlnich praci. Proto jsme si vysvétlili zdkladni pojmy o
virtudlni préci a odvodili ji pro pfimy rovinny prut. Pomoci Lagrangeova prin-
cipu virtudlnich praci jsme ziskali Maxwelliv—Mohrtiv vztah pro vypocet de-
formaci metodou jednotkovych sil. Uvedli jsme si zjednoduSeni pro plnosténné
i ptithradové nosniky a pomiicku pro vyc¢isleni integralu — Veres¢aginovo pra-
vidlo. Ziskané znalosti jsme pouZili pfi feSeni numerického piikladu.
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4 Silova metoda

Silova metoda je jedna ze dvou zdkladnich metod pro feSeni staticky neurci-
tych prutovych konstrukci. U této metody se za neznamé voli silové veli¢iny
(reakce, slozky vyslednice vnitinich sil), proto se metoda oznacuje jako primad.
Pocet nezndmych veliCin a sou€asné pocet feSenych rovnic uréuje stupen sta-
tické neurcitosti. Vedle statickych podminek rovnovahy se navic sestavuji pre-
tvarné (deformacni) podminky. Jako zakladni soustava se voli prutova soustava
staticky urCitd po odstranéni prebytecnych vazeb ¢i interakci.

Silovd metoda je vhodnd pro feSeni jednoduchych prutovych soustav (s nizkym
stupném statické neurcitosti), neni nevhodna k algoritmizaci, ale je nezbytna
k feSeni prutl zdkladni pietvarné urcité soustavy u deformacni metody.

Postup vypoctu prutové soustavy silovou metodou je takovy, Ze na zdkladni
soustaveé sestavime deformacni podminky, ¢imZ ziskdme soustavu linedrnich
algebraickych rovnic. Jejich feSenim obdrZzime staticky neurcité veli¢iny a
uplatnénim ti{ statickych podminek rovnovahy (v roving) vyfeSime zbyvajici
slozky reakci. Pii vSech znamych slozkdch reakci béZnym postupem jako
u staticky urcCité prutové soustavy urcime priibéhy vnitinich sil N, V, M. Na
pocatku feSeni musely byt pfedem zvolené (odhadnuté) rozméry prufezii vSech
prutl. Pfi dimenzovani prutd na konkrétni prib¢hy vnitinich sil se ukdze, zda
byly voleny vhodné. V opacném piipadé se musi provést uprava prurezovych
ploch a provést opravny vypocet.

—4q - 4 4
3 — - . F
J mrmnn reerrrreeeressy NN 1737222 TN
(a) (b) (c)
SuU SP SN
KU KN KP
Rm a b la b | Dax o i{,ﬂ&"\.
/
1R TRIJ ?R !Rb 'R sz!'- ‘M‘h

az [

Obr. 3.4: Staticky urcity, preurcity a neurcity lomeny nosnik

4.1 Stupen statické neurcitosti

Rovinnd prutova soustava (obr. 3.4) uvolnénd z podporovych vazeb tvoii spo-
le¢n¢ s danym zatiZenim a jim vyvolanymi sloZkami reakci podporovych vazeb
rovnovaznou rovinnou soustavu sil. V rovin¢ vSak mizZeme sestavit pouze 7
statické podminky rovnovdhy. Je-li sloZek reakci vice, nestaci podminky rov-
novahy k jejich urceni.

Oznacime-li a pocet jednoduchych vnéjsich vazeb (event. pfevedenych na jed-
noduché), je oteviend rovinnd prutova soustava zevné staticky (a kinematicky)
urdita, kdyz a = 3, staticky neurcita (a kinematicky preurcitd), kdyZ a >3 a
staticky preurcitd (a kinematicky neurcitd, tj. pohyblivy mechanismus), je-li
a<3.
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Obr. 3.5: Vnitrni kluby

Statickou neurcitost snizuji vloZzené vnitini klouby (obr. 3.5). Jednoduchy
vnitini kloub spojujici dva pruty pfidava jednu statickou podminku A = 0.
Vnitini kloub spojujici navzdjem n pruté pak ptidavd n — 1 statickych pod-
minek a nahrazuje n — 1 jednoduchych kloubi.

Fo. d

-— i
(o

g ~|

R ] B

_lhax __ivrvrtr!"!"!rvvv' T
a% JANy
R,. :_, i ---#Ra

Obr. 3.6: Jednoduchy uzavieny ram

Kazda uzavi‘ena ¢ast prutové soustavy (obr. 3.6) predstavuje v roving tii ne-
znamé slozky vyslednice vnitinich sil N, V, M. Roztiznutim uzaviené Casti a
nahrazenim tfemi interakcemi v obou fezem rozdélenych ¢éstech se objevi dal-
$1 neznamé silové veliCiny.

Stupen statické neurcitosti rovinné prutové soustavy je tedy roven poctu
prebyteénych staticky neurcitych veli€in soustavy (podporové reakce, slozky
N, V, M v libovolném prifezu). Uréime ho ze vztahu

ng=(a—-3)+3u-px, 3.5

kde a je pocet slozek reakci vnéjSich vazeb, u pocet uzavienych ¢asti, py pocet
jednoduchych vnitinich kloubii. Vyraz a — 3 predstavuje zevni statickou neur-
Citost a vyraz 3u — p; vnitini statickou neurcitost. Odstranénim vSech piebytec-
nych veli¢in se vytvoii zakladni staticky urcita soustava.

¢ (a) I i ; [ . : (e)
4
P 3
a Z
A
b=4d,p=5a=3 b=4,p=5,a=2 b=4,p=5S,a=4 b=4,p=6,a=3 b=4,p=6,a=4
2-4=5+3 2:-4>542 2-4<5+4 2-4<6+3 2-4<6+4
8=8 8>7 8§<9 8<9 8<10

Obr. 3.7: Staticky urcitd, preurcitd a neurcitd kloubovd prutovd soustava
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Prihradova soustava (kloubova prutova soustava), napt. podle obr. 3.7, je
jako celek staticky (a kinematicky) uré€ita, kdyz plati 2b =p + a (viz vztah
(3.2) modulu BDO1-MO#4) a soucasné nenastane vyjimkovy piipad a je D # 0.
Piihradova soustava je staticky (a kinematicky pfeurcitd) neurcita, plati-li
2b < p + a a staticky (a kinematicky neurcitd) preurcitd, je-li 2b > p + a. Stupent
statické neurcitosti piihradové soustavy tedy uréime ze vztahu

ng=p+a-2b, (3.12)

kde p je pocet vnitinich prutli, a pocet sloZzek reakci vné¢jSich vazeb, b pocet
sty¢nikll, a — 3 predstavuje zevni statickou neurcitost a p + 3 — 2b vnitini sta-
tickou neurcitost. Posouzeni podle vztahu (3.5) je rovnéz mozné, ale ponékud
nepraktické.

Ve vsech ptipadech rovinnych prutovych soustav vSak vzdy musi platit a > 3.

4.2 ReSeni rovinného ramu

Stupeni statické neurcitosti n; prutové soustavy stanovime podle vztahu (3.5).
Zvolime zdkladni staticky (a kinematicky) ur€itou soustavu, tj. odstranime n;
vhodné zvolenych jednoduchych vazeb. Pfitom nesmi nastat vyjimkovy piipad
podepieni (musi tedy byt D # 0). Kazdou odebranou jednoduchou vazbu na-
hradime odpovidajici sloZkou reakce ¢i interakce (X; pro i=1, 2, ..., ny)
s neznamou velikosti a libovoln¢ zvolenym smyslem, které predstavuji static-
ky neurcité velic¢iny.

Zékladni staticky urcitou soustavu lze vytvofit mnoha zpusoby. Jeji tvar zavisi
na volbé ptebytecnych jednoduchych vazeb. Volime ji vzdy s ohledem na
usnadnéni vypoctu. Zakladni soustava je zatizena danym zatiZenim a staticky
neurcitymi veli¢inami X;. Pfitom deformace musi byt shodnd s deformaci pu-
vodn{ staticky neurcité konstrukce. V misté¢ odebrané jednoduché vazby piede-
piSeme deformacni (pietvarné) podminky v obecném tvaru

o=di(i=1,2,...,ny), (3.16)
kde d; jsou predepsané hodnoty deformaci (u nepoddajného podepteni d; = 0).

= Xs=M.
4 a 4 g X=M g4 “Lox
'TTIX1121] [IITITITIII) TYYTTIIVITY YYTATYTLT VY ‘)
(XIITIIXEX%] 1_1_'_%\?9_1_'_1 ;&:_Ei] gc@)ﬁ
(a) = (b) = (c) = (d) o X %
a X a| X1= R a X3=Ru |p a b a (e) b
e b i T A “‘_A A \ e T
. b \f’X -M b = A N ~ X, =N,
. 3 o X!:’l‘fﬂ X'l:Mb X1=M(: X3=M.b
! X2=Ru._ X:I VC
i, =0 P.=0 P, =0 u, =
Deformacni ;
; w,=0 0,=0 =0 W, =
podminky: : :
w,=0 1w, =0 p'.=0 p.=0

Obr. 3.8: Jednoduchy staticky neurcity rovinny rdm

Napf. u soustavy z obr. 3.8 s ny =3 lze jako zdkladni soustavu (s riiznymi de-
formacnimi podminkami) volit lomenou konzolu (obr. 3.8b), lomeny prosty
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&

nosnik (obr. 3.8¢), trojkloubovy lomeny nosnik (obr. 3.8d), sloZenou nosniko-
vou soustavu nebo po roziiznuti dvé lomené konzoly (obr. 3.8e). Pfitom ne-
smime volit zdkladni soustavu tak, aby vzniknul virtudlni kloub nebo aby tfi
klouby lezely v jedné piimce.

Kazdou deformaci o; zakladni soustavy ve vztahu (3.16) vyjadiime jako funkci
daného zatiZeni a jednotlivych staticky neurcitych veli€in X; (s vyuZitim prin-
cipu superpozice). DIil¢i vysetrované stavy pak jsou nulty stav s pisobicim
danym zatizenim a kazdy i—ty stav s pisobici jedinou piislusnou staticky neur-
¢itou veli¢inou X; = 1 (s vyuZitim principu imérnosti) proi =1, 2, ..., n;.

(a)

m
(]

(b) I il |
I® soustava - Xi=Ry,

|

|

| ]
zakladni @ : 2.5ty —=Hb

[

|

Obr. 6.8: Metoda jednotkovych sil u jednoduchého rovinného ramu

4.2.1 Obecné FeSeny priklad

Princip feSeni ramu silovou metodou si ukdZeme obecné na piipadu jednodu-
chého otevieného ramu oboustrann¢ vetknutého (obr. 6.8a). Podle vztahu (3.5)
ur¢ime n, = 3. Zakladni soustavu zvolime jako prosty lomeny nosnik (obr.
6.8b) s nezndamymi X, = M, , X; =M, , X| = R, . Na zékladni soustavé vySetii-
me celkem n; + 1 = 4 zatéZovaci stavy, a to

e nulty stav od daného zatiZeni (sily F), viz obr. 6.8c,
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¢ jednotkové stavy 1 a7 3 pro nezndmé jednotkové sily X; =1, X, =1 a
X3 =1 (obr. 6.8d-f).

Pro kazdy z téchto zatéZovacich stavli vysetiime priabéhy ohybovych momentt
M; (i=0,1, 2, 3), nebot’ vliv normalovych a posouvajicich sil zanedbame.

Pretvarné (deformacni) podminky piedepiSeme tak, aby deformace zakladni
soustavy (s pusobicim zadanym zatizenim a nezndmymi silami X;) byla stejna
jako ptvodni staticky neurcitd soustava, tedy

¢a =51 =0’
@,=06,=0, 6.1)
u, :53 =0.

Aplikaci principu superpozice a principu imérnosti mizeme pietvarné pod-
minky rozepsat do soustavy pietvarnych rovnic

0, X, +0,,X,+0:X;+0,=0,
0, X, +0,,X,+0,,X,+06,,=0, (6.2)
0y, X, +0,,X,+0,,X;+0,,=0,

4.2.2 Kanonické rovnice

Rovnice (6.2) ptedstavuji kanonické rovnice (kdnon je zdkon, pravidlo), které
nezdvisi na tvaru prutové soustavy. Fyzikdlni vyznam pietvarnych soucinitela
Jix (vzhledem k platnosti tieti Maxwellovy véty) se pti numerickém fesSeni po-
tlacuje. V dsporném tvaru pak mizeme kanonické rovnice obecné zapsat

> 6,X,+6,=0 (i=123=n,). (6.3)

k=1

kde 64 je deformacni soucinitel vyjadiujici pooto¢eni nebo posunuti priiezu i
zakladni soustavy ve sméru veli¢iny X; od k—tého jednotkového stavu X; = 1,
dio je deformaéni soucinitel vyjadiujici pootoeni nebo posunuti prifezu i
zakladni soustavy ve sméru veli¢iny X; od nultého zatéZovaciho stavu. Index i
predstavuje Cislo deformace (misto sledované deformace) a je totoZzné s ¢islem
neznamé veli¢iny X;, index k, resp. 0 urcuje ¢islo zatéZovaciho stavu, v némz
deformace vznikla. Soucinitele ¢;; se nazyvji hlavni deformacni soucinitele
(nebot’ lezi na hlavni diagondle) a soucinitele &4 jsou vedlejsi deformacni sou-
Cinitele (leZi na vedlejSich diagondlach). Podle Maxwellovy véty plati

0x=0,; (proi#k). (6.4)
V maticové formé mizeme kanonické rovnice zapsat
X+6,=0 (6.5)

bez vlivu deformac¢niho zatiZeni typu popusténi, nebo ve tvaru
X+9,=d, (6.6)

kde je matice deformacnich soucinitelt
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O1r Ogses O,
Oy s Oyprees Oy,

52 2.1 2.2 2,n , (67)
55’1, é‘s’z’ eeey 55,715

vektor staticky neurcitych veli¢in
X={x.x,...x J. (6.8)
vektor zatéZovacich ¢lent

8y =180 -8, o] - (6.9)

event. vektor danych deformaci v mistech odebranych vazeb (nehomogenni
okrajové podminky)

d=1d,d,,...d, J. (6.10)

4.2.3 Vypocet pretvarnych souciniteli

Pro ureni pietvdrnych souciniteld &;; a ;¢ vyuZijeme aplikaci principu
virtudlnich praci podle kapitoly 3. Pfi uvazovani vlivu ohybovych moment,
normdalovych i posouvajicich sil ziskdme z Maxwellova—Mohrova vztahu
(1.36) vyrazy

:J’ My 4 +J' No g +j7c "d (6.11)
jMﬁ ds+jNde +j/cG£ds (6.12)
L

kde k vypoctu integralti mizeme vyuZit tabulku 14.3 nebo VerecSaginovo pra-
vidlo (odst. 3.4.2). Vliv normélovych a posouvajicich sil se u ptfimych pruti
velmi Casto zanedbdvd. Pro urCeni spravného znaménka ptetvarného soucinite-
le z ohybovych momentti je vyhodné obrazce ohybovych moment opatfit
znaménky podle zvolenych vldken (viz obr. 6.8). Kreslime-li disledn¢ potad-
nice ohybovych momentli na stranu skutecné tazenych vlaken, pak plati, Ze
jsou-li obrazce na stejné (opacné) strané, je pretvarny soucinitel kladny (zépor-
ny).

4.2.4 Urceni vnitinich sil

Urcuji se zbyvajici statické velic¢iny kazdého prutu vyjmutého z rdmové sou-
stavy. Vypocet vnitinich sil v prafezu x provedeme na zdkladni soustavé bud’

e podle zasad statiky, pficemz na zdkladni soustavé plisobi dané silové
zatizeni a jiz znamé sily X;, nebo

® pomoci superpozicnich vztahi
M, =M +M 1 X1 +M2Xo + ... + M, X, (6.14)
R:, = Rio +Ru1 X1 +Ri2Xo + ... + Rons Xos s (6.15)
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pii uvazovani vlivu V, N pro vypocet pretvarnych souciniteli 1ze téz
Vi=Vio + Vi Xi +Vi2 Xo +.00 + Vi Xos,s
Ny = Noo + N1 Xi +Nep Xo + .00+ Ny X

Pro vypocet posouvajicich sil na prutech je vyhodné pouZit vztah

Vr = ‘/x,O + AV’C = VLO + % > (522)

ab

kde V. je posouvajici sila v prufezu x prostého nosniku od daného silového
zatizeni, AV je ptirtstek posouvajici sily od koncovych momenti (je konstantni
pro cely prut). Nej€astéji se urcuji v koncovych priifezech a nebo b.

Pro mezipodporové momenty plati
M xX+M
M =M_+AM =M, +—>"20% (5.24)

ab

kde M, je ohybovy moment v prufezu x prostého nosniku od daného silové-
ho zatizeni, AM, je ptirtistek ohybového momentu v prifezu x od podporovych
momentt.

Normalové sily v prutech se ur¢i z podminek rovnovahy neznamych normalo-
vych sil a zndmych posouvajicich sil (v€etné daného silového uzlového zatize-
ni)na uvolnénych uzlech. Kontrolu rovnovahy je nutno provést jednak u jed-
notlivych uvolnénych uzld, nevyuzitych pro vypocet normalovych sil, jednak
pro celou ramové soustavy (uplatni se tfi globalni statické podminky rovno-
vahy).

4.3 Illustrujici piiklad

Jako ukézku aplikace feSeni rovinného rdmu silovou metodou si uvedeme pii-
pad lomené konzoly.

Priklad 4.1

Zaddni

Vyfteste dany jednoduchy otevieny rovinny rdm z obr. 6.8a s pruty konstantni-
ho prifezu o délkach [y =vi =6 m, [, =v, =4 m, [ =[=8 m, momentech setr-
vacnosti I = 0,005 m4, 1, =0,004 m4, 15 =0,006 m4, modulu  pruZnosti
E =27 GPa pro zatizeni osam¢lym biemenem F =8 kN ve vzdalenosti
p=6m.

Resent
Podle vztahu (3.5) ur¢ime n, = 3. Zdkladni soustavu zvolime jako prosty lome-

ny nosnik (obr. 6.8b) s nezndmymi X, =M, , X; =M, , X; = Ry, . Deformacni
podminky maji tvar (6.1) a z nich plynou pfetvarné rovnice (6.2).

Zanedbdme-li vliv normdlovych a posouvajicich sil na deformaci zékladni sou-
stavy, muZeme pfetvarné soucinitele urcit podle vztahu (6.13). Momentové
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obrazce nultého i jednotkovych stavli jsou nakresleny na obr. 6.8c—f. Vy¢isleni

souciniteld d;; v€etné rozmérovych jednotek je:

S, =— 1 S 1+L 1.1.12.1— d +L_6O91 107 (kNm)™,
T EI EI, 2 3 EI, 3EIl,

lz:L.l.l.l.l ! =0,,=8,230-10"°(kNm)™",

“ EI, 2 3 '

. 1 ey
6EI,
1
E

2
5m=1(—v" jl+ 111( 2 VZ):— L
STEL 2 1,2 3" 3)7 2En

=0, =-2,650-10"*(kN) ™,

S,=" 1 L 2535010 (km) ",
2" EI, " 3EL

B v2 3 1
2EI, OEFI,

(v, +2v,) =6, , =—1,893-107 (kN) ™,

6EI,

3 3
Sa= g 2 + 157 (VF + vy, +v2) = 1982107 (kN) 'm.

3

Vy¢isleni soudiniteli d; véetné rozmérovych jednotek je:

_ Fpp' 4 Fpp' 4
J, ) [+ 1,728-107%[1
.0 = 6EI [] 2.0 6E3( p)= []
Fpp'
o == 6EIl[vl(l+p)+v2(l+p)]——1432 107 m.

+v,)=

Pro numericky vypocet byly zavedeny pomémé deformace J,, = 10°Edy a

0,,= 10°E&, o velikostech

5’,Y,=103E5,1,:103E( 6, 8 j=g+i=1,664m3,

E-0,005 3E-0,006 3-6
5 ,=10"ES , = 6i =0,222m",
5 . =10"ES, = -8 26+ay=—7156m",

' : 5 66

8',,=14444m>, §',,=-5111m>, &',,=53]111m",

8\, =3333kNm>, &', ,=466TkNm>, &', =-3866TkNm".

Soustava pretvarnych rovnic ma tvar
1,644X, +0,222X, - 7,156 X , = -3,333,
0,222X, +1,444X, -5,111X, =-4,667,
-7,156X,-5,111X, +53,511X, = 38,667
a feSeni

X, =M, =2945kNm (po smém¢,
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X, =M, =0,403kNm (proti smémg,

X,=R_=1155kN (<).

]Tl_H l_ ]._®_|'_||ﬂ||_ il 4| 1ss
p=elllllE
it
@ U ]|.. I :
(b) :u:' .'“::_1_
I ,|7|: 1155
b
i Td
niliidinaliclilmilEEs HH -6.029
—]
(© = ™ ==
1_ ———| -6029
=
= b
1971 a
T
a
1m
(d)

Obr. 6.9: Pritbehy M, V, N na jednoduchém rdamu

: 1.155 <o
ic E
y 1 1.155

3UK5

| 1SS

JUES
3985 I8
1971
"\%J

Vypocet zbyvajicich statickych veli¢in provedeme na zdkladni soustavée. Sloz-
ky reakci ze superpozic¢nich vztaha

R, =0+0-2,945+0-0,403 +1-1,155 = 1155kN (=),
=1,971kN(T),

86 1

z

R =—+-2945+
8 8

6-4

R =g ! 2945+— 0,403+ ——L155=
8 8 8 8

(_sj 0,403 + ( 684j 1,155 =6,029kN(T);

nebo mizeme vyuZit statickych podminek rovnovahy

ZFix =0, ZMib

=0, ».M,=0.
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Pfitom plati kontrola
> F,=0: —R_,—R, +F=0.
Ohybové momenty ze superpozi¢nich vztahi
M, =M,=2945kNm, M,, =M,k =0,403kNm,
M, =0+1-2945+0-0,403+(=6) 1,155 =-3,985kNm =M _,,
M, =0+0-2,945+1-0,403+ (-4) - 1155=-4,217TkNm=M ,,,

M,=M,_, = 8 g 2 40.25-2,04540.75- 0,403+ (— 4— i : 2)1,155 =7,841kNm,

posouvajici sily

V. =V, =-R,_=-1155kN,

V,=V, =R, =1971kN,

V ooy e MamMly 82 (4217)-(3985)
’ ! 8 8

V, =V, =1971-8=6,029kN = -R,_,

4

V,, =V, =R, =L155kN.

=1971kN,

a normalové sily
N, =N, =-R,_ =-1971kN(tlak),
N.,=N, =-R,=-1155kN(tlak),
N,, =N, =-R, =-6,029kN (tlak).

Pribéhy vnitinich sil jsou vyneseny na obr. 6.9.

4.4 Deformacni zatizeni

4.4.1 Vliv zmény teploty

Zména teploty tvofi samostatny zatéZovaci stav, piiemz J; jsou stejné jako
u silového zatiZeni (obvykle pouze s vlivem M) a J;p je nutno urcit pro piislus-
ny nulty stav.

PEVAYE

Teplotni Gc¢inek lze rozclenit na rovnomérnou zménu teploty (Az), zptsobujici
prodlouZeni ¢i zkraceni prutu, a na nerovhomérnou zménu teploty (Af;) lineér-
n¢ se ménici po vySce prifezu, zpusobujici ohyb. Pro obdélnikovy priiez
plati

Aty = (Aty+ Aty) / 2,
Aty = Aty — Aty (6.20)
Podle Maxwellova—Mohrova vztahu (1.36) plati obecné
(6.21)
a pii Atp = konst., Ati/h = konst. je
(6.22)
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Pro i-ty jednotkovy stav nutno urcit M; a rovnéz N; .

Zvlastni pripad nastane, jedna-li se o vliv RZT pfti Aty = konst. a usporadani
vnéjsich vazeb nebrani tepelné deformaci (obr. 6.13). Pak toto zatiZeni nevyvo-
laRaN,V, M.

—— e — — —

 p——
>
=[>

Obr. 6.13: Rovnomeérné oteplent otevieného (a) a uzavireného (b) rovinného ramu

4.4.2 Dané popusténi podpor ramu

o tvofi samostatny zatéZovaci stav
— Oix ... stejné jako u silového zatizeni
- dio ... nutno uréit pro piislusny nulty stav
o podle zvolené zakladni soustavy se vliv popusténi projevi

u odebranych jednonasobnych vazeb:

hodnota popusténi d; (i—té vazby s neznamou staticky neurcitou
veli¢inou X;) se objevi na pravé strané pretvarné rovnice
(znaménka podle smysli d; a X;); deformace v misté plivodniho
podepieni neni nulovd, ale je rovna danému popusténi (nehomo-
genni okrajovd podminka)

u ponechanych jednondsobnych vazeb:

vliv popusténi o, (konkrétné u, , w, , @) se projevi jako nulty
zatéZovaci stav; absolutni pfetvarné soucinitele o, uréime
podle Maxwellova—Mohrova vztahu

(6.23)
i=12,..., ny,

kde R,; jsou slozky reakci v ponechanych vazbach r zdkladni soustavy v i—tém
stavu, o, je hodnota daného popusténi vazby r ve sméru reakce R,; (znaménko
podle smyslu reakce), p, je pocet ponechanych vazeb zdkladni soustavy (ob-

vykle 3).

Pretvarné rovnice (pro ob¢ varianty zadavani daného popusténi)

po upravé

(6.24)

(6.25)
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4.5 ReSeni spojitého nosniku

Spojity plnosténny nosnik je

- piimy nosnik ulozeny na vice neZ dvou podpordch (alespon jedna je
pevnd = vetknuti nebo neposuvny kloub, ostatni posuvné)

- neuvazuji se vlozené vnitini klouby
- nad vnitinimi podporami probiha spojité (nejsou tam vnitini klouby).

Pole je cast spojitého nosniku mezi sousednimi podporami, rozpeti je délka
pole, priifez spojitého nosniku miize byt konstantni po celé délce, konstantni
v jednotlivych polich nebo jde o prut s nabéhy u podpor.

Stupei statické neurcitosti se stanovi podle vztahu n; = a — 3 (5.1), takze jed-
noduse plati pro spojity nosnik

- s pevnym kloubem n, = pocet vnitfnich podpor

- s vetknutim ns = pocet vSech jednoduchych podpor

Metoda tFrimomentovych rovnic je metoda silovd — za nezndmé se voli pod-
porové momenty M; (i =1, 2, ..., ny) ve vetknuti a nad vnitinimi podporami.

Zakladni soustava je soustava prostych nosnikti (v poctu poli) - nejvyhodnéj-
St

(a) M, (b) 2
/
Rax IIIVYY Ru | 7 TITIVY I
/-fga Ab Ac _.A,,d T‘ }a \ b AC Ad €
R.. 1
R Ry pole K ?R" e Rh: b . Ray 1y
ol he—he__ 1 tde
be rozpéti

Obr. 5.1: Spojity nosnik o trech polich
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(a)
(b)
X,=M, X,= M, Xy= M,
Ag AA PAVAN
'rrr.fj b, Ibn C
- — T |

@ A4 i b }m <

Paby Poa Phe - Peb

Obr. 5.2: Zdkladni staticky urcitd soustava spojitého nosniku

#
B R S——
_ppta E b” P

R,=FZ P Pmlep Ru=F]

— T

m T l

& MG &
Ié
|:!I: iill Q|: @
a C b-\
o AN
Rﬂ:Fﬂ‘ﬁ3 TR,=FL
ry F v
(i)
S MRS &
SkEIE ®

Obr. 4.1h-i: Oboustranné vetknuty nosnik s osovym zatiZzenim

Deformacéni podminka
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° u vnitini podpory (napt. b) nesmi nastat zlom (je stejny sklon tecen

k ohybové ¢ate spojitého nosniku zleva i zprava) [konvence: kladné po-
otoCeni smérem dolu]

Dyy = —Dye (5.2)
° ve vetknuti nenastane pootoceni
D, = 0. (4.1a)
Sklony te¢en k ohybové ¢are u vnitini podpory b rozepiseme
Doa = My foa + My Coa + @pa s (5.3)
Dpe = My Cpe + Mc foc + e - (5.4)
Z podminky spojitosti @, = —Dy. ziskdme pro dveé sousedni pole tFimomen-

tovou rovnici (Clapeyronovu r., 1857) pro podporu b s vlivem silového zatiZe-
ni

Ma ﬁha + Mb (aba+ abc) + Mc ﬂbc + Opat+ Qpe = 0 (55)
s nezndmymi podporovymi momenty M,, M, , M. .

Pro dalsi podpory vyjadiime tfimomentovou rovnici cyklickou zdménou in-
dexd.

Pro vetknuty konec a 1ze uvazovat dv¢ varianty odvozeni:

- rozepiSeme piimo podminku @, = 0 pomoci vyrazu (5.4), v némZz
provedeme cyklickou zdménu indextt b - a, ¢ > b

Ma Oy + Mb ,Bab + @ = 0 S (57)5(423)

- nebo piepiSeme t7imomentovou rovnici s cyklickou zdménu indexid a —
o0, b—a, ¢c— b natvar

Mo ﬁao + Ma (aa0+ aab) + Mb ﬁab t Qoo+ Qup = 0 (56)

a zjednodusime pomoci tuhého nulového pole oa (l,, — 0) s dosaze-

M():O’ O = ao:¢a0:0~

Vliv svislého zatiZeni previslého konce (v podpoie b) se uplatni pomoci zna-
mého podporového momentu

Deformacni zatiZeni spojitého nosniku
zahrnuje — dané nepruzné popusténi podpor
— vliv nerovnomérné zmény teploty
(rovnomérnd zména vede na prodlouzeni nosniku bez vzniku V, M)
o Dané popusténi podpor
Stiednice prostych nosniki ab, bc zakladni soustavy se pootoci o thly
(5.8)

Ve vetknuti poklesne o stejnou hodnotu
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celé nulové pole oa, takZze w, = w, atim @, = 0.
. Nerovnomérna zména teploty
Linedrni zména teploty po vySce priifezu:

- teplota dolnich vldken se zméni o Az,

- teplota hornich vldken se zméni o At

Podporové prifezy prostych nosnikti zdkladni soustavy u podpory b se pooto-
¢i podle Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36) o dhly

(5.9
kde Af(x) = Aty — Ay,
h(x) ... vysSka prifezu.
U nosniku s EI = konst. Ize pootoceni vyjadfit
(5.17)

kde teplotni rozdily jsou Aty = Atwpa — Atupp s
Atpe = Atpeg — Alpe -
Obecny tvar tiimomentové rovnice
pro podporu b spojitého nosniku pti uvazovani silového 1 deformacniho zati-
Zeni
(5.10)
U prutt s konstantnim priifezem v jednotlivych polich
- jsou deformacni thly dany vztahy
(4.4)
@ ... pomoci Maxwellova-Mohrova vztahu,

nebo z tabulky 14.2.

- integraly vyjadiujici pooto€eni od vlivu nerovnomérné zmény teploty 1ze
vyjadtit jednoduchymi vztahy

(5.17)

Pribéhy slozek vnitinich sil u spojitého nosniku
Momentovy obrazec 1ze vynést hned po vyfeSeni soustavy rovnic:
- z potadnic podporovych momenti ziskdme posunutou zdkladni ¢dru
- od ni vynaSime obrazce M dle zatiZeni jako na prostém nosniku
Zbyvajici statické veli¢iny spojitého nosniku
feSenim soustavy tifimomentovych rovnic ~— podporové momenty
samostatné feSeni kazdého pole jako prostého nosniku — V, M, R

- uplatnénim zdsad statiky

- z odvozenych obecnych vztahi

o Posouvajici sila
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Pro libovolny priifez x plati

kde V.o ... posouvajici sila v prifezu x prostého
nosniku od daného silového zatizeni,
AV ... prirastek posouvajici sily od
podporovych (koncovych) momentt
(konstantni pro cely prosty nosnik).
V koncovych prifezech ... x — a nebo b.
o Mezipodporovy moment

Pro libovolny priifez x plati

kde M.y ... ohybovy moment v prifezu x prostého
nosniku od daného silového zatiZeni,
AM, ... piirastek ohybového momentu v prufezu
x od podporovych momentu.
o Podporova reakce posuvného kloubu
Z rovnovahy svislych sil ptisobicich

na uvolnény nosnikovy element nad

podporou b

YF.=0: —Ry—Vyy+ Vpp=0
ziskdme

Ry =-Vpi+ Vip = = Via + Ve (5.25)
o Vodorovna slozka reakce

pevného kloubu nebo dokonalého vetknuti = staticky urcita veli¢ina;

urci se z podminky 2 F;, =0 pro cely spojity nosnik.

14 TT T b la)

_;I——'-—-_____""" — .

(iﬁ{r.b=0 _é_
YYYTVY _‘5 (b)

Obr. 5.3: Vetknuty konec a spojitého nosniku

(5.22)

(5.24)
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0!,, Afﬂl
a  hix) T X a Ab E x |I hix) ¢
Ay N =— Y= VAT =N
h-B=2__\ 72 B

QOI’{ A!d ﬁ SOBJ Afd } Pobr
— e e P
Iafa | "-"J{

r‘. - P 1 e — e __-.1
: Y .
ZA X 2

X x'=1l,—x
@ e
'{Hb
" 1
- q(x)
(b) a [REXEA; b
R{f
(c) T ’ M, T Ryo

Obr. 5.6: Pole ab spojitého nosniku

Vei= V;m[

&

Vb_ P V;zc

Obr. 5.7: Uvolnény nosnikovy element s reakci R,

4.6

u rovinného rdmu ¢i spojitého nosniku
veli¢iny —
— antimetrické V, ¢

fesime vzdy jednu polovinu ramu; |

obecné zatizeni se rozklada na
nic

Vyuziti symetrie ramu

=

symetrické N, M, w (pfi AZ jsou nulové)

(pti SZ jsou nulové)

sniZeni poCtu pretvarnych rov-
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—  zatizeni symetrické | Ny = Ngs + Nga
—  zatiZeni antimetrické J
rozliSujeme piipady — osa symetrie protina pticel

— osa symetrie prochdzi sloupem
Osa symetrie ramu protina piicel

Resent: rucni — staticky neurcité veli¢iny = slozky N, V, M na
ose SK

(ZS ... pricel jako dv¢ konzoly)

ndhradni vazbou — staticky neurcité veliCiny a ZS 1ze volit pro SZ 1
AZ

zcela nezavisle (co nejvhodnéji)

Staticky neurcité prihradové nosniky
N; NI
WC—INNds+INaAt ds—ZRé‘ z L +ZN aAt ] —ZR, .
0 EA Jj=1 j=
(1.107)

2R5 Z(R,xu,m w,). (1.108)

i_{fl SK A lf‘. M
] | _ N

A Hr. ¥ ' : f
o e =y &

(a) b 0 i e d
| !rﬂ by - |__ !.b:' IL‘{I { hy |
|" | " I 5 |

M E, sz F g M
(b) 2(—\ 2] % ! 2 [2 mz
;F'FWTFTWW h IAAARARA] iR
a'l e' é f !5 é d'
b s

A
I!vt!vvvv!rivv!vivv!ttl

a e’

M q F :
() m 2| HI | l
f J‘ I_I'_“ l‘l!ll!‘l“‘l‘i!il‘ii:.

b [0 c d

Obr. 5.8: Soumerny spojity nosnik o trech polich
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q SK 2k SZ
F T ITT] 1111 I] ‘l F
—_— | ———
aT s /éka x
:i{ (p‘-;: —SO {!r
Rﬂ? 2 w{.':{) RFJ :Jj?
< d d

pallS] =

Obr. 5.9: Soumeérny nosnik se symetrickym zatizenim

SK’ft AZ
q T —
a ot ot O
?a:ﬁ:;"; et If ??P})
—-_{{ =
Rﬂ_|— 7 P : ro R, ;
z S d
et e
. ! =
a c b @
V v
T TR
: ||' l(‘ ] |I|-'i|::f|G)I| @
HIP=SHI
8 [l b

Obr. 5.10: Soumérny nosnik s antimetrickym zatiZenim
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Otazky

1. Stupen statické neurcitosti rovinného ramu.

2. Volba staticky neurcitych veli¢in ramu.

3. Podstata feSeni rovinného rdmu silovou metodou.

4.  Vypocet pretvarnych soucinitelti.

5. Volba staticky neurcitych veli¢in spojitého nosniku.

6.  Jakou deformacni podminku vyjadiuje tfimomentova rovnice?
7. Vypocet podporovych reakci spojitého nosniku.

8. Vliv zmény teploty rovinného ramu.

9.  Vliv daného popusténi rovinného ramu.

10. Definujte soumérny rovinny ram.
11.  Symetrické a antimetrické veli¢iny.
Shrnuti

V této kapitole jsme si objasnili princip feSeni staticky neurCitych prutovych
soustav silovou metodou. Nejprve jsme si ukdzali feSeni rovinného rdmu a na-
sledné feseni spojitého nosniku pomoci specidlni volby zdkladni soustavy ve-
douci na odvozeni tfimomentové rovnice. Zabyvali jsme se rovnéZ vlivem de-
formacniho zatiZeni a vyuzitim symetrie pfi feSeni rovinnych ramt a spojitych

nosniku.
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5

V této kapitole jsou souhrnn€ uvedeny vSechny tabulky univerzalné pouzitelné
v pfedchozich kapitoléach.

Tabulky

Tab. 14.3: Hodnoty integrdli IMM dx u prutii konstantniho prifezu
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Tab. 14.3: Hodnoty integrdli IMM dx u prutii konstantniho priiiezu (pokracovdni)
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Tab. 14.3: Hodnoty integrdlii IMM dx u prutii konstantniho priiiezu (pokracovdni)
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Tab. 14.2: Deformace prostého nosniku konstantniho priiiezu
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Tab. 14.2: Deformace prostého nosniku konstantniho priiezu (pokracovdni)
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Tab. 14.2: Deformace prostého nosniku konstantniho priiiezu (pokracovdni)

Zatgs. | 5 e ; ) Pootoceni ¢, ¢;,
C allz Prihyb "y Winax - o o
pfipad | SLhCIM_ﬂt_Ucn' ___r_u__]) _‘_‘y___}_“ podporovych prifeziia, b
| s
4 rdo 4 p, = (8gq,+7q,)
P ) 5 [ “ 360E1 ?
24 u‘.lmqb = ——( + )— vx =0,5! < [
ST S e R & e
= ( + 8¢
Py, 360F] 4, 1)
-Ml b*
Py =_.{I_3 }3 }
I aF.QM_ﬁ;, Mab a-b 6Ef i
25 | o N wW=—-—": vy=a 5
h#*__'b — 31':! f _ M‘; I_qa—
Sah 6E1' = 13
M M
U} | Wiy = 0,06415—— Ml Ml
26 ! . X Pa e /fﬂ;. - | b 50:: - m, ‘ph = ﬁ
| L A v x =0,422651 = %

- 48 (50) -




Studijni prameny
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Poznamky
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