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1 Úvod 

1.1 Cíle 

Úkolem p�edm�tu Statika I je zvládnout �ešení prutových konstrukcí základní 
metodou, a to metodou silovou. Metoda sice není prakticky vhodná pro �ešení 
rozsáhlejších staticky neur�itých prutových konstrukcí, ale je velmi p�ehledná a 
poskytuje �ešení základních p�etvárn� ur�itých p�ípad� (primárního i 
sekundárního stavu) pro analýzu prutových konstrukcí další metodou, a to 
deforma�ní metodou, která bude obsahem p�edm�tu Statika II. 

Naším cílem bude �ešení nosných staticky neur�itých prutových stavebních 
konstrukcí a získání pr�b�h� vnit�ních sil i složek reakcí jako prost�edek pro 
jejich dimenzování podle jednotlivých materiál�. 

1.2 Požadované znalosti 

Ve Statice I se navazuje zejména na znalosti získané v p�edm�tu Základy sta-
vební mechaniky (�ešení pr�b�h� vnit�ních sil) a v p�edm�tu Pružnost a pev-
nost. Studenti by m�li být obeznámeni se základními operacemi z integrálního 
po�tu. 

Z matematického aparátu využijeme zejména goniometrické funkce, vektorový 
a maticový po�et i �ešení soustav lineárních algebraických rovnic. 

1.3 Doba pot�ebná ke studiu 

Modul p�edstavuje rozší�ený pr�vodce a obsahuje základní látku probíranou 
v pr�b�hu tém�� celého semestru. Doba pot�ebná k nastudování jednotlivých 
kapitol �i odstavc� se liší od n�kolika desítek minut až po hodiny. Záleží ze-
jména na p�edchozí pr�prav� studenta ve výše citovaných p�edcházejících 
p�edm�tech, ale i na obtížnosti daného tématu. Pot�ebná doba ke studiu �iní 40 
až 50 hodin. 

1.4 Klí�ová slova 

mechanika, statika, síla, reakce, interakce, rovnováha, poddajnost, tuhost, vek-
tor, matice, modul pružnosti, momenty setrva�nosti, transformace, prut, pruto-
vá soustava, nosník, rám, p�íhradová konstrukce 
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2 Úvod do statiky stavebních konstrukcí 

Statika stavebních konstrukcí je nauka o výpo�tech stavebních konstrukcí. 
Každá stavební konstrukce musí bezpe�n� p�enést veškeré zatížení, nesmí se 
p�itom porušit, nesmí doznat nep�ípustných tvarových zm�n a musí být stabil-
ní. �ást konstrukce, zajiš�ující pot�ebnou odolnost a tuhost stavebního díla, 
nazýváme nosnou konstrukcí. Nosná konstrukce sestává z �ady r�zných prvk�. 
Ve statice stavebních konstrukcí se omezujeme na analýzu pouze takových 
konstrukcí, jejichž statický model lze vytvo�it pouze z prut�. Nazýváme je pru-
tovými soustavami. V dalších úvahách budeme p�edpokládat dokonale lineární 
pružný materiál. 

V Základech stavební mechaniky jsme �ešili staticky ur�ité prutové konstrukce, 
k jejichž analýze posta�ují statické podmínky rovnováhy. Obsahem statiky 
stavebních konstrukcí jsou p�edevším výpo�ty staticky neur�itých prutových 
konstrukcí. K jejich �ešení už nevysta�íme s podmínkami rovnováhy, ale mu-
síme p�edepsat ješt� p�etvárné podmínky. K �ešení staticky neur�itých kon-
strukcí se používají dv� základní metody, a to metoda silová (probírá se ve 
Statice I) a metoda deforma�ní (je obsahem p�edm�tu Statika II). 

Každá konstrukce se ú�inkem zatížení p�etvo�í. P�etvo�ení (deformace) se pro-
jeví posuny a pooto�eními jednotlivých �ástí stavebních konstrukcí. P�etvo�ení 
jsou v�tšinou, vzhledem k rozm�r�m konstrukcí, velmi malá. 

 
Obr. 3.2:  Rovinný uzav�ený rám 

2.1 Prutové konstrukce 

Rám je prutová soustava s monolitickým (tuhým) spojením prut�. Ve statickém 
modelu idealizujeme jak nosné prvky, tak i jejich spojení a spolup�sobení. 
Místo, kde se pruty spojují, nazýváme uzel (sty�ník). Pruty bývají v�tšinou 
v uzlu spojeny tuze, anebo mohou být také p�ipojeny kloubem. Tuhé spojení 
(obr. 6.1a) zaru�uje stejné p�emíst�ní (posunutí i pooto�ení) všech konc� p�ipo-
jených prut� p�i deformaci a p�enáší ohybové momenty. Kloubové spojení 
(obr. 6.1b) zaru�uje pouze stejné posunutí, pooto�ení konc� p�ipojených prut� 
jsou nezávislá a ohybové momenty jsou nulové. 

U rovinného rámu (obr. 3.2) leží v jedné rovin� st�ednice všech prut�, zatíže-
ní, reakce a interakce a rovn�ž jedna z hlavních centrálních os setrva�nosti pr�-
�ez� všech prut�. Rám je typickým p�edstavitelem staticky neur�ité prutové 
konstrukce. Jako speciální p�ípad rámu se vyskytuje spojitý nosník (obr. 3.1) a 
p�íhradový nosník (obr. 3.3). 
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Obr. 6.1:  Uzel (sty�ník) rovinného rámu 

Rozlišujeme rámy s pruty p�ímými (obr. 6.2 a 6.4) nebo zak�ivenými (obr. 6.3), 
rámy pravoúhlé (obr. 6.2 a 6.5) �i kosoúhlé (obr. 6.4), jednoduché (obr. 6.4), 
sdružené (obr. 6.3) nebo patrové (obr. 6.2, 6.5 a 6.6), otev�ené (obr. 6.3 a 6.4) 
�i uzav�ené (obr. 6.5, 6.6 a 6.7), rámy s nepr�b�žnými pruty (obr. 6.5 a 6.6). 
 

 
Obr. 3.1:  Spojitý plnost�nný nosník 

 
Obr. 3.3:  Spojitý p�íhradový nosník 

Z termín� používaných u prutových konstrukcí uve	me nejzákladn�jší. Sloup 
(stojka) je svislý prut, p�í�el (trám) je vodorovný prut. Prut m�že být p�ímý, 
lomený �i zak�ivený (oblouk). Vn�jší vazby (obr. 6.2) mohou být jednonásob-
né (kyvný prut, posuvná kloubová podpora), dvojnásobné (neposuvný kloub, 
posuvné vetknutí), trojnásobné (dokonalé vetknutí). 
 

 
        Obr. 6.2:  Patrový rám           Obr. 6.3:  Sdružený  rám  Obr. 6.4:  Jednoduchý 
                                                             s obloukovou p�í�lí                    kosoúhlý rám 
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  Obr. 6.5:  Patrový rám             Obr. 6.6:  Patrový rám           Obr. 6.7:  Vierendeel�v 
  s nepr�b�žnou p�í�lí           s nepr�b�žným sloupem                   rámový nosník 

Otázky 
1. �ím se zabývá statika stavebních konstrukcí? 

2. Charakterizujte rovinnou prutovou soustavu. 

3. �ím se liší rám, spojitý nosník a p�íhradový nosník? 

4. Co zajiš�uje monolitické a kloubové spojení prut� ve sty�níku? 

5. Funkce vnit�ního kloubu v prutové soustav�. 

Shrnutí 

V této úvodní kapitolce jsme si vymezili obsah p�edm�tu a nazna�ili rozd�lení 
rámových a ostatních prutových konstrukcí. 
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3 Výpo�et p�etvo�ení prutových soustav 

P�i vyšet�ování nosných stavebních konstrukcí sledujeme nejen pr�b�hy vnit�-
ních sil a nap�tí, ale také deformace (p�etvo�ení). Ty je d�ležité posoudit jak 
z hlediska funk�nosti konstrukce, tak i z hlediska estetického, aby nedocházelo 
k viditelným geometrickým zm�nám. V n�kterých p�ípadech posta�í ur�it dis-
krétní hodnoty složek p�emíst�ní (posuny, poto�ení), jindy pot�ebujeme znát 
pr�b�h ohybové �áry celého prutu. 

 
Obr. 3.1:  Deformace rovinné plnost�nné konzoly 

Pro �ešení p�etvo�ení staticky ur�itých prutových konstrukcí (obr. 3.1) se pou-
žívají tyto metody: 

• aplikace principu virtuálních prací, tzv. metoda jednotkových sil, 
umož�ující ur�it složky p�emíst�ní v diskrétních bodech plnost�nných 
i p�íhradových nosník�; metoda je p�edm�tem této kapitoly a její prin-
cip je použit pro �ešení staticky neur�itých prutových soustav silovou 
metodou (viz kapitola 4), 

• Mohrova metoda pro získání diskrétních hodnot deformací, probraná 
v p�edm�tu Pružnost a pevnost, 

• metoda integrace diferenciální rovnice ohybové �áry (pop�. s Cleb-
schovou úpravou integra�ního postupu) pro získání funkcí ohybové �á-
ry nebo sklon� te�en k ohybové �á�e, probraná rovn�ž v p�edm�tu 
Pružnost a pevnost, 

• Castiglianova metoda vycházející z minima p�etvárné práce, která se 
p�i uplatn�ní pomocné dopl�kové síly ztotožní s metodou jednotkových 
sil. 

 
Obr. 3.2:  Virtuální práce síly a momentu 
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3.1 Virtuální veli�iny a virtuální práce 

Virtuální veli�iny (ozna�ené symbolem δ nebo pozd�ji pruhem) p�edstavují 
virtuální p�etvo�ení a virtuální zatížení, resp. virtuální práci. Virtuální p�etvo-
�ení (δs, δϕϕϕϕ) je velmi malé, fiktivní, myšlené, ale fyzicky možné, vyvolané 
virtuálním zatížením (obr. 3.2a). Nastává v souladu s vn�jšími a vnit�ními vaz-
bami. Virtuální zatížení (δF, δM) je fiktivní, myšlené, ale možné zatížení, ne-
omezené velikosti (nej�ast�ji volené jednotkové), viz obr. 3.2b. 

Virtuální práce síly (resp. momentu) je práce virtuální síly δF (resp. virtuální-
ho momentu δM) na skute�ném posunutí s (pooto�ení ϕϕϕϕ) 

.FsL δδδ =⋅= sF  (1.1) 

Virtuální práce reálné síly F (resp. momentu M) na virtuálním posunutí δs 
(resp. pooto�ení δϕϕϕϕ) 

sFsL δδδ =⋅= F . (1.3) 

Virtuální práce má kladnou hodnotu, je-li souhlasný smysl síly a deformace. 
V dalším textu jsou virtuální veli�iny z d�vodu odlišení obecné deformace 
(složky p�emíst�ní) δ od symbolu virtuálních veli�in δ ozna�eny pruhem, tedy 

 LLL ===== δδδδ ,ss,FF . 

 
Obr. 3.3:  Rovinný nosník 

3.1.1 Virtuální práce vn�jších sil 

Soustava vn�jších virtuálních sil, tj. zatížení Fi, Mi, �i reakcí Rrx, Rrz, Mr (obr. 
3.3), koná virtuální práci na skute�ných deformacích (δi, ϕi, ur, wr, ϕr) vyvola-
ných libovolným skute�ným silovým zatížením (F, M, q, n, m) nebo deforma�-
ním zatížením (popušt�ním) 

– od virtuálního zatížení 

�+�= iiiiez MFL δδ , (1.5) 

– od virtuálních složek reakcí (u pružn� poddajných podpor nebo u popuš-
t�ní) 
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�=� ++= rrrrrrxrrxer RMwRuRL δϕ )( , (1.6) 

takže celková virtuální práce vn�jších (externích) sil je 

.
_____

rriiiiereze RMFLLL δϕδ ��� ++=+=  (1.7) 

 
Obr. 3.4:  P�etvo�ení prvku p�ímého nosníku 

3.1.2 Virtuální práce vnit�ních sil 

Virtuální zatížení ),( ii MF  vyvolá v libovolném pr��ezu x (obr. 3.4a) virtuální 
vnit�ní síly MVN ,, . Kladné složky virtuálních vnit�ních sil uvažujeme podle 
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konvence (obr. 3.4d), p�i�emž p�edpokládáme MMVVNN ′=′=′= ,, . Klad-
né virtuální vnit�ní síly MVN ,,  konají zápornou virtuální práci na kladných 
deformacích ∆u, ∆w, ∆ϕ (obr. 3.4b) od skute�ného zatížení (silového �i defor-
ma�ního), takže 

� ∆+∆+∆−=
l

i MwVuNL
0

)( ϕ . (3. …) 

P�etvo�ení prutového elementu dx od vlivu skute�ného zatížení (vnit�ních sil N, 
V, M a zm�ny teploty) vyšet�ujeme samostatn� na 

• osové namáhání (vliv normálové síly a rovnom�rné zm�ny teploty), 

• p�í�ný smyk (vliv posouvající síly), 

• ohyb (vliv ohybového momentu a rovnom�rné zm�ny teploty). 

• Osové namáhání 

P�i osovém namáhání (obr. 3.4f, c) je celkové prodloužení od tahové osové síly 
N a od rovnom�rného oteplení ∆t0 dáno výrazem 

xt
EA

xNuuux ttN ddd 0∆+=∆+∆=∆=∆ α , (1.10) 

kde A je pr��ezová plocha prutu, E modul pružnosti v tahu a tlaku, αt sou�initel 
tepelné roztažnosti, ∆t0 je p�ír�stek teploty pro rovnom�rnou zm�nu. 

• P�í�ný smyk 

U p�í�ného smyku platí pro vzájemné p�í�né posunutí od posouvající síly V 
(obr. 3.4g) ∆w = γ dx, takže nakonec získáme vztah 

GA
xVw dκ=∆ , (1.14) 

kde G je modul pružnosti ve smyku, κ koeficient vlivu nerovnom�rného rozd�-
lení smykového nap�tí po výšce pr��ezu (nap�. pro obdélník κ = 1,2 a pro kruh 
κ = 35/27), τs je st�ední hodnota smykového nap�tí v pr��ezu. 

P�etvo�ení vlivem posouvající síly se �asto u b�žných prut� zanedbává, nutno 
ho však respektovat u vysokých nosník� (h >> b). 

• Ohyb 

Pro vliv ohybu vyšet�íme vzájemné pooto�ení koncových pr��ez� od ohybo-
vého momentu M = My (obr. 3.4h). Protože platí dx = ρ dϕ, m�žeme 
z pom�rného protažení εx = z/ρ p�i uvažování obecného vlákna ve vzdálenosti 
z a Hookova zákona vyjád�it p�íslušnou složku od ohybového momentu. 

Pooto�ení koncových pr��ez� od vlivu lineární nerovnom�rné zm�ny teploty 
(obr. 3.4c) p�i konvenci stanovení teplotního rozdílu ∆t1 = ∆td – ∆th poskytne 
druhou složku pooto�ení. 

Celkové vzájemné pooto�ení od vlivu ohybového momentu a nerovnom�rné 
zm�ny teploty je pak 

h
xt

EI
xM t

tM

ddddd 1∆+=+= αϕϕϕ , (1.25) 
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kde Iy = I je moment setrva�nosti pr��ezu k t�žištní ose y a h výška pr��ezu. 

Virtuální práci Li virtuálních vnit�ních sil MVN ,, podle (3. …) pak získáme 
s využitím (1.10), (1.14) a (1.25) pro p�ímý prut prom�nného pr��ezu délky l 
ve tvaru 

 .
0 0 0

1

0
0

0
�
�

�
�
�

� ∆+∆+++−= � � � ��
l l l

t

l

t

l

i dx
h
t

MdxtNdx
EI

MM
dx

GA
VV

dx
EA

NN
L αακ   

 (1.26) 

U zak�iveného prutu se zam�ní délka l za s a dx za ds, takže m�žeme napsat 

 .
0 0 0

1

0
0

0
�
�

�
�
�

� ∆+∆+++−= � � � ��
s s s

t

s

t

s

i ds
h
t

MdstNds
EI

MM
ds

GA
VV

ds
EA

NN
L αακ  

 (1.27) 

Poznamenejme, že stejnou virtuální práci konají skute�né vnit�ní síly N, V, M 
od skute�ného zatížení na virtuálních p�etvo�eních ϕ∆∆∆ ,, wu  od virtuálního 
zatížení. 

3.2 Lagrange	v princip virtuálních prací 

Lagrange�v princip je formulován pro virtuální p�emíst�ní (posuny). Je jedním 
ze základních zákon� mechaniky (vyplývají z n�ho statické podmínky rovno-
váhy obecné prostorové soustavy sil). Pro tuhé t�leso ho formuloval J. L. Lag-
range (1736 – 1813) takto: „Virtuální práce rovnovážné soustavy sil p	sobí-
cí na tuhé t�leso je p�i libovolném virtuálním p�emíst�ní t�lesa rovna nule 
(L = 0)“. V 19. století byl tento princip rozší�en i na pružná t�lesa: „P�i libo-
volném virtuálním p�etvo�ení pružného t�lesa, nacházejícího se v rovnovážném 
stavu, je sou�et virtuálních prací všech vn�jších a vnit�ních sil, p�sobících na 
t�leso, roven nule“. Platí tedy 

0=+= ie LLL , (1.28) 

neboli 

.ie LL −=  (1.29) 

Po dosazení (1.7) a (1.27) do (1.29) obdržíme po úprav� 
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3.3 V�ty o vzájemnosti virtuálních prací 

3.3.1 Bettiho v�ta 

Virtuální práce jedné soustavy vn�jších sil F1, …, Fi, …, Fn (obr. 3.5), pracují-
cích na posunutích δ1, …, δi, …, δn, vyvolaných druhou soustavou vn�jších sil 
FI, …, Fk, …, Fm , je rovna virtuální práci druhé soustavy sil, p�sobících na 
posunutích δI, …, δk, …, δm, vyvolaných první soustavou sil, tedy 
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i FF δδ ��

==

=  (1.31) 

 
Obr. 3.5:  K Bettiho v�t� 

Pro virtuální práci moment� pak analogicky platí 
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=  (1.32) 

Podobné vztahy lze rovn�ž napsat pro spojité zatížení p�í�né q, osové n �i mo-
mentové m. 

3.3.2 Maxwellovy v�ty 

Maxwellovy v�ty p�edstavují zvláštní p�ípady Bettiho v�ty. První Maxwellova 
v�ta se týká vzájemnosti posunutí. Uvažujme podle obr. 3.5 v rovnici (1.31) 
jako první soustavu Fi = 1 a druhou soustavu Fk = 1. Pak pro vzájemná posunu-
tí dvou libovolných pr��ez� i, k platí 

.kiik δδ =  (1.33) 

Druhá Maxwellova v�ta pojednává o vzájemnosti pooto�ení. Jako první sou-
stava se uvažuje Mi = 1 a druhá soustava Mk = 1. Pro vzájemná pooto�ení dvou 
libovolných pr��ez� i, k platí ϕik = ϕki , takže p�i obecném ozna�ení deformace 
symbolem δ získáme vztah (1.33). 

T�etí Maxwellova v�ta se týká vzájemnosti posunutí a pooto�ení. Jako první 
soustava se uvažuje Fi = 1 a druhá soustava Mk = 1. Pro vzájemný vztah mezi 
posunutím a pooto�ením dvou libovolných pr��ez� i, k podle Bettiho v�ty platí 
δik = ϕki , což p�edstavuje �íselnou rovnost mezi posunutím δik pr��ezu i od 
Mk = 1 v pr��ezu k a pooto�ením ϕki pr��ezu k od Fi = 1 v pr��ezu i. P�i obec-
ném ozna�ení deformace symbolem δ op�t získáme vztah (1.33). 

Ze vztahu (1.33) vyplývá symetrie matice poddajnosti v silové metod�. 
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Obr. 1.9:  Výpo�et posunutí a pooto�ení pr��ezu rovinného plnost�nného nosníku 

3.4 Výpo�et deformací metodou jednotkových sil 

Touto metodou lze vypo�ítat diskrétní hodnotu deformace, tj. v rovin� posunutí 
u, w a pooto�ení ϕ daného pr��ezu nosníku (obr. 1.9). Je nutné uvažovat dva 
zat�žovací stavy, a to stav skute�ný (zp�sobující p�etvo�ení nosníku) se zatí-
žením silovým (F, M, q, n, m) resp. deforma�ním (popušt�ní podpor �i teplota) 
podle obr. 1.9a a stav virtuální s jednotkovou silou Fm = 1 (obr. 1.9b) p�sobící 
ve sm�ru hledaného posunutí δm nebo s jednotkovým momentem Mm = 1 (obr. 
1.9c) p�sobícím ve sm�ru hledaného pooto�ení ϕm (obecn� rovn�ž ozna�eného 
δm). Z rovnice (1.30) pak po rozepsání posledního �lenu podle výrazu (1.6) 
získáme Maxwell	v–Mohr	v vztah 
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kde δm je hledané posunutí um, wm (resp. pooto�ení ϕm), N, V, M jsou vnit�ní 
síly od skute�ného zatížení, ur, wr, ϕr jsou dané složky popušt�ní podporového 
pr��ezu r, N, V, M jsou virtuální vnit�ní síly od virtuálního zatížení Fm = 1 
(resp. Mm = 1) p�sobícího v pr��ezu m, Rrx, Rrz, Mr jsou virtuální složky reakcí 
podporového pr��ezu r, vyvolané virtuálním zatížením Fm = 1 (resp. Mm = 1) 
p�sobícím v pr��ezu  m, A je pr��ezová plocha prutu, I je moment setrva�nosti 
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pr��ezu, h je jeho výška, E p�edstavuje modul pružnosti v tahu a tlaku, G je 
modul pružnosti ve smyku, ∆t0 je rovnom�rné oteplení pr��ezu, ∆t1 teplotní 
rozdíl dolních a horních vláken pr��ezu, αt sou�initel tepelné roztažnosti a κ je 
koeficient vlivu nerovnom�rného rozd�lení smykového nap�tí. 

3.4.1 Zjednodušení výpo�tu deformací plnost�nných nosník	 

Maxwell�v–Mohr�v vztah (1.36) zahrnuje vliv všech t�í složek výslednice 
vnit�ních sil rovinného prutu od silového zatížení i obou typ� deforma�ního 
zatížení (rovnom�rné a nerovnom�rné zm�ny teploty a nepružného popušt�ní 
podpor). Ke zjednodušení lze p�ihlédnout v p�ípad�, je-li rovinná prutová sou-
stava bez vlivu deforma�ního zatížení namáhaná p�evážn� na ohyb (nosníky, 
rámy), takže m�žeme zanedbat virtuální práce od normálových a posouvajících 
sil N, V. Pak z rovnice (1.36) z�stane pouze 

s
EI

MMs

m d
0
�=δ . (1.38) 

Je-li navíc rovinná prutová soustava složená pouze z p�ímých prizmatických 
prut	 s r�znými pr��ezovými charakteristikami (momentem setrva�nosti Ij), 
pak vztah (1.38) p�ejde na tvar 
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=δ  (1.40) 

Výpo�et ur�itého integrálu v (1.40) ze sou�inu dvou funkcí M(x) od skute�né-
ho silového zatížení (F, M, q, n, m) a )(xM  od virtuálního zatížení Fm = 1 
(resp. Mm = 1) lze provést t�mito zp�soby: 

• analyticky integrací z definovaných funkcí M(x), )(xM , p�i�emž 
obecn� lze uvažovat i ohybovou tuhost jako funkci EI(x), 

• numerickou integrací (nap�. aplikací Simpsonovo pravidlo) pro pruty 
rovn�ž s prom�nnou ohybovou tuhostí (EI ≠ konst.), 

• užitím tabulky 14.3 pro pruty konstantního pr��ezu (EI = konst.), 

• aplikací Vereš�aginova pravidla pro EI = konst. 

 
Obr. 1.10:  Vereš�aginovo pravidlo 

3.4.2 Vereš�aginovo pravidlo 

Je-li funkce M(x) libovolná spojitá hladká funkce a )(xM  lineární funkce (od 
F = 1, M = 1) podle obr. 1.10, pak platí 



Výpo�et p�etvo�ení prutových soustav 

 - 19 (50) - 

.
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Slovn� to m�žeme vyjád�it: Hodnota integrálu je rovna sou�inu obsahu mo-
mentového obrazce od libovolné funkce a po�adnice u lineární funkce 
v míst� t�žišt� obrazce s libovolnou funkcí. 

Vereš�aginovo pravidlo lze aplikovat i pro jiné funkce spl�ující výše uvedené 
p�edpoklady, nap�. pro funkce normálových �i posouvajících sil. Plošné obsahy 
obrazc� najdeme nap�. v tabulce 3.1 druhého modulu Základ� stavební mecha-
niky (BD01–MO2). 

Složit�jší obrazce (obr. 1.11) rozkládáme na jednodušší obrazce a aplikujeme 
princip superpozice, takže hodnota integrálu je 
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Pro každý integrál na pravé stran� rovnice (1.45) m�žeme aplikovat výpo�et 
pomocí Vereš�aginova pravidla (1.41). 

 
Obr. 1.11:  Složit�jší tvary momentových obrazc� 

3.4.3 Výpo�et deformací p�íhradových soustav 

Zvláštností p�íhradových soustav (obr. 1.33) je, že u nich vyšet�ujeme jen slož-
ky posunutí u, w sty�ník� a v prutech vznikají pouze normálové síly N. Potom 
z Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36) z�stane (p�i uvažování i deforma�ního 
zatížení) jen první a �tvrtý integrál a suma. Vzhledem ke konstantním funkcím 
normálových sil po prutech pro složku posunutí sty�níku δm (ve sm�ru x, z) 
platí 
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(1.107) 

kde pro j = 1, 2, …, p je Nj osová síla prutu j od skute�ného zatížení, δr dané 
popušt�ní podpory, Nj osová síla prutu j od virtuální síly Fm = 1, Rr reakce 
vn�jší vazby od Fm = 1, lj délka prutu j, Aj pr��ezová plocha prutu j, ∆tj rovno-
m�rná zm�na teploty prutu j a popušt�ní δr se týká vodorovného a svislého 
posunu. Výsledné posunutí sty�níku (obr. 1.33d) se ur�í z pravoúhlých 
složek. 
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Obr. 1.33:  P�etvo�ení rovinného p�íhradového nosníku 

3.5 Ilustrující p�íklad 

Jako ukázku aplikace principu virtuálních prací pro �ešení p�etvo�ení plnost�n-
ných nosník� a soustav si uvedeme p�ípad lomené konzoly. 

P�íklad 3.1 

Zadání 

Stanovte výsledné posunutí δc a pooto�ení ϕc pr��ezu c lomeného konzolového 
nosníku (obr. 1.16) s pruty konstantního obdélníkového pr��ezu 0,2 × 0,3 m 
o délkách l1 = 3 m, l2 = 2 m. Zatížení má intenzitu q = 10 kNm–1, modul pruž-
nosti má hodnotu E = 32,5 GPa. 

�ešení 

Sm�r posunutí δc pr��ezu c nosníku je neznámý, takže neznáme sm�r uplatn�ní 
jednotkové virtuální síly. Proto vyjdeme z výpo�tu dvou pravoúhlých složek 
posunutí δc,v a δc,h . 

P�i �ešení zanedbáme vliv normálových a posouvajících sil. Posta�í tedy vy-
kreslit pr�b�hy ohybových moment�, a to od zadaného spojitého rovnom�rné-
ho zatížení podle obr. 1.16a v pr�b�zích v obr. 1.16b a dále samostatn� t�i pr�-
b�hy od jednotkových sil (svislé a vodorovné) a jednotkového momentu (obr. 
1.16c–e). Vzhledem k jednoduchým pr�b�h�m sestavíme nejprve výraz pro 
výpo�et deformace pomocí obecn� ozna�ených veli�in a následn� ho vy�íslíme 
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(p�itom použijeme moment setrva�nosti ur�ený ze zadaných rozm�r� pr��ezu 
hodnotou I = 4,5 ⋅ 10–4 m4). K �ešení použijeme vztahy z tabulky 14.3 a Vereš-
�aginovo pravidlo. 

 
Obr. 1.16:  Lomený konzolový nosník 

• Svislé posunutí δδδδc,v pr	�ezu c  

Použijeme momentové obrazce M (obr. 1.16b) a obrazce M (obr. 1.16c). Pak 
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• Vodorovné posunutí δδδδc,h pr	�ezu c  

S p�ihlédnutím k momentovým obrazc�m M (obr. 1.16b) a obrazc�m M (obr. 
1.16d) dostaneme 
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• Výsledné posunutí δδδδc pr	�ezu c  

obdržíme vektorovým sou�tem složek o velikosti δc,v a δc,h (obr. 1.16f). Vý-
sledné posunutí δc pak má velikost 

22
vchcc ⋅⋅ += δδδ  

a sm�r αc, pro n�jž platí vztahy 
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'22 1657,01138,000957,000615,0 �==+= cc m αδ . 

• Pooto�ení ϕϕϕϕc pr	�ezu c  

Využijeme momentové obrazce M (obr. 1.16b) a obrazce M (obr. 1.16e), takže 
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− cc ϕϕ (po sm�ru). 

Otázky 
1. Vysv�tlete pojem virtuálního p�etvo�ení, zatížení a virtuální práce. 

2. Jak se ur�í virtuální práce vn�jších a vnit�ních sil p�ímého prutu? 

3. Princip virtuálních prací. 

4. Bettiho v�ta o vzájemnosti virtuálních prací. 

5. Maxwellovy v�ty. 

6. Maxwell�v–Mohr�v vztah pro výpo�et p�etvo�ení prutové konstrukce. 

7. Jak se ur�í posunutí �i pooto�ení pr��ezu plnost�nného nosníku? 

8. Vereš�aginovo pravidlo. 

9. Jak se ur�í posunutí sty�níku rovinného p�íhradového nosníku? 

Shrnutí 

Nau�ili jsme se ur�ovat složky p�emíst�ní (posunutí a pooto�ení) v diskrétních 
bodech plnost�nných i p�íhradových nosník� metodou jednotkových sil, tj. 
aplikací principu virtuálních prací. Proto jsme si vysv�tlili základní pojmy o 
virtuální práci a odvodili ji pro p�ímý rovinný prut. Pomocí Lagrangeova prin-
cipu virtuálních prací jsme získali Maxwell�v–Mohr�v vztah pro výpo�et de-
formací metodou jednotkových sil. Uvedli jsme si zjednodušení pro plnost�nné 
i p�íhradové nosníky a pom�cku pro vy�íslení integrálu – Vereš�aginovo pra-
vidlo. Získané znalosti jsme použili p�i �ešení numerického p�íkladu. 
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4 Silová metoda 

Silová metoda je jedna ze dvou základních metod pro �ešení staticky neur�i-
tých prutových konstrukcí. U této metody se za neznámé volí silové veli�iny 
(reakce, složky výslednice vnit�ních sil), proto se metoda ozna�uje jako p�ímá. 
Po�et neznámých veli�in a sou�asn� po�et �ešených rovnic ur�uje stupe� sta-
tické neur�itosti. Vedle statických podmínek rovnováhy se navíc sestavují p�e-
tvárné (deforma�ní) podmínky. Jako základní soustava se volí prutová soustava 
staticky ur�itá po odstran�ní p�ebyte�ných vazeb �i interakcí. 

Silová metoda je vhodná pro �ešení jednoduchých prutových soustav (s nízkým 
stupn�m statické neur�itosti), není nevhodná k algoritmizaci, ale je nezbytná 
k �ešení prut� základní p�etvárn� ur�ité soustavy u deforma�ní metody. 

Postup výpo�tu prutové soustavy silovou metodou je takový, že na základní 
soustav� sestavíme deforma�ní podmínky, �ímž získáme soustavu lineárních 
algebraických rovnic. Jejich �ešením obdržíme staticky neur�ité veli�iny a 
uplatn�ním t�í statických podmínek rovnováhy (v rovin�) vy�ešíme zbývající 
složky reakcí. P�i všech známých složkách reakcí b�žným postupem jako 
u staticky ur�ité prutové soustavy ur�íme pr�b�hy vnit�ních sil N, V, M. Na 
po�átku �ešení musely být p�edem zvolené (odhadnuté) rozm�ry pr��ez� všech 
prut�. P�i dimenzování prut� na konkrétní pr�b�hy vnit�ních sil se ukáže, zda 
byly voleny vhodn�. V opa�ném p�ípad� se musí provést úprava pr��ezových 
ploch a provést opravný výpo�et. 

 
Obr. 3.4:  Staticky ur�itý, p�eur�itý a neur�itý lomený nosník 

4.1 Stupe� statické neur�itosti 

Rovinná prutová soustava (obr. 3.4) uvoln�ná z podporových vazeb tvo�í spo-
le�n� s daným zatížením a jím vyvolanými složkami reakcí podporových vazeb 
rovnovážnou rovinnou soustavu sil. V rovin� však m�žeme sestavit pouze t�i 
statické podmínky rovnováhy. Je-li složek reakcí více, nesta�í podmínky rov-
nováhy k jejich ur�ení. 

Ozna�íme-li a po�et jednoduchých vn�jších vazeb (event. p�evedených na jed-
noduché), je otev�ená rovinná prutová soustava zevn� staticky (a kinematicky) 
ur�itá, když a = 3, staticky neur�itá (a kinematicky p�eur�itá), když a > 3 a 
staticky p�eur�itá (a kinematicky neur�itá, tj. pohyblivý mechanismus), je-li 
a < 3. 
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Obr. 3.5:  Vnit�ní kluby 

Statickou neur�itost snižují vložené vnit�ní klouby (obr. 3.5). Jednoduchý 
vnit�ní kloub spojující dva pruty p�idává jednu statickou podmínku Mk = 0. 
Vnit�ní kloub spojující navzájem n prut	 pak p�idává n – 1 statických pod-
mínek a nahrazuje n – 1 jednoduchých kloub�. 

 
Obr. 3.6:  Jednoduchý uzav�ený rám 

Každá uzav�ená �ást prutové soustavy (obr. 3.6) p�edstavuje v rovin� t�i ne-
známé složky výslednice vnit�ních sil N, V, M. Roz�íznutím uzav�ené �ásti a 
nahrazením t�emi interakcemi v obou �ezem rozd�lených �ástech se objeví dal-
ší neznámé silové veli�iny. 

Stupe� statické neur�itosti rovinné prutové soustavy je tedy roven po�tu 
p�ebyte�ných staticky neur�itých veli�in soustavy (podporové reakce, složky 
N, V, M v libovolném pr��ezu). Ur�íme ho ze vztahu 

ns = (a – 3) + 3u – pk , (3.5) 

kde a je po�et složek reakcí vn�jších vazeb, u po�et uzav�ených �ástí, pk po�et 
jednoduchých vnit�ních kloub�. Výraz a – 3 p�edstavuje zevní statickou neur-
�itost a výraz 3u – pk vnit�ní statickou neur�itost. Odstran�ním všech p�ebyte�-
ných veli�in se vytvo�í základní staticky ur�itá soustava. 

 
Obr. 3.7:  Staticky ur�itá, p�eur�itá a neur�itá kloubová prutová soustava 
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P�íhradová soustava (kloubová prutová soustava), nap�. podle obr. 3.7, je 
jako celek staticky (a kinematicky) ur�itá, když platí 2b = p + a (viz vztah 
(3.2) modulu BD01-MO4) a sou�asn� nenastane výjimkový p�ípad a je D ≠ 0. 
P�íhradová soustava je staticky (a kinematicky p�eur�itá) neur�itá, platí-li 
2b < p + a a staticky (a kinematicky neur�itá) p�eur�itá, je-li 2b > p + a. Stupe� 
statické neur�itosti p�íhradové soustavy tedy ur�íme ze vztahu 

ns = p + a – 2b , (3.12) 

kde p je po�et vnit�ních prut�, a po�et složek reakcí vn�jších vazeb, b po�et 
sty�ník�, a – 3 p�edstavuje zevní statickou neur�itost a p + 3 – 2b vnit�ní sta-
tickou neur�itost. Posouzení podle vztahu (3.5) je rovn�ž možné, ale pon�kud 
nepraktické. 

Ve všech p�ípadech rovinných prutových soustav však vždy musí platit a ≥ 3. 

4.2 �ešení rovinného rámu 

Stupe� statické neur�itosti ns prutové soustavy stanovíme podle vztahu (3.5). 
Zvolíme základní staticky (a kinematicky) ur�itou soustavu, tj. odstraníme ns 
vhodn� zvolených jednoduchých vazeb. P�itom nesmí nastat výjimkový p�ípad 
podep�ení (musí tedy být D ≠ 0). Každou odebranou jednoduchou vazbu na-
hradíme odpovídající složkou reakce �i interakce (Xi pro i = 1, 2, …, ns) 
s neznámou velikostí a libovoln� zvoleným smyslem, které p�edstavují static-
ky neur�ité veli�iny. 

Základní staticky ur�itou soustavu lze vytvo�it mnoha zp�soby. Její tvar závisí 
na volb� p�ebyte�ných jednoduchých vazeb. Volíme ji vždy s ohledem na 
usnadn�ní výpo�tu. Základní soustava je zatížena daným zatížením a staticky 
neur�itými veli�inami Xi . P�itom deformace musí být shodná s deformací p�-
vodní staticky neur�ité konstrukce. V míst� odebrané jednoduché vazby p�ede-
píšeme deforma�ní (p�etvárné) podmínky v obecném tvaru 

δi = di (i = 1, 2, …, ns), (3.16) 

kde di jsou p�edepsané hodnoty deformací (u nepoddajného podep�ení di = 0). 

 
Obr. 3.8:  Jednoduchý staticky neur�itý rovinný rám 

Nap�. u soustavy z obr. 3.8 s ns = 3 lze jako základní soustavu (s r�znými de-
forma�ními podmínkami) volit lomenou konzolu (obr. 3.8b), lomený prostý 
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nosník (obr. 3.8c), trojkloubový lomený nosník (obr. 3.8d), složenou nosníko-
vou soustavu nebo po roz�íznutí dv� lomené konzoly (obr. 3.8e). P�itom ne-
smíme volit základní soustavu tak, aby vzniknul virtuální kloub nebo aby t�i 
klouby ležely v jedné p�ímce. 

Každou deformaci δi základní soustavy ve vztahu (3.16) vyjád�íme jako funkci 
daného zatížení a jednotlivých staticky neur�itých veli�in Xi (s využitím prin-
cipu superpozice). Díl�í vyšet�ované stavy pak jsou nultý stav s p�sobícím 
daným zatížením a každý i–tý stav s p�sobící jedinou p�íslušnou staticky neur-
�itou veli�inou Xi = 1 (s využitím principu úm�rnosti) pro i = 1, 2, …, ns. 

 
Obr. 6.8:  Metoda jednotkových sil u jednoduchého rovinného rámu 

4.2.1 Obecn� �ešený p�íklad 

Princip �ešení rámu silovou metodou si ukážeme obecn� na p�ípadu jednodu-
chého otev�eného rámu oboustrann� vetknutého (obr. 6.8a). Podle vztahu (3.5) 
ur�íme ns = 3. Základní soustavu zvolíme jako prostý lomený nosník (obr. 
6.8b) s neznámými X1 = Ma , X1 = Mb , X1 = Rbx . Na základní soustav� vyšet�í-
me celkem ns + 1 = 4 zat�žovací stavy, a to 

• nultý stav od daného zatížení (síly F), viz obr. 6.8c, 
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• jednotkové stavy 1 až 3 pro neznámé jednotkové síly X1 = 1, X2 = 1 a 
X3 = 1 (obr. 6.8d-f). 

Pro každý z t�chto zat�žovacích stav� vyšet�íme pr�b�hy ohybových moment� 
Mi (i = 0, 1, 2, 3), nebo� vliv normálových a posouvajících sil zanedbáme. 

P�etvárné (deforma�ní) podmínky p�edepíšeme tak, aby deformace základní 
soustavy (s p�sobícím zadaným zatížením a neznámými silami Xi) byla stejná 
jako p�vodní staticky neur�itá soustava, tedy 

.0

,0

,0

3

2

1

==
==
==

δ
δϕ
δϕ

b

b

a

u

 (6.1) 

Aplikací principu superpozice a principu úm�rnosti m�žeme p�etvárné pod-
mínky rozepsat do soustavy p�etvárných rovnic  

,0

,0
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0,233,222,211,2

0,133,122,111,1
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 (6.2) 

4.2.2 Kanonické rovnice 

Rovnice (6.2) p�edstavují kanonické rovnice (kánon je zákon, pravidlo), které 
nezávisí na tvaru prutové soustavy. Fyzikální význam p�etvárných sou�initel� 
δi,k (vzhledem k platnosti t�etí Maxwellovy v�ty) se p�i numerickém �ešení po-
tla�uje. V úsporném tvaru pak m�žeme kanonické rovnice obecn� zapsat 

).3,2,1(00,
1

, sik

n

k
ki niX

s

≡==+�
=

δδ  (6.3) 

kde δi,k je deforma�ní sou�initel vyjad�ující pooto�ení nebo posunutí pr	�ezu i 
základní soustavy ve sm�ru veli�iny Xi od k–tého jednotkového stavu Xk = 1, 
δi,0 je deforma�ní sou�initel vyjad�ující pooto�ení nebo posunutí pr	�ezu i 
základní soustavy ve sm�ru veli�iny Xi od nultého zat�žovacího stavu. Index i 
p�edstavuje �íslo deformace (místo sledované deformace) a je totožné s �íslem 
neznámé veli�iny Xi , index k, resp. 0 ur�uje �íslo zat�žovacího stavu, v n�mž 
deformace vznikla. Sou�initele δi,i se nazývjí hlavní deforma�ní sou�initele 
(nebo� leží na hlavní diagonále) a sou�initele δi,k jsou vedlejší deforma�ní sou-
�initele (leží na vedlejších diagonálách). Podle Maxwellovy v�ty platí 

δi,k = δk,i      (pro i ≠ k) . (6.4) 

V maticové form� m�žeme kanonické rovnice zapsat 

0X =+ 0δδ  (6.5) 

bez vlivu deforma�ního zatížení typu popušt�ní, nebo ve tvaru 

,0 dX =+ δδ  (6.6) 

kde je matice deforma�ních sou�initel� 
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vektor staticky neur�itých veli�in 

{ } ,...,,, 21
T

ns
XXX=X  (6.8) 

vektor zat�žovacích �len� 

{ } ,...,,, 0,0,20,10
T

ns
δδδδ =  (6.9) 

event. vektor daných deformací v místech odebraných vazeb (nehomogenní 
okrajové podmínky) 

{ } ....,,, 21
T

ns
ddd=d  (6.10) 

4.2.3 Výpo�et p�etvárných sou�initel	 

Pro ur�ení p�etvárných sou�initel� δi,k a δi,0 využijeme aplikaci principu 
virtuálních prací podle kapitoly 3. P�i uvažování vlivu ohybových moment�, 
normálových i posouvajících sil získáme z Maxwellova–Mohrova vztahu 
(1.36) výrazy 

,000
0, ds
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i ��� ++= κδ  (6.11) 
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ki ��� ++= κδ  (6.12) 

kde k výpo�tu integrál� m�žeme využít tabulku 14.3 nebo Vere�šaginovo pra-
vidlo (odst. 3.4.2). Vliv normálových a posouvajících sil se u p�ímých prut� 
velmi �asto zanedbává. Pro ur�ení správného znaménka p�etvárného sou�inite-
le z ohybových moment� je výhodné obrazce ohybových moment� opat�it 
znaménky podle zvolených vláken (viz obr. 6.8). Kreslíme-li d�sledn� po�ad-
nice ohybových moment� na stranu skute�n� tažených vláken, pak platí, že 
jsou-li obrazce na stejné (opa�né) stran�, je p�etvárný sou�initel kladný (zápor-
ný). 

4.2.4 Ur�ení vnit�ních sil 

Ur�ují se zbývající statické veli�iny každého prutu vyjmutého z rámové sou-
stavy. Výpo�et vnit�ních sil v pr��ezu x provedeme na základní soustav� bu	 

• podle zásad statiky, p�i�emž na základní soustav� p�sobí dané silové 
zatížení a již známé síly Xi , nebo 

• pomocí superpozi�ních vztah�  

 Mx  =  Mx,0  + Mx,1 X1  + Mx,2 X2  + …  +  Mx,ns Xns , (6.14) 

 Ra   =  Ra,0   + Ra,1 X1  + Ra,2 X2   + …  +  Ra,ns Xns , (6.15) 
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p�i uvažování vlivu V, N pro výpo�et p�etvárných sou�initel� lze též 

Vx  =  Vx,0   + Vx,1 X1  + Vx,2 X2  + …  +  Vx,ns Xns , 

Nx  =  Nx,0  + Nx,1 X1  + Nx,2 X2  + …  +  Nx,ns Xns . 

Pro výpo�et posouvajících sil na prutech je výhodné použít vztah 

 
ab

ab
xxxx l

MM
VVVV

−+=∆+= 0,0, , (5.22) 

kde Vx,0 je posouvající síla v pr��ezu x prostého nosníku od daného silového 
zatížení, ∆V je p�ír�stek posouvající síly od koncových moment� (je konstantní 
pro celý prut). Nej�ast�ji se ur�ují v koncových pr��ezech a nebo b. 

Pro mezipodporové momenty platí 

 
ab

ba
xxxx l

xMxM
MMMM

+′
+=∆+= 0,0, , (5.24) 

kde Mx,0 je ohybový moment v pr��ezu x prostého nosníku od daného silové-
ho zatížení, ∆Mx je p�ír�stek ohybového momentu v pr��ezu x od podporových 
moment�. 

Normálové síly v prutech se ur�í z podmínek rovnováhy neznámých normálo-
vých sil a známých posouvajících sil (v�etn� daného silového uzlového zatíže-
ní)na uvoln�ných uzlech. Kontrolu rovnováhy je nutno provést jednak u jed-
notlivých uvoln�ných uzl�, nevyužitých pro výpo�et normálových sil, jednak 
pro celou rámové soustavy (uplatní se t�i globální statické podmínky rovno-
váhy). 

4.3 Ilustrující p�íklad 

Jako ukázku aplikace �ešení rovinného rámu silovou metodou si uvedeme p�í-
pad lomené konzoly. 

P�íklad 4.1 

Zadání 

Vy�ešte daný jednoduchý otev�ený rovinný rám z obr. 6.8a s pruty konstantní-
ho pr��ezu o délkách l1 =v1 = 6 m, l2 =v2 = 4 m, l3 = l = 8 m, momentech setr-
va�nosti I1 = 0,005 m4, I2 = 0,004 m4, I3 = 0,006 m4, modulu pružnosti 
E = 27 GPa pro zatížení osam�lým b�emenem F = 8 kN ve vzdálenosti 
p = 6 m. 

�ešení 

Podle vztahu (3.5) ur�íme ns = 3. Základní soustavu zvolíme jako prostý lome-
ný nosník (obr. 6.8b) s neznámými X1 = Ma , X1 = Mb , X1 = Rbx . Deforma�ní 
podmínky mají tvar (6.1) a z nich plynou p�etvárné rovnice (6.2). 

Zanedbáme-li vliv normálových a posouvajících sil na deformaci základní sou-
stavy, m�žeme p�etvárné sou�initele ur�it podle vztahu (6.13). Momentové 
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obrazce nultého i jednotkových stav� jsou nakresleny na obr. 6.8c–f. Vy�íslení 
sou�initel� δi,k v�etn� rozm�rových jednotek je: 
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Vy�íslení sou�initel� δi,0 v�etn� rozm�rových jednotek je: 
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Pro numerický výpo�et byly zavedeny pom�rné deformace ki ,δ ′ = 10–3Eδi,k a 

0,iδ ′ = 10–3Eδi,0 o velikostech 

.667,38',667,4',333,3'

,111,53',111,5',4444,1'

,156,7)462(
66

8
52

6
10'

,222,0
66

8
10'

,664,1
63

8
5
6

006,03
8

005,0
6

1010'

1
0,3

2
0,2

2
0,1

1
3,3

2
3,2

3
2,2

2
2

3,1
3

3,1

3
2,1

3
2,1

33
1,1

3
1,1

−−−

−−−

−−

−−

−−−

−===

=−==

−=+⋅
⋅

−
⋅

−==

=
⋅

==

=
⋅

+=	



�
�


�

⋅
+

⋅
==

kNmkNmkNm

mmm

mE

mE

m
EE

EE

δδδ
δδδ

δδ

δδ

δδ

 

Soustava p�etvárných rovnic má tvar 
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)sm�m�proti(403,02 kNmMX b == , 

).(155,13 ←== kNRX bx  

 
Obr. 6.9:  Pr�b�hy M, V, N na jednoduchém rámu 

Výpo�et zbývajících statických veli�in provedeme na základní soustav�. Slož-
ky reakcí ze superpozi�ních vztah� 
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nebo m�žeme využít statických podmínek rovnováhy 
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P�itom platí kontrola 
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Pr�b�hy vnit�ních sil jsou vyneseny na obr. 6.9. 

4.4 Deforma�ní zatížení 

4.4.1 Vliv zm�ny teploty 

Zm�na teploty tvo�í samostatný zat�žovací stav, p�i�emž δi,k jsou stejné jako 
u silového zatížení (obvykle pouze s vlivem M) a δi,0 je nutno ur�it pro p�ísluš-
ný nultý stav. 

Teplotní ú�inek lze roz�lenit na rovnom�rnou zm�nu teploty (∆t0), zp�sobující 
prodloužení �i zkrácení prutu, a na nerovnom�rnou zm�nu teploty (∆t1) lineár-
n� se m�nící po výšce pr��ezu, zp�sobující ohyb. Pro obdélníkový pr	�ez 
platí 

∆t0 = (∆td + ∆th) / 2, 

∆t1 = ∆td – ∆th . (6.20) 

Podle Maxwellova–Mohrova vztahu (1.36) platí obecn� 

 (6.21) 

a p�i ∆t0 = konst., ∆t1/h = konst. je 

 (6.22) 
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Pro i–tý jednotkový stav nutno ur�it Mi a rovn�ž  Ni . 

Zvláštní p�ípad nastane, jedná-li se o vliv RZT p�i ∆t0 = konst. a uspo�ádání 
vn�jších vazeb nebrání tepelné deformaci (obr. 6.13). Pak toto zatížení nevyvo-
lá R a N, V, M. 

 
Obr. 6.13: Rovnom�rné oteplení otev�eného (a) a uzav�eného (b) rovinného rámu 

4.4.2 Dané popušt�ní podpor rámu 

• tvo�í samostatný zat�žovací stav 

– δi,k   …   stejné jako u silového zatížení 

– δi,0   …   nutno ur�it pro p�íslušný nultý stav 

• podle zvolené základní soustavy se vliv popušt�ní projeví 

– u odebraných jednonásobných vazeb: 

hodnota popušt�ní  di  (i–té vazby s neznámou staticky neur�itou 
veli�inou  Xi) se objeví na pravé stran� p�etvárné rovnice 
(znaménka podle smysl�  di  a  Xi); deformace v míst� p�vodního 
podep�ení není nulová, ale je rovna danému popušt�ní (nehomo-
genní okrajová podmínka) 

– u ponechaných jednonásobných vazeb: 

vliv popušt�ní  δr  (konkrétn�  ur , wr , ϕr) se projeví jako nultý 
zat�žovací stav; absolutní p�etvárné sou�initele  δi,0,p  ur�íme 
podle Maxwellova–Mohrova vztahu 

 (6.23) 

                                                                                               (i = 1, 2, …, ns) , 

kde Rr,i jsou složky reakcí v ponechaných vazbách r základní soustavy v i–tém 
stavu, δr je hodnota daného popušt�ní vazby r ve sm�ru reakce Rr,i (znaménko 
podle smyslu reakce), pv je po�et ponechaných vazeb základní soustavy (ob-
vykle 3). 

P�etvárné rovnice (pro ob� varianty zadávání daného popušt�ní) 

 (6.24) 

po úprav� 

 (6.25) 
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4.5 �ešení spojitého nosníku 

Spojitý plnost�nný nosník je 

– p�ímý nosník uložený na více než dvou podporách (alespo� jedna je 
pevná  =  vetknutí nebo neposuvný kloub, ostatní posuvné) 

– neuvažují se vložené vnit�ní klouby 

– nad vnit�ními podporami probíhá spojit� (nejsou tam vnit�ní klouby). 

Pole je �ást spojitého nosníku mezi sousedními podporami, rozp�tí je délka 
pole, pr��ez spojitého nosníku m�že být konstantní po celé délce, konstantní 
v jednotlivých polích nebo jde o prut s náb�hy u podpor. 

Stupe� statické neur�itosti se stanoví podle vztahu ns = a – 3 (5.1), takže jed-
noduše platí pro spojitý nosník 

– s pevným kloubem   ns  =  po�et vnit�ních podpor 

– s vetknutím               ns  =  po�et všech jednoduchých podpor 

Metoda t�ímomentových rovnic je metoda silová – za neznámé se volí pod-
porové momenty Mi (i  = 1, 2, …, ns) ve vetknutí a nad vnit�ními podporami. 
Základní soustava je soustava prostých nosník� (v po�tu polí) - nejvýhodn�j-
ší. 

 
Obr. 5.1:  Spojitý nosník o t�ech polích 
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Obr. 5.2:  Základní staticky ur�itá soustava spojitého nosníku 

 
Obr. 4.1h-i:  Oboustrann� vetknutý nosník s osovým zatížením 

 

Deforma�ní podmínka 
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• u vnit�ní podpory (nap�.  b) nesmí nastat zlom (je stejný sklon te�en 
k ohybové �á�e spojitého nosníku zleva i zprava) [konvence: kladné po-
oto�ení sm�rem dol�] 

         Φba  =  –Φbc ,                                                     (5.2) 

• ve vetknutí nenastane pooto�ení 

                 Φab  =  0.                                                        (4.1a) 

Sklony te�en k ohybové �á�e u vnit�ní podpory  b  rozepíšeme 

              Φba  =  Ma βba  +  Mb αba  +  ϕba ,                           (5.3) 

              Φbc  =  Mb αbc  +  Mc βbc  +  ϕbc .                           (5.4) 

Z podmínky spojitosti  Φba  =  –Φbc  získáme pro dv� sousední pole t�ímomen-
tovou rovnici (Clapeyronovu r., 1857) pro podporu b s vlivem silového zatíže-
ní  

              Ma βba  +  Mb (αba + αbc)  +  Mc βbc  +  ϕba +  ϕbc  =  0                 (5.5) 

s neznámými podporovými momenty  Ma ,  Mb ,  Mc . 

Pro další podpory vyjád�íme t�ímomentovou rovnici cyklickou zám�nou in-
dex�. 

Pro vetknutý konec a lze uvažovat dv� varianty odvození: 

– rozepíšeme p�ímo podmínku  Φab  =  0  pomocí výrazu (5.4), v n�mž 
provedeme cyklickou zám�nu index�  b → a,  c → b  

              Ma αab +  Mb βab  +  ϕab  =  0 ,                            (5.7)≡(4.2a) 

– nebo p�epíšeme t�ímomentovou rovnici s cyklickou zám�nu index�  a → 
o,        b → a,  c → b  na tvar 

              Mo βao  +  Ma (αao + αab)  +  Mb βab  +  ϕao +  ϕab  =  0           (5.6) 

          a zjednodušíme pomocí tuhého nulového pole  oa  (loa → 0) s dosaze-
ním  

              Mo  =  0,  αao  =  βao  =  ϕao  =  0. 

Vliv svislého zatížení p�evislého konce (v podpo�e  b) se uplatní pomocí zná-
mého podporového momentu 

              Mb  =  –Mk . 

Deforma�ní zatížení spojitého nosníku 

zahrnuje   –   dané nepružné popušt�ní podpor 

                 –   vliv nerovnom�rné zm�ny teploty 

  (rovnom�rná zm�na vede na prodloužení nosníku bez vzniku V, M) 

• Dané popušt�ní podpor  

St�ednice prostých nosník�  ab, bc  základní soustavy se pooto�í o úhly 

 (5.8) 

Ve vetknutí poklesne o stejnou hodnotu 
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celé nulové pole  oa, takže  wo  =  wa  a tím ϕoa,p  =  0. 

• Nerovnom�rná zm�na teploty  

Lineární zm�na teploty po výšce pr��ezu: 

– teplota dolních vláken se zm�ní o  ∆td   

– teplota horních vláken se zm�ní o  ∆th   

Podporové pr��ezy prostých nosník� základní soustavy u podpory  b  se pooto-
�í podle Maxwellova-Mohrova vztahu (1.36) o úhly 

 (5.9) 

kde     ∆t1(x)  =  ∆td  –  ∆th , 

           h(x)   …   výška pr��ezu. 

U nosníku s  EI = konst. lze pooto�ení vyjád�it 

 (5.17) 

kde teplotní rozdíly jsou     ∆tab  =  ∆tab,d  –  ∆tab,h , 

                                            ∆tbc  =  ∆tbc,d  –  ∆tbc,h . 

Obecný tvar t�ímomentové rovnice 

pro podporu  b  spojitého nosníku p�i uvažování silového i deforma�ního zatí-
žení 

 (5.10) 

U prut� s konstantním pr	�ezem v jednotlivých polích 

– jsou deforma�ní úhly dány vztahy 

 (4.4) 

         ϕ   …   pomocí Maxwellova-Mohrova vztahu, 

                     nebo z tabulky 14.2. 

– integrály vyjad�ující pooto�ení od vlivu nerovnom�rné zm�ny teploty lze 
vyjád�it jednoduchými vztahy 

 (5.17) 

Pr	b�hy  složek  vnit�ních  sil   u spojitého nosníku 

Momentový obrazec lze vynést hned po vy�ešení soustavy rovnic: 

– z po�adnic podporových moment� získáme posunutou základní �áru  

– od ní vynášíme obrazce  M  dle zatížení jako na prostém nosníku 

Zbývající statické veli�iny spojitého nosníku 

�ešením soustavy t�ímomentových rovnic     →  podporové momenty 

samostatné �ešení každého pole jako prostého nosníku   →   V, M, R  

– uplatn�ním zásad statiky 

– z odvozených obecných vztah� 

• Posouvající síla 
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Pro libovolný pr��ez  x  platí 

                                                                                                                  (5.22) 

 

kde   Vx,0   …   posouvající síla v pr��ezu  x  prostého 

                        nosníku od daného silového zatížení, 

         ∆V   …   p�ír�stek posouvající síly od 

                        podporových (koncových) moment� 

                        (konstantní pro celý prostý nosník). 

V koncových pr��ezech   …   x  →  a  nebo  b. 

• Mezipodporový moment 

Pro libovolný pr��ez x platí 

                                                                                                                  (5.24) 

kde   Mx,0   …   ohybový moment v pr��ezu  x  prostého 

                         nosníku od daného silového zatížení, 

         ∆Mx   …   p�ír�stek ohybového momentu v pr��ezu 

                          x  od podporových moment�. 

• Podporová reakce posuvného kloubu 

Z rovnováhy svislých sil p�sobících 

na uvoln�ný nosníkový element nad 

podporou  b  

        � Fiz  =  0 :     – Rb  –  Vb,l  +  Vb,p  =  0 

získáme 

        Rb  =  – Vb,l  +  Vb,p  =  – Vba  +  Vbc .              (5.25) 

• Vodorovná složka reakce 

pevného kloubu nebo dokonalého vetknutí  =  staticky ur�itá veli�ina; 

ur�í se z podmínky  � Fix = 0  pro celý spojitý nosník. 

 
Obr. 5.3:  Vetknutý konec a spojitého nosníku 
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Obr. 5.4:  Nerovnom�rná lineární zm�na teploty nosníku 

 

 
Obr. 5.6:  Pole ab spojitého nosníku 

 
Obr. 5.7:  Uvoln�ný nosníkový element s reakcí Rb 

4.6 Využití symetrie rámu 

u rovinného rámu �i spojitého nosníku 

veli�iny   –   symetrické  N, M, w  (p�i AZ jsou nulové) 

                –   antimetrické  V, ϕ     (p�i SZ jsou nulové) 

�ešíme vždy jednu polovinu rámu;     � 

obecné zatížení se rozkládá na           �       �     snížení po�tu p�etvárných rov-
nic 
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     –     zatížení symetrické                �                            ns  =  ns,S  +  ns,A  

     –     zatížení antimetrické              � 

rozlišujeme p�ípady   –   osa symetrie protíná p�í�el 

                                   –   osa symetrie prochází sloupem 

Osa symetrie rámu protíná p�í�el 

�ešení:                   ru�ní    –    staticky neur�ité veli�iny  =  složky  N, V, M  na 
ose SK 

                                                  (ZS  …  p�í�el jako dv� konzoly) 

             náhradní vazbou    –    staticky neur�ité veli�iny a ZS lze volit pro SZ i 
AZ                      

                                                  zcela nezávisle (co nejvhodn�ji) 

 

Staticky neur�ité p�íhradové nosníky 
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Obr. 5.8: Soum�rný spojitý nosník o t�ech polích 
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Obr. 5.9: Soum�rný nosník se symetrickým zatížením 

 

 
Obr. 5.10: Soum�rný nosník s antimetrickým zatížením 
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Otázky 
1. Stupe� statické neur�itosti rovinného rámu. 

2. Volba staticky neur�itých veli�in rámu. 

3. Podstata �ešení rovinného rámu silovou metodou. 

4. Výpo�et p�etvárných sou�initel�. 

5. Volba staticky neur�itých veli�in spojitého nosníku. 

6. Jakou deforma�ní podmínku vyjad�uje t�ímomentová rovnice? 

7. Výpo�et podporových reakcí spojitého nosníku. 

8. Vliv zm�ny teploty rovinného rámu. 

9. Vliv daného popušt�ní rovinného rámu. 

10. Definujte soum�rný rovinný rám. 

11. Symetrické a antimetrické veli�iny. 

Shrnutí 

V této kapitole jsme si objasnili princip �ešení staticky neur�itých prutových 
soustav silovou metodou. Nejprve jsme si ukázali �ešení rovinného rámu a ná-
sledn� �ešení spojitého nosníku pomocí speciální volby základní soustavy ve-
doucí na odvození t�ímomentové rovnice. Zabývali jsme se rovn�ž vlivem de-
forma�ního zatížení a využitím symetrie p�i �ešení rovinných rám� a spojitých 
nosník�. 
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5 Tabulky 

V této kapitole jsou souhrnn� uvedeny všechny tabulky univerzáln� použitelné 
v p�edchozích kapitolách. 

 

 

Tab. 14.3:  Hodnoty integrál� � xMM d u prut� konstantního pr��ezu 
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Tab. 14.3:  Hodnoty integrál� � xMM d u prut� konstantního pr��ezu (pokra�ování) 
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Tab. 14.3:  Hodnoty integrál� � xMM d u prut� konstantního pr��ezu (pokra�ování) 
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Tab. 14.2:  Deformace prostého nosníku konstantního pr��ezu 
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Tab. 14.2:  Deformace prostého nosníku konstantního pr��ezu (pokra�ování) 
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Tab. 14.2:  Deformace prostého nosníku konstantního pr��ezu (pokra�ování) 
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Poznámky 
 


