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Uvod

1 Uvod

1.1 Cile

V tomto ¢tvrtém modulu Zakladt stavebni mechaniky si doplnime feSeni
rovinnych prutovych konstrukci o analyzu rovinného staticky urcit¢ho
zaktiveného nosniku. Déle se sezndmime s feSenim rovinnych staticky urcitych
ptihradovych konstrukci. Obecny vztah pro posouzeni statické a kinematické
urcitosti ze tfettho modulu pfevedeme na vztah vhodnéjsi pro piihradové
soustavy. Zminime se o posuzovani vyjimkového uspofadani piihradové
soustavy. Uvedeme si dvé zdkladni metody feSeni prutovych konstrukci
s kloubové pfipojenymi pruty, a to metodu styénikovou (v obecné a
zjednoduSené variant¢) a metodou prise¢nou. V posledni kapitole tohoto
modulu rozs8itime analyzu pfimého prutu o ucinek prostorového namahani.
Uvedeme si zplsob podepieni, posouzeni statické urcitosti, vypocet reakci a
odvodime diferencidlni podminky rovnovéhy. Vyklad budeme ilustrovat
priklady teSeni jednoduchého piimého nosniku a prostorové lomeného
nosniku.

Nasim cilem ve finale budou vypocty nosnych stavebnich konstrukei z hlediska
poskytnuti idaji pro dimenzovani podle jednotlivych materiali.

1.2 Pozadované znalosti

Ctvrty modul zakladd stavebni mechaniky je pfimym pokraGovanim tfetiho
modulu. Navazuje pfitom na znalosti ziskané v prvnim modulu v rovinnych
silovych soustavach. I zde budeme aplikovat rozklad sil do pravouhlych slozek,
staticky moment sily, redukci sily k bodu a statické podminky rovnovahy sil a
momenta sil.

Z matematického aparatu budeme pouzivat goniometrické funkce, diferencialni
pocet vCetné ur€ovani extrému funkce a vyznamu derivace jako smérnice te€ny
ke ktivce, integralni pocet pro vyjadieni ptislusnych funkci integraci.

1.3  Doba potirebna ke studiu

Modul obsahuje latku probiranou ve Ctyfech tydnech semestru. Doba potifebna
k nastudovani jednotlivych kapitol ¢i odstavcii se 1iSi od n¢kolika minut do
neékolika desitek minut. Zalezi to jednak na ptfedchozi prupravé studenta
v prislusné oblasti, jednak na obtiznosti daného tématu. Potfebnd doba ke stu-
diu ¢ini 20 az 30 hodin.

1.4 Klicova slova
mechanika, statika, pruznost, sila, staticky moment, dvojice sil, silova soustava,

rovnovaha, ekvivalence, vypoctovy model, prutova konstrukce, zatizeni, vaz-
by, reakce, slozky reakci, statickd a kinematické urcitost, vyjimkovy piipad
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podepieni, vnitini sily, diferencidlni podminky rovnovahy, priabéhy a diagramy
vnitinich sil, zaktfiveny nosnik, transformaéni vztahy, ptihradovy nosnik, styc-
nikovd metoda, priise¢na metoda, Ritterova uprava, mimosty¢né zatizeni, pro-
storové namahani, prostorové lomeny nosnik, balkonovy nosnik
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2 Rovinny zakriveny prut

Oblouky umoznuji pfekonat mnohem vétsi rozpéti nez nosniky pfimé. Mohou
byt jako samostatné zaktivené nosniky (obr. 2.1) nebo jako soucést ramové
konstrukce s obloukovou pficli ve tvaru zakriveného prutu. Jednoduchy ob-

louk predstavuje samostatny zaktiveny prut podepfeny na obou koncich. U sta-

ticky neurcitych obloukdi (viz Statika stavebnich konstrukci) dochazi

k vyhodné€j$imu naméhani, ale je nutné zachytit vodorovné sily v podporach
(pomoci masivnich blokd, tahel apod.).

Z
"? v — vrchol =

Obr. 2.1: Rovinny zakviveny nosnik

U zakfivenych prutl se projevuje klenbovy tcinek, kde se svisl¢ zatizeni pre-
nasi do podpor prevazné tlakovymi normalovymi silami, méné¢ ohybem a
smykem. U staticky neurcitych konstrukci vznikaji pfi vyhradné svislém zati-
zeni velké vodorovné slozky reakci v podporach.

2.1  Charakteristiky zakriveného nosniku

Stfednice zaktiveného prutu se voli ve tvaru rovinné kiivky. Popis stfednice 1ze
zadat analyticky funkci z(x) obvykle jako ¢ast kuzelosecky (kruznice, elipsy,
paraboly riiznych stupiil) nebo ve tvaru fetézovky, ptlvlny sinusoidy apod.,
eventuelné poradnicemi z; (i =1, 2, ..., n).

Zakladnimi parametry oblouku (obr. 2.1) jsou vrchol v, rozpéti /, teoretické
rozpéti [y = 2 x,, vzepéti f a vyskovy rozdil patnich prifezi c. Dale se sleduje
maximalni vyska prifezu (v patnim prifezu) max /4 a minimalni polomér kii-
vosti (ve vrcholu) min 7.

Jako ploché se oznacuji oblouky, je-1i pomér
I <oz, 2.1)
0
malo zakfivené jsou pii
max 4 < 0,1 min r (2.2)

a Stihlé pii
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max 7 < 0,1/ (2.3)
U staticky neurcitych obloukt zaleZi uz pfi vypoctu na proménnosti prifezu.
Nejcastéji se uvazuje spojita zména po celé délce oblouku. Nejjednoduseji to
vyjadiime zvétSovanim momentu setrvacnosti od vrcholu k podpordm podle
vztahu

IV

I(x) = :
CoS @

(2.4)

kde 7, je moment setrvacnosti vrcholového prifezu a ¢ je thel sklonu tecny ke
stfednici v prafezu x.

rg =4
. T
L_ﬁ :N v [_gl - qvl
s
E Y

Obr. 2.2: Spojitd zatizeni na zakriveném nosniku

Jako zatiZeni se u zakrivenych prutu uvazuji osamélé sily ¢i momenty a spojité
zatizeni (obr. 2.2), pusobici svisle, vodorovné, kolmo ke stfednici nebo te¢né
ke stfednici. Zadani intenzity spojitého zatizeni ¢ mizeme realizovat na jed-
notku vodorovné ¢i svislé délky nebo na jednotku délky stednice.

(a)

Obr. 2.3: Slozky vnitinich sil zakriveného prutu

2.2 Vypocet vnitinich sil

V priifezu x vznikaji (stejné jako u ptimého prutu) tii slozky vnitinich sil —
normalova sila N, posouvajici sila ¥ a ohybovy moment M. Resi se rovnéz
z podminek rovnovahy na oddélené Casti nosniku; pti praktickém postupu lze
pouzit zasady:

e normalova sila N je dana algebraickym souctem primétii vSech vnéjsich sil
z jedné ¢asti prutu do sméru fecny ke stiednici,

e posouvajici sila V' je dana algebraickym souctem priméti vSech vnéjsich sil
z jedné Casti prutu do sméru normadaly ke stiednici,
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e ohybovy moment M je dan algebraickym souétem statickych momenti
vSech vnéjsich sil z jedné ¢asti prutu (coz je stejné jako u ptimého prutu).

Kladné smysly slozek vnitinich sil N, V, M se uvazuji jako na ptimém prutu.
2.2.1 Transformacni vztahy

Protoze pti vypoctu normalové a posouvajici sily se s ménicim priafezem méni
1 sklon tecny, je ptimy vypocet pon€kud neprakticky. Pii numerickém vypoctu
proto postupujeme vyhodné tak, Ze vyslednici R nejprve rozlozime do slozky
horizontalni H a vertikalni S (obr. 2.3b). Ze slozek H, S urcime slozky N, V
(obvykle v desetinach rozpéti oblouku /) pomoci transformaénich vztahi

N = Hcosp — Ssing,

V = Hsing + Scose, (2.5)
kde ¢ je uhel sklonu tecny ke stiednici v prifezu x.

Poradnice N, V, M vynasime ve sméru normal ke strednici nebo Castéji svisle
od vodorovné zdkladni cary (viz obr. 2.5).

Obr. 2.4: Zakviveny prutovy element

2.3 Diferencialni podminky rovnovahy zakriveného
prutu

Podobn¢ jako u pfimého prutu, vytnéme ze zakiiven¢ho prutu dvéma soumez-

nymi fezy kolmymi ke stfednici prutu diferencialni element (obr. 2.4) s délkou
stiednice

ds=pde, (2.6)

kde p je polomér kiivosti. Na element piisobi diferencidlni sily od spojitych
rovnomeérnych zatizeni
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~

dN, =nds=npde,

d0, =g ds=gpdp,
dM, =mds=mp de (2.7)

a slozky vyslednice vnitinich sil N, V, Ma N+ dN, V' + dV, M + dM za odejmu-
té Casti prutu (obr. 2.4). Sestavime-li statické podminky rovnovéhy sil a mo-
mentl na uvolnéném elementu 2F;, = 0, 2F;, = 0, > M;, = 0, ziskame po na-
hrad¢ veli¢in malého thlu d¢ /2 a zanedbani infinitezimalnich veli¢in druhého
fadu po tprave diferencialni podminky rovnovahy
wyy., YN, My (2.8)
ds p ds

Extrémy vnitinich sil N, V, M pak nastanou v priifezu, v némz bude platit

n=—, qg=——, V=—m. (2.9)

Priklad 2.1

Zadani

Urcete reakce a vykreslete prubéh vnitinich sil na prostém nosniku
s parabolickou stfednici (obr. 2.5a) o rozpéti / = 10 m, vzepéti =4 m, zatize-
ném svislym spojitym rovnomérnym zatizenim ¢ =1kNm™' po pudorysném
priamétu sttednice.

Reseni

Rovnice stfednice parabolického nosniku v soufadnicové roviné x, z
s pocatkem o=a

z(x)z‘;—zf(zx—x2)=4l—f‘(1—x). (2.10)
Rovnice sklonu te¢en ke stiednici nosniku
z'(x):%ztg(pzi—zf(l—bc). (2.11)

Vztahy pro goniometrické funkce

cosgo:; sin(o:tggo-cosgo:tg—(p (2.12)

Ny Jl+tg?o

Slozky reakci vazeb R, =H, , R_, R,_=H,, R, prostého zakfiveného nos-

az >

niku z podminek rovnovahy
> F,=0: H-H,=0 = H,=H,

lQ=%ql=5kN

[
M, =0: R -I-0-=0 = R_=
Z ia bz Q2 bz 2
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[ 1 1
M,=0: -R_-1+Q0—=0 = R_=—Q=—qgl=5kN
z ib az Q2 az 2Q Zq

Mezi slozkami reakei H,, R,  plati vztah

5
H, tga, - tg 75°

=1,340 kN

Vyslednice vnitinich sil v libovolném prifezu x nosniku ma horizontalni sloz-
ku H(x)=—-H, =-1,340 kN a vertikalni slozku S(x) o velikosti

S(x)zRaz—qng(l—Zx). (2.13)

Slozky vnitinich sil N(x), V(x), M(x) v prufezu x nosniku s pfihlédnutim ke
vztahtim (2.5), (2.13):
N(x)=-H, cos¢)—%(l—2x)sin(p,

V(x)=-H, sin(p+%(1—2x)005(p,

M(x):q—zx(l—x)—H z. (2.14)

a

Ve vrcholu oblouku v pro x :% a @ =0° dostavame

1
N, =-H, V=0, M,=—ql’-H,f.

v a?’ v v

Pomoci uvedenych vyrazii vypoc¢teme slozky vyslednice vnitinich sil N(x),
V(x), M(x) v desetinach rozpéti parabolického nosniku. V tabulce 2.1 jsou
uvedeny vysledky pouze z levé poloviny nosniku. Vypoctené hodnoty (potad-

nice) jsou pak vyneseny od stiednice nosniku ve sméru normal i od vodorovné
zakladni strany na svislicich a z nich ziskany ptislusné pribéhy N, V, M.
Tab. 2.1: Vypoclet poiadnic sloZek vnitinich sil na zakiiveném nosniku
x| z |, . H(x) | S(x) | N(x) | V(x) | M(x)
Z'=tg@| COsSQ | sing
(m)| (m) kN) | (kN) | (kN) | (kN) | (kN)
01000 1,60 |0,530 0,848 | —1,34 -4,950| 1,514 0
11,44 1,28 |0,616 | 0,788 | —1,34 -3,977| 1,407 | 2,570
2,56 | 0,96 | 0,721 | 0,693 | —1,34 —-3,045| 1,236 | 4,570
336 | 0,64 | 0,842 | 0,539 | —1,34 -2,207{ 0,963 | 5,998
3,84 | 0,32 | 0,952 | 0,305 | -1,34 —1,581] 0,544 | 6,854
4,00 0 1,000 0 -1,34 -1,340| O 7,140

S| = N W[ | W

D | W N

V piipad¢ prostého parabolického nosniku se svislou reakei Ry = Rp; (ap = 90°)
posuvného kloubu b dostavame
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H,=H,=0, RzzR,,Z:%ql=5kN,

N,=0, V, =0, Mvzéqlz =12,5kNm.

Je-li reakce R, posuvného kloubu b parabolického nosniku (obr. 2.5a) odklo-

4
néna od vodorovné osy o thel o, s tga, = Tf =1,6, potom

R =R, =~gi=5\N, H —H,-—9"_3125kN,
2 2tga,

V(ix)=M(x)=0 pro 0<x</.

V prutezech nosniku vznikaji jen normalové sily, jejichz prubéh je nakreslen
na obr. 2.5d.

lQ:q[

4950
3997
4.950

©

4570 f-
5998 /-

6.854
7,140 -
6.854

vysledky pro tga, = ﬂ:l,é:

{
®
@ @

3710 f----

S =
=
o

5.896
5076
4332
328
433
5076 [
5.896

Obr. 2.5: Prosty nosnik s parabolickou strednici

Shrnuti

Nyni si jiz umime poradit s vypoc¢tem reakci nosniku a s ur¢enim i vykreslenim
2 diagramil vnitinich sil na prutu, jehoz stfednice je zakiivena.
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3 Rovinny prihradovy nosnik

Jak jiz bylo uvedeno v odst. 3.1 tfettho modulu, vzdjemné spojeni pruti
v uzlech mize byt tuhé (jde o ramovy sty¢nik) nebo kloubové (idealni kloubo-

vy sty€nik). Jsou-li vSechny pruty pfipojeny do sty¢niku kloubové, jedna se

o velmi jednoduchy vypocétovy model prutové soustavy. V tom piipadé jsou

pruty namahéany pouze osovymi (normélovymi) silami. Pfesn¢j$i oznaceni ta-

kové konstrukce je kloubova prutova soustava. Ve stru¢né technické termino-

logii se pouziva nazev ptihradovy nosnik ¢i piihradova soustava.

Za prihradu (oddil) se povazuje skupina pruti mezi dvéma sousednimi svisli-
cemi nebo diagonalami (obr. 3.1b).

L

d

@) bod
a b
A c A
1 /sty’évnik’ové\ _
vnitgm \d zatiZeni . '// irojny
vaz g a &ni
(b) Y sty¢nik
Rer b
) WA
Mrnasobny stycy
Hiay vnEjsi vazby | R,

k—#__.g pfihrada — oddil

F,l /:2

mimosty¢né zatiZeni pruti 8, 12

Obr. 3.1: Rovinnd kloubova prutova soustava

3.1 Vypocétovy model

Na skladbu rovinné kloubové prutové soustavy miizeme pohlizet ze dvou hle-
disek. Jednak mizeme piijmout piedstavu slozené nosnikové soustavy vytvo-
fené z tuhych desek v roviné (viz odst. 3.2 tfetiho modulu) vzajemné spojenych
vicenasobnymi vnitinimi klouby (obr. 3.2).
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klouby k;, posuzuje se staticka urcitost podle jiz znamé rovnice (3.6) ze tietiho
modulu

12b+3d = a+2k .| (3.1)

Obr. 3.2: Prihradovy nosnik

Je-1i model skladby soustavy predstavovan hmotnymi body (sty¢niky) v poctu
b, navzajem spojenymi jednondsobnymi vnitinimi vazbami (kyvnymi pruty) v
poctu p a k pevnému utvaru pfipojen a jednonasobnymi vnéj$imi vazbami,
posoudi se staticka urcitost podle jednodussiho vztahu

(3.2)

Vyraz (3.2) vyjadiuje ze statického hlediska, Ze pocet 2 statickych podminek
rovnovahy uzla je roven poétu neznamych jednoduchych slozek reakci vnéj-
Sich vazeb a neznamych osovych sil (interakci) v prutech. Z kinematického
hlediska pak vyjadiuje, Ze pocet stupiili volnosti soustavy 2b je roven poctu
odebranych stupiiti volnosti vnéj$imi vazbami a a vnitinimi vazbami p.

Determinant soustavy 2b rovnic nesmi byt roven nule, nebot’ by se jednalo
o vyjimkovy ptipad (viz odst. 3.2.1). Dale musi platit pro vnéjsi vazby relace
a > 3, pticemz trojka piedstavuje tfi globalni statické podminky rovnovéhy.

Prutové soustava je staticky neurcita (kinematicky preurcitd), plati-li

2b < a+p (3.3)
a pak je nutno pro vyfeSeni pfidat jeSté pretvarné podminky (viz Statika sta-
vebnich konstrukci). Prutova soustava je staticky preurcita (kinematicky neu-
r¢ita), je-li

2b > a+p 3.4)
a konstrukce se stavd mechanismem nevhodnym pro stavebni tcely.

c 4 d c 5 d c 5 d

1] 2 : I4 LN PR P

1 3 2 (o) 1 0 {c) 1 (4]

a@b a@b a@b
2 2 2

()
\a)

b=4,p=5Sa=4 b=4,p=6,a=3 b=4,p=6,a=4
2-4<5+4 2:-4<6+3 2-4<6+4
8«9 8<9 8<10

Obr. 3.3 Staticky neurcité kloubové prutové soustavy

Krizeni diagondlnich prutii (obr. 3.3b) se pii teoretickych tivahach nemusi uva-
zovat jako sty¢nik, nebot’ z podminek rovnovahy do os obou prutd plyne rov-
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nost piislusnych osovych sil. Také zvétSenim parametru b o jednicku na levé
stran€ rovnice (3.2) a pfiddnim dvou prutd p na pravé stran¢ se rovnice nezme-
ni. Pouze v pfipad¢, Ze v misté kiizeni piisobi osam¢la sila, je tam uzel nutné
uvazovat.

Ptihradova soustava na obr. 3.1c je staticky urcita, nebot’ plati b=5, a =3,
p=7. Priklady staticky neurcitych ptihradovych soustav jsou s pfisluSnymi
parametry uvedeny na obr. 3.3.

3.2.1 Vyjimkové pripady

Vyjimkovy ptipad rovinné kloubové prutové soustavy nastane, je-li rovnice
(3.2) splnéna, ale soustava 2b rovnic ma determinant D = 0, nebot’ pruty ¢i
vnéjsi vazby jsou nevhodné usporddany. Na obr. 3.4a je soustava s parametry
b=6,a=3,p=9, ale tfi klouby (uzly a, f'a e) lezi v jedné piimce. Soustava na
obr. 3.4b mé parametry b =6, a =3, p = 9; leva piihrada je kinematicky pfeur-
Cita (piebyva jedna diagonala), zatimco prava piihrada tvofi tvarové neurcity
kloubovy ¢tytuhelnik.

Vy¢isleni determinantu 26 rovnic 1ze nahradit posouzenim kinematické urci-
tosti ze skladby prutové soustavy.

7 £
9
: b

Obr. 3.4: Vyjimkové pripady kloubovych prutovych soustav
3.2.2 Posouzeni ze skladby prutové soustavy

Nastane-li vyjimkovy pfipad, kdy rovnice (3.2) je splnéna, ale prutova soustava
¢i vazby jsou nevhodné uspotadany, je mozné tuto skute¢nost snadno zjistit
posouzenim skladby prutové soustavy. Vychazi se z toho, Ze kazdou staticky
uritou soustavu lze roz$iFit o dalsi sty¢nik pomoci dvou prutii nelezicich
v jedné ptimce. Naopak zjednoduSovani predstavuje postupné odstranovani
dvojnych uzla s ptisluSnymi dvéma pruty.

Obr. 3.5: Trojuhelnikovd prutova soustava

Pfi rozSifovani mizeme vyjit z nejjednodussi soustavy ve tvaru trojuhelniku
(na obr. 3.5 siln€ vyznacen), pro niz plati b=3, a =3, p=3. Po dosazeni do
rovnice (3.2) je 2 -3 =3 + 3, tedy 6 = 6. Pfidame-li jeden sty¢nik a dva pruty
(ve tvaru trojuhelniku), zméni se rovnice (3.2) natvar2-3+2-1=3+3+2,
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tj. 8 = 8, kde podtrzené Cleny piedstavuji pfidanou trojuhelnikovou ¢ast. Takto
ziskana trojuhelnikova soustava je vzdy staticky urcita.

Rovnéz l1ze ke konstrukci pridat jinou celou staticky urCitou soustavu pomoci
tii kyvnych prutti (netvoficich vyjimkovy ptipad, kdy osy prutl nesmi byt rov-
nobézné nebo se nesmi protinat v jednom bodu).

ZjednoduSovani naopak umozni jiny pohled na ptivodni prutovou soustavu.
Uvazme napft. soustavu z obr. 3.4b, pro niz jsme jiz urCili b=6,a=3,p=9 a
determinant soustavy vyjde D = 0. Odstranime-li uzel f'a pruty 7 a 9, zlstane
nam leva vnitiné staticky neurcitd piihrada podepiend vné staticky preurcité
(vlevo je posuvny kloub a vpravo kyvny prut). Po dosazeni do vztahu (3.2)
dostaneme 2 - 4 =6+ 2, tedy 8 =8, alea =2 < 3.

Trojuhelnikové ¢i z trojuhelniki vytvofené casti lze teoreticky vzhledem
k ,,neménnému‘ tvaru povazovat za tuhé desky (jako ve sloZzené nosnikové
soustave) spojené kyvnymi pruty. Podrobnéji to rozvedeme v odst. 3.5.

3.3 Vypocet reakci vnéjSich vazeb

Slozky reakci vnéjSich vazeb se u staticky urcitych ptihradovych soustav, spl-
nujicich rovnici (3.2), pfi poc¢tu jednoduchych vazeb

e =3 daji urCit nezavisle na feSeni osovych sil prutové soustavy uzitim ti
globalnich podminek rovnovéahy, nebot’ soustava je vné staticky urcita,

e g >3 musi fesit v zavislosti na vypoctu osovych sil vnitfnich pruti (viz
obecnd sty¢nikova metoda — odst. 3.4.1).

3.4 Metoda sty¢nikova

Sty¢nikova metoda vyuziva k feSeni svazek sil se dvéma podminkami rovno-
vahy v kazdém uzlu rovinné prutové soustavy. Je vyhodné volit konvenci oso-
vych sil tak, ze kladna sila vyvozuje v prutu tah a plisobi tedy ze sty¢niku. Vy-
jde-li vypocétem zaporna hodnota, ma osova sila opa¢ny smysl, nez se ptredpo-
kladalo.

»
Fo e .
l \( a (b)
Nl N2
F, N, .
d
N4 N5 N()
R Mas Qg b
ax N7 o
a ‘ x
R., Ry

Obr. 3.6: Uvolnéné stycniky prutové soustavy
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3.4.1 Obecna sty¢nikova metoda

Pti teSeni piihradové soustavy obecnou sty¢nikovou metodou se prutova sou-
stava (obr. 3.6a) uvolni z vnéjsich vazeb, které se nahradi nezndmymi slozkami
reakci. Rovnéz sty¢niky se uvolni z vnitfnich vazeb a kazdy vyjmuty prut na-
hradime dvéma silami stejné¢ velkymi, ale opacného smyslu (obr. 3.6b).

V kazdém stycniku (obr. 3.7), jejichz celkovy pocet je b, vznikne rovinny sva-
zek sil (viz odst. 3.2.2 prvniho modulu), pro ktery lze napsat dvé statické pod-
minky rovnovahy

2 N;cos a; + 2 Fycos ¢ = 0,
2 N;sin o + X Fysin ¢ = 0. (3.5)

i
|
|
|
|

Obr. 3.7: Obecny stycnik se zatiZenim

Soucasné¢ tedy feSime 2b statickych podminek rovnovahy, pticemz poradi
stycnikii pro sestaveni rovnic lze volit zcela /ibovolné. Pokud se vyskytnou
nuly na hlavni diagondle, které by mohly vadit napf. pii pouziti eliminace, 1ze
potadi rovnic pieskupit.

Uhly a;, @ je pii aplikaci obecného algoritmu vhodné volit jako smérové (obr.
3.7), métené od kladné poloosy +x. Pii ru¢nim feSeni je rovnéz mozné uhly o,
o volit jako ostré, métené od vodorovné osy x s doplnénim znaménka podle
skutecného plisobeni rozlozené slozky sily.

Tab. 3.1: Stycnikové rovnice prutové soustavy z obr. 3.6

styC. | N N> Nz | Ny N5 Ns N7 | Ry Ray R, | PS
COS 0Ly —F
e
-1 —sin (0.5}
1 -F,
d
-1
1 |—cosa,| -1 —COSOs| COSOy
c
sin o —sinos | —sin o
—cosag | —1
b
sin ol 1
COS s 1 1
a
1 sin o 1
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Resenim soustavy 2b = 10 rovnic pak ziskame osové sily Ny , N>, ... , N; a
slozky reakci Ry , Ray , Rp. Globalni podminky rovnovéhy celé prutové sousta-
vy pak vhodné¢ vyuZzijeme ke kontrole feSeni.

3.4.2 ZjednoduSena sty¢nikova metoda

ZjednoduSena sty¢nikovd metoda vychdzi v zésad¢é ze stejnych rovnic jako
metoda obecna, véetné globalnich kontrolnich podminek rovnovahy celé pru-
tové soustavy. Rovnice se vSak vybiraji ve vhodném potadi tak, aby bylo moz-
né osové sily N; urcit zjedné nebo maximdlné dvou podminek rovnovahy
v uzlu. Tim se vyhneme feSeni celé soustavy 2b rovnic. Obvykle je zjednodu-
Sena sty¢nikova metoda pouzitelna pouze pii poctu slozek reakci a = 3.

Postupuje se tak, Ze se prutova soustava uvolni z vnéjSich vazeb a ze tfi glo-
balnich podminek rovnovahy se urCi t7i slozky reakci Rux, Ry, Rp. Napt. pro
soustavu z obr. 3.6 napiSeme pii obecném oznaceni globalni podminky rovno-
vahy

YFu=0 Ro+F +F=0 = Ru=-F - F,
X Mp=0: Ry-dy+ Fr-ds + Fi-(ds+d) =0

1
= Ray:—d—[Fz'd4+F1‘(d4+d1)],

7

XMy=0 —Ry-d; + Fy-ds + F1-(ds+d) =0

1
= R,= d—[Fz'd4+F1'(d4+d1)];

7

misto tfeti podminky Ize rovnéz jednoduse vyuzit souctovou podminku
2 Fy=0, takze R,=—R,. Pfi specialnim tvaru prutové soustavy (napf.
u soustavy na obr. 3.6) se nemuseji reakce urCovat a lze postupovat ptimo od
volnych dvojnych sty¢nikt (napt. uzel e na obr. 3.6). Globalni podminky rov-
novahy prutové soustavy pak zbudou jako kontrolni.

V bézném piipadu prutové soustavy se dale stycniky uvolni z vnitinich vazeb a
postupuje se feSenim po jednotlivych dvojnych styénicich. Dvojnym sty¢ni-
kem se rozumi takovy sty¢nik, v némz se sbihaji pouze dva pruty (predstavujici
dvé neznamé osové sily), nebo sty¢nik s vice pruty, avSak s maximalné¢ dvéma
neznamymi osovymi silami a s ostatnimi jiz zndmymi osovymi silami.
Sestavuji se podminky rovnovahy v jednotlivych sty¢nicich, pti¢emz poradi se
voli tak, aby se dala pokud mozno vypocitat vzdy jedna neznama osova sila pii
znalosti predchazejicich osovych sil a vnéjSiho zatizeni (v€etné reakci). Pro
soustavu z obr. 3.6 je dvojny styCnik e, po vyfesSeni slozek reakci 1 sty¢nik b.
Zacneme-li uzlem e, dostaneme

£

3
cosa,

e... 2 Fx=0: Nycosam+F =0 = N, =—

e... 2Fy=0. =N —-N,sin,=0

£
cosa,

= Ni=—N,sin p = sinan=Fitg o, .
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Vzhledem k jiz zndmé osové sile N; se uzel d stava dvojnym, takze

d... ZF,'XZOZ N3+F2:0 = N3:—F2,

d... ZFl'y:OI Ni—N;s=0 = Ny=N=Fitg o .
Vsechny zbyvajici uzly jsou v tomto ptipadu jiz dvojnymi; miiZzeme postupovat
napf.

a..2XFy=0: Nys+Nssinas+R;,=0

= Ns=— - (N4+Ray):— - (Fltga2+Ray),
sina, sin

b.. 2Fy=0: Nssina+Ry=0 = Ne¢=— .1 Ry,
sin

b...YXF.=0. —Ngcosas—N;=0 = N;=—Nscos =R cotg o .

Dalsi tii rovnice jsou kontrolni, nebot’ jsme na zacatku feSeni vyuzili ti1 glo-
balni podminky rovnovahy, tedy

a... 2Fy=0: Nscosas+N;+R,= 0,
c... 2Fx=0: —Nycos ar—N3;—Nscos as+ Ngcos ag= 0,

¢... 2Fy=0: N;sin o — Nssin a5 — Ngsin a6 = 0.

Priklad 3.1

Zadani

Zjednodusenou sty¢nikovou metodou stanovte analyticky osové sily vnitfnich
prutt rovinné¢ kloubové prutové soustavy (obr. 3.8) pro zatizeni
F=F,=4kN, F, =3kN.

b
(b) Fl1 N g.mqw
6
yT [ fTag Ny &
i N. % Mo "
! 2 N, Ns Ny Ny, N
Rl LN 1
P Nl‘%*Néi d Ng le —_—
: ! F,
v R, Ry R,

25 25 25 25

e I=10m

Obr. 3.8: Prutova soustava reSend zjednodusenou stycnikovou metodou
Reseni

VySetfovana prutova soustava je staticky i kinematicky uréita, nebot’ podle
rovnice (3.2) 2-8=13+1+2-1a D#0.

Vypocet sloZek reakei vngjsich vazeb R, R, R, ze tii statickych podminek

rovnovahy sil
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. Y F,=0: R ,-F,=0 = R, =F,=3kN,

2. ) M,=0: —R_-10+F-7,5+F,-3+F,-5=0 = R, =509kN,

3. ) M, =0: R,-10-F-2,5+F,-3-F,-5=0 = R =21kN.
Kontrola

> F,=0: R, +R -F—-F=0.
Uvolnéneé styCniky prutové soustavy znazorfiuje obr. 3.8b. Prutova konstrukce
ma dva dvojné podporové body a, b. ReSeni rovnovaznych svazki sil zahdjime
ve sty¢niku a a pak prejdeme postupné do sty¢niki c, f, g, d, e, h, b. Z tvaru

prutové soustavy a zatizeni je zfejmé, Ze pruty 3 a 11 nebudou namahdny a
jejich N; =N, =0.

Stanovme pfedem délky /; Sikmych prutl i=2, 5, 6, 9, 10, 13 a hodnoty gonio-
metrickych funkci cose,, sine, ostrych uhll «,, které sviraji osové sily N;

téchto prutti s vodorovnou osou x.

Prut i=2,5,9, 13 :
2 2 255 .
[, =42,5"4+3"=3,905m, cosa, = =0,640, sing; = =0,768.
3,905 3,905
Prut i=6, 10 :
D 2,5 )
[ =+2,5+1"=2,603m, cosa, = =0,928, sing, = =0,371.
2,693 2,693

Reseni osovych sil pruti ze souétovych statickych podminek rovnovahy jed-
notlivych rovinnych svazki sil :

Sty¢nik  Statické podminky rovnovéahy Osové sily prutt
a N,+N,cosa,+R, =0 N, =1,916 kN
N,sina, +R,, =0 N, =-7,682 kN
c -N,+N,=0 N, =1,916 kN
N, =0 N, =0
f —N,cosa, + N cosa; + N,cosa, =0 N, =-0,064 kN

—N,sina, — Ngsina; + Ngsinay,— N, —F, =0 N, =-5,253 kN

g —N cosa, + N, cosa,, =0 N,, =-5,253 kN
—Ngsina, — N, sing,,— N, =0 N, =3,898 kN

d —N,—N;cosa;+ Nycosa,+ Ny =0 N, =1,749 kN
N,+ N sinas+ Nysing, —F, =0 N, =0,197 kN

e -Ng+N, =0 N,, =1,749 kN
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N, =0 N, =0
h —N,cosa, — N, cosa,,+ Ncosa,;—F,=0  N,;=-2,733 kN
—Nysina, + N, sina,,— N,sina;; —N,;, =0  kontrolni rovnice
b ~N,,—N,cosa;, =0 kontrolni rovnice
R, +N;;sing;; =0 kontrolni rovnice

Do statickych podminek rovnovahy, napsanych s pfedpokladanym smyslem
osovych sil (tah v prutech), dosazujeme vypoctené osové sily co do velikosti i
znaménka. Dostaneme-li u osové sily zaporné znaménko, znamena to, ze prut
je namahan tlakem.

Ti1 slozky podporovych reakei ptihradového nosniku byly stanoveny predem
z rovnovahy celku a proto ndm zlstavaji tfi sty¢nikové rovnice jako kontrolni.

3.5 Metoda priiseCna

Priisecnd metoda vyuziva k feSeni obecnou soustavu sil (odst. 3.5 prvniho mo-
dulu) se tfemi podminkami rovnovahy pro odd€lenou ¢ast rovinné prutové sou-
stavy. Je pouzitelna obvykle pouze pii vn¢ staticky urcité soustaveé (a = 3), pfi-
¢emz slozky reakci predem urCime ze tii globalnich podminek rovnovahy. Je
vhodna pro urceni osovych sil jednoho ¢i vice vybranych prutli, osové sily né-
kterych prutii touto metodou nelze viibec urcit.

Vyhodou je, Ze nezndmou osovou silu N; ur¢ime (pfi vhodné volbé statické
podminky) piimo z jediné rovnice a nemusime pfitom znat osové sily jinych
prutt, takZe se do vypoctu nevnaseji predchozi chyby.

I=12m

Obr. 3.9: Rozdéleni prutové soustavy na dvé casti

Pii feSeni postupujeme tak, Ze prutovou soustavou vedeme ez protinajici (ob-
vykle) t# pruty nevychazejici z jednoho bodu. Prutova soustava se tim rozd¢eli
na dvé ¢asti, z nichz vybereme jednu pro vypocet snadnéjsi (napt. levou z obr.
3.9). Odstranénou ¢ast pak nahradime tfemi nezndmymi osovymi silami.
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Vznikne obecnd rovinna soustava sil (uzlové sily F, sloZzky reakci R;, osové
sily &V;), pro niz plati tfi statické podminky rovnovéhy (obr. 3.9)

>F,. =0: N4+ Nscos as + Ng— Ry = 0,
2 Fy, =0: Nssin as+ R,y —Fi1= 0,
ZMa:OZ —N4'h+N5'p5—F1'p1: 0. (36)

Posledni podminku (3.6) 1ze volit vyhodnéji pomoci sloZek neznamych oso-
vych sil ve tvaru

—Ns-h+Nssinas-p—F,-p1= 0.

Ze soustavy tii rovnic (3.6) pak ur¢ime 3 nezndmé osové sily Na, Ns, N.

3.5.1 Ritterova uprava

ProtoZe sestavené statické podminky rovnovéahy jedné casti (3.6) tvoii obecné
soustavu tfi rovnic, je tato varianta pii ruénim feSeni pracnd. Vyhodné&jsi je
vyfesit kazdou nezndmou osovou silu V; vzdy z jedné momentové podminky
(k pfidruzenému momentovému sttedu o;). Pridruzeny momentovy stred je pru-

secik os obou zbyvajicich prutl protnutych fezem. Napft. podle obr. 3.9 je
ZMM:O: *N4-I"4*Ray'p1:0 = Ny=... (37)
2 Miws=0: No-r6—Ry-pr—Rax-h+Fi(p2—p1)=0 = Ne=...
(3.8)

Jsou-li oba zbyvajici pruty rovnobézné, lezi piidruzeny momentovy stied
v nekonecnu a momentova podminka piejde v silovou (vyhodnéji pro smér
kolmy na osy rovnobé&znych pruti), takze podle obr. 3.9 dostaneme

ZFiy =0: Nssimos+R,—Fi=0 = Ns=... (3.9

rovnic v priisecné metodé na tri nezdvislé rovnice o jedné neznamé. Piivodcem
prusecné metody v jeji obecné podobé je diive zminény Johann Wilhelm
Schwedler.

Neémecky inzenyr A. Ritter vr. 1863 ukadzal, jak je mozZné rozstépit soustavu

Priklad 3.2

Zadani
Priise¢nou metodou v Gpravé Ritteroveé stanovte osové sily N,, N, N, vniti- @

nich pruti 4, 5, 6 rovinné kloubové prutové soustavy na obr. 3.8a z prikladu

3.1 pro zatizeni F, =F, =4 kN, F, =3 kN.

Reseni

Slozky reakci wvngjSich vazeb, vypoctené v piikladu 3.1, maji velikost
R,=3kN, R, =59kN, R, =2,1kN.

Vysetrovanou prutovou soustavou vedeme fez &—¢&, protinajici tii pruty 4, 5,
6 nevychdzejici z jednoho bodu, a provedeme uvolnéni levé Casti / soustavy
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(obr. 3.10). Z rovnovahy sil R, R

nou Cast soustavy, stanovime postupné velikosti neznamych osovych sil N,,

F,, N,, N, N, ptsobicich na uvolné-

ay

N, N, zmomentovych podminek rovnovahy k pfidruzenym momentovym
stteddm o, = f,05(N,x N, ), 0, =d .

Ve
Ve
Dd
/s
s
Ve
7" R
o
({t’..‘ ................. L
Os
5,0 Rm

Obr. 3.10: Uvolnéna cast prutové soustavy

Osovasila N, :

ZMio4 =0: N47"4 + Raxr4 _Ray ’ 2’5 = 0’ = 3 m,

5,9-2,5-3.3

N, =1,917 kN (tah).

Osova sila Nj:
ZMiOS =0: =Ny +R,,-5-F-7,5=0, r, =10-sinas = 7,682 m,

v _3.9:5-4.75

. 0,065 kN (tlak).
7,682

Osovassila N, :
ZMI.% =0: —Ng7 +R,, -5+F-2,5=0, r,=4sina, =3,713 m,

-5,9.5+44-7,5

~5,251 kN (tlak).
6 3,713 (tlak)

Piiklad 3.3

Zadani
Stanovte osové sily N,, N,, N, vnitinich pruti 6, 7, 8 rovinné kloubové pru-
@ tové soustavy na obr. 3.11 pro zatizeni F; =10 kN, F, =1 kN.
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Reseni

Po rozde€leni rovinné prutové soustavy na dveé Casti fezem &—¢&, protinajici
pruty 6, 7, 8 a uvolnéni horni ¢asti soustavy, nemusime slozky reakci vnéjSich
vazeb R _, R, , R, pocitat.

ay b

Neznamé osové sily N,, N,, N, prutl 6, 7, 8 plynou ze statickych podminek
rovnovahy

2Miy;=0: Ng-3-F-6-F,-3=0 = Ng=21KkN (tah),
2 Fr=0: Njcosar+Fy=0 N7 =-1,414 kN (tlak),
> Mi,=0: -Ng-3-F-9=0 =  Ng=-30kN (tlak).

Kontrola

J

>F;,, =0: —Ng—N7cos a7 — Ng— F; = 0.

Obr. 3.11: Prutovd soustava k prikladu 3.3

3.5.2 Zvlastni pripady priseéné metody

Zvlastni okolnosti pouziti priisseéné metody nastanou v ptipadé, kdy fez protina

e vice prutl nez tfi (obr. 3.12); pokud ostatni pruty kromé jednoho (feSeného)
vychazeji ze stejného bodu (volime ho za momentovy stied), takze

2>My=0. Ny-r3 +Fi-pp=0 = Ny=..; (3.10)
nebo je-li jiZ zndma osova sila nadbytecného prutu (napf. z jiného feSeni);

e pouze dva pruty; v tom piipad¢ priusecna metoda prechazi na stycnikovou
metodu.
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Obr. 3.12: Zvlastni pripad priisecné metody
Pii ruénim vypoctu osovych sil 1ze rovnéz vyuzit i jiné moZnosti FeSeni, napf.
e kombinace stycnikové a priisecné metody; pii feSeni prutové soustavy zjed-
nodusSenou sty¢nikovou metodou se mulze vyskytnout stycnik s vice nez
dvéema neznamymi (napft. uzly e a f'na obr. 3.13); pak mizeme urcit nejprve
osovou silu N4 prase¢nou metodou:

Y My =0; (3.11)

e prevedeni na jiny staticky model; ptihradové ¢asti a — k, b — kv obr. 3.13
lze povazovat za tuhé desky a fesit trojkloubovy nosnik a — k — b s tdhlem
14 a tak nejprve urcit osovou silu Ny4.

Obr. 3.13: Kombinace stycnikové a priisecné metody

Otazky
1. Jaké metody miizeme pouzit pro feSeni piihradovych nosnik?
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3.6 Mimosty¢né zatizeni

vymi prufezy (uzly), je namahan jako nosnik, u néhoz vznikaji vSechny slozky
vnitinich sil (N, V, M). Prut mimosty¢né zatizeny ptitom pusobi jako prosty
nosnik s pfiénym zatizenim a jeho ucinky se pienaseji do stycniki. Pfitom prut
zlstava soucasti piihradové soustavy zatizené jen ve sty¢nicich.

Je-1i alespoil jeden prut piihradové soustavy (obr. 3.14a) zatizen mezi konco-

Pfenos mimosty¢ného zatizeni si mizeme piedstavit tak, ze vyslednici mi-
mostycného zatizeni prutu ekvivalentné nahradime silami R; v koncovych bo-
dech (coz lze provést nekonecné mnoha zpiisoby). Pro svisly smér zatizeni vo-
lime jednoduse svislé nahradni sily R;.

Reseni piihradové soustavy pak probiha s danym styénikovym zatizenim F; a
s ndhradnimi sty¢nikovymi silami R; (obr. 3.14b). U prutu mimosty¢né zatize-
ného (obr. 3.14c) je vysledny ucinek dan zadanym mimostyCnym zatizenim,
opacné vzatymi ndhradnimi sty¢nikovymi silami R; (interakci) a vypoctenou
osovou silou N. Pro n¢ se stanovi prubéhy N, V, M jako na nosniku, zatimco
v ostatnich prutech ziskdme piimo vysledné osové sily M.

q
© M Ny
c 9 d

RJ TR‘FR‘. = % gl

Obr. 3.14: Mimostycné zatizeni prutové soustavy
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Piiklad 3.4

Zadani

Vyfteste danou kosouhlou kloubovou prutovou soustavu na obr. 3.15 s a = 60°
pro mimosty¢né =zatizeni ¢=1kNm"', F =3kN a sty¢nikovou silu
F,=2kN.

Reseni

Vyslednice spojitého rovnomérného pticného zatizeni na prutu 10

O=q-1,=1.3=3kN.

Nahrazeni mimosty¢ného bfemene Q a F na prutu 10 a 11 ndhradnimi sty¢ni-
kovymi bfemeny

R,=R,=0,5-0=15kN,

Rde:%Fl —1kN, R, :%F1 —2kN.

Vysledna svisla ndhradni sty¢nikova bfemena od mimosty¢ného zatizeni prutt
10all

R. =R, =1,5kN,
R,=R,+R, =1,5+1=2,5kN,
R,=R,=2kN.

Nahradni sty¢nikova biemena R, R,, R, a dana styCnikova sila /', vyvolavaji
u prutové soustavy slozky reakci vnéjSich vazeb

R, =F,=2kN, R, =3,411kN, R, =2,589 kN,

vysledné osové sily mimosty¢né nezatizenych prutt i=1, 2, ..., 9
N, =-0,031kN, N, =2,175 kN, N, = 1L495kN,
N, =-3,938 kN, N, =2,206 kN, N, =-2,206 kN,
N,=-0,680 kN,  N,=0,680kN, Ny, =-2,990 kN

a v mimosty¢né zatizenych prutech 10 a 11 osové sily
N,,=-3,072kN, N,,=-3,835kN,

které byly stanoveny zjednodusenou sty¢nikovou metodou. ZatiZzeni a namaha-
ni mimosty¢né zatizenych pruth 10, 11 je uvedeno na obr. 3.15c.
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el Ao, LS 15 1,5 1,5

e [=9,0m

3.072

—()

3,072
3.835
So=

1,5

@ H

:
1@ ﬂD@

Obr. 3.15: Prutova soustava s mimostycnym zatizenim

Shrnuti

nich sil v jeho prutech. Zorientovali jsme se v metodach feSeni staticky urci-

Seznamili jsme se s pojmem rovinny piihradovy nosnik, se specifikou vniti-
tych ptihradovych nosnikd.
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4 Prostorové namahany staticky urcity nosnik

Prostorové namahdni prutu je vyvoldno jednak obecnym plisobenim zatizeni,
jednak prostorovym usporaddnim stfednice nosniku. Jedna se o rozsifeni ro-

vinné ulohy (2D) na prostorovou (3D), takze n¢které analogické tivahy uvede-
me ve zkraceném tvaru.

Jednoduchy ¢i lomeny nosnik v prostoru ma jako tuhé téleso 6 stupiiti volnosti
(3 translace ve sméru soufadnicovych os x, y, z a 3 rotani pohyby kolem téch-
to os), které museji byt zruseny vhodné uspotddanymi vazbami se 6 jednodu-
chymi slozkami reakci (a = 6).

Tab. 4.1: Vazby prostorového nosniku

Cislo Nézev vazby N Oznaceni vazby se slozkami reakci
vazby vazby
a a
1 Kyvny prut ' 1 ’L I R, =N,
77
a a

2 Kulovy kioub posuvny po ploSe 1 E IR

R,
Kulovy kloub posuvny 2 a — o
3 [ x a
po kfivce ¢i pfimce — x
R,
4 Kulovy kloub pevny — neposuvny 3

5 Vilcovy kloub posuvny ve sméru osy O 4

6 Vélcovy kloub pevny — neposuvny 5

7 Dokonalé vetknuti 6

Q
BN
X
8
4 5
v
5
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4.1 Vazby a vypocet reakci

Vazby prostorového nosniku (tabulka 4.1), prevedené na jednoduché, jsou jed-
nondasobné (kyvny prut nebo kulovy kloub posuvny po plose nazorn¢ predsta-
veny jako kulickové lozisko), dvojnasobné (kulovy kloub posuvny po pfimce
¢1 kfivee nazorné piedstaveny jako valeckové lozisko), trojnasobné (kulovy
kloub pevny neboli neposuvny, valcovy kloub posuvny po plose), ¢tyrndsobné
(vélcovy kloub posuvny ve sméru osy kloubu), pétinasobné (valcovy kloub
pevny neboli neposuvny), Sestinasobné (dokonalé vetknuti).

©

1,2, 3, 4lezi
vrovingp (b, c, g f

Obr. 4.1: Vyjimkové pripady podepreni tuhého télesa

Pro vypoéet reakci vyuzijeme 6 statickych podminek rovnovahy, jejichz sou-
stava musi mit determinant D # 0. Misto 3 silovych a 3 momentovych podmi-
nek rovnovahy Ize vyhodnéji pouzit 6 momentovych podminek ke vhodné zvo-
lenym osam.

Vyjimkové pripady podepieni nastanou, kdyz determinant soustavy 6 static-
kych podminek rovnovahy D = 0, nebo prokaze-li se existence nulové primky —
viz obr. 4.1.

4.2  Prostorové namahani primého prutu

Uvazujme piimy nosnik staticky urcité podepieny zatizeny obecnou prostoro-
vou soustavou sil. Rovina ¢ kolmé ke stfednici rozd€li nosnik na dvé ¢asti,
pfi¢emz ob¢ ¢asti na sebe plisobi prostorovou soustavou vnitinich sil (bivektor

R, M).

Vyslednice vnitinich sil pfedstavuje Sest pravouhlych slozek bivektoru. Jsou
to normalova sila N, posouvajici sily V), a V-, kroutici (torzni) moment M, = T,
ohybové momenty M, a M.. Kladné smysly slozek vnitinich sil jsou definova-
ny tak, ze vektory plsobi ve sméru lokalnich soufadnicovych os (v fezu
s kladnou osou x), viz obr. 4.2.

Podobné¢ jako v roving, plati 1 v prostoru: Soustava vnitinich sil v libovolném
prafezu nosniku, jimiz plisobi uvazované ¢ast nosniku na druhou, je staticky
ekvivalentni se soustavou vnéjSich sil (F, R), ptusobicich na uvazovanou ¢ast
nosniku od daného priifezu. Slozky vyslednice Ize urcit z podminek rovnovahy
vybrané ¢asti nosniku. Pro prakticky vypocet mizeme vyjit z definice jednotli-
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vych slozek vyslednice vnitinich sil v libovolném prifezu pifi uvazovani
vSech vnéjsich sil pisobicich na jednu nebo druhou cast prutu od uvazovaného
prufezu. Pak

e normalovd sila N je rovna algebraickému souctu primétit vnéjSich sil vy-
brané ¢asti prutu do osy prutu,

e posouvajici sila V je rovna algebraickému souctu pramétt vnéjsich sil vy-
brané ¢asti prutu do sméru ptislusné osy,

e froutici moment T je roven algebraickému souctu statickych momenta
vngjsich sil vybrané ¢asti prutu k ose prutu,

e ohybovy moment M je roven algebraickému souctu statickych momentt
vngjsich sil vybrané ¢asti prutu k ptislusné ose.

Obr. 4.2: Slozky vyslednice vnitrnich sil

4.3 Diferencialni podminky rovnovahy

Diferencialni podminky rovnovahy pfimého prutu udavaji vztahy mezi vnéjSim
zatiZzenim a vnitfnimi silami. Odvodime je z podminek rovnovahy sil plsobi-
cich na uvolnény prutovy element (obr. 4.3). Pro

e spojité osové zatizeni n a normdlovou silu N (obr. 4.3a) dostaneme
z podminky do osy x prutu zndmy vztah

ZFixZOI E:_n, (4-1)

e spojité pricné zatiZzeni g. a momentové zatizeni m, ve svislé rovin€ xz a
slozky vnitfnich sil V., M, (obr. 4.3b) plynou z pfisluSnych podminek vzta-
hy zndmé z rovinného piipadu namahani
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dv.
ZFiZZO: L= Z 9
dr q
dm
> M;,=0: dxy=Vz+my, (4.2)

e spojité pficné zatiZzeni g, a momentové zatizeni m. ve vodorovné roving xy
a slozky vnitinich sil V,, M. (obr. 4.3¢) odvodime z pfisluSnych podminek

obdobné vztahy jako v (4.2)

dv
iy dx 4y
2M.=0: ===V, +m, (4.3)

e spojité zkrucujici momentové zatizeni m, a kroutici moment 7= M, (obr.

4.3d) ziskdme z momentové podminky k ose x vyraz

dTr
ZMx:O: dx = my. (44)
—n
N TTTTTIIT oo N ndx X
N+dN T 2N+dN
s dx v dx
)". r—ﬂ ¥ rz——q
. v
¢ F‘Iz @
V. iy ve M,
< /7y
M, il ’
y< IR 1V L
. M,+dM /1 2
y/ yTaMy . V,+dv,
» | YV +dV, ¥ mdx
e S L MM,
' (b)

mx
Ty . ,x T omdr g
S - —
(s L tE e
L rear
& Z y' ‘Z O

Obr. 4.3: Nosnikovy element s vnéjsim zatizenim a slozkami vnitrnich sil

Poznamenejme, Ze zména znaménka u V), ve druhém vztahu (4.3) vyplyva
z ptijaté konvence vnitinich sil (obr. 4.2b, ¢). Pfi pooto€eni nosnikového ele-
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mentu 1 se zatizenim a slozkami vnitinich sil ze svislé roviny xz do vodorovné
roviny xy obdrzime analogické vztahy k (4.2) véetné znamének, avSak pii ne-
dodrzZeni konvence pro posouvajici silu V).

Lokalni extrém funkce slozky vnitini sily nastane v prifezu, v némz je vyraz
na pravé stran¢ vztahti (4.1) az (4.4) roven nule.

4.4  Vynaseni priibéhi sloZek vnitinich sil

Prostorové namahani ptimého prutu lze vyjadiit ve ctyrech dilcich stavech.
Vnéjsi zatiZeni je pfitom vhodné rozloZit na sloZky rovnobézné se soufadnico-
vymi osami a prelozit je do osy nosniku s doplnénim ptislusnymi zkrucujicimi
momenty. Jde o tyto stavy:

e osové namahani (tah, tlak) — vznikd vnitini sila N; feSeni stejné jako
u rovinnych nosnikt (viz odst. 4.2 ttetiho modulu),

e ohyb se smykem ve svislé rovin¢ xz — vznikaji vnitini sily V., M,; feSeni
stejné jako u rovinnych nosnikd,

e ohyb se smykem ve vodorovné rovin€ xy — vznikaji vnitini sily V,, M:; feSe-
ni analogické k feSeni rovinnych nosnikd,

e krouceni — vznika vnitini sila 7; novy druh namahani.

RozloZeni prostorového namahani na Ctyfi diléi stavy je vyhodné, nebot’ 1épe
vyniknou souvislosti mezi vnéj§im zatiZenim, jednotlivymi sloZzkami vnitinich
sil a pfipady namahani.

Pti statickém vySetfovani prostorové zatizeného prutu postupujeme tak, Ze nej-
prve (ve vétsing piipadil) stanovime ze Sesti statickych podminek rovnovahy
reakce  vn&jSich  vazeb. UrCime vSechny slozky  vnitfnich  sil
v charakteristickych priifezech prutu. Pro ziskané koncové sily a zadané zati-
zeni prutu nésledné vykreslime pribehy (obrazce) Sesti slozek vyslednice vniti-
nich sil.

GTB ©
[l/':fo—N,VZ,T_ — IIly b_ %,
y/' : 1 spodni l
i zl S vlakna & :
/@ ® ﬁ’
af,E-o— V_\’ —= M, b_"—’
i x
o

4
Obr. 4.4: Znaménkova konvence pro poradnice slozek vnitrnich sil

Konvenci pro vynaseni slozek vnitinich sil je vice, napt. na obr. 4.4. Pro zpl-
sob vynaseni slozek vnitinich sil je vhodné dodrzet zasady:

— ohybové momenty vynaset vzdy na stranu tazenych vidken,

— slozky vnitinich sil N, V., M, a T vynaSet ve svislé rovin€ xz a
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— slozky vnitinich sil V), a M. vynaSet axonometricky ve vodorovné rovi-
né xy.

4.4.1 Rovnovaha v uzlu

U prostoroveé lomenych prutd je nezbytné zkontrolovat rovnovahu vsech slozek
vnitinich sil a ptipadného uzlového zatizeni, plisobicich na kazdy vyjmuty ra-
movy €1 kloubovy sty¢nik. V numerickych ptikladech z odst. 4.7 jsou uvolnéné
sty¢niky zndzornény na obr. 4.10d a obr. 4.12.

4.5 Prostorové lomeny nosnik

Prostorové lomeny nosnik (rdm) bez vnitfnich kulovych a valcovych kloubt
ma konfiguraci vytvotenou z ptimych prutl (nejcastéji pravouhle se kiizicich),
které jsou monoliticky navzajem spojeny v uzlech (obr. 4.9). Staticky urcité
podepieni se zajistuje vazbami, které zrusi konstrukci vSech Sest stupiiti vol-
nosti vhodné usporadanymi vazbami. V nich vznika Sest neznamych slozek
reakci.

Prostorové lomeny nosnik jako celek je vhodné umistit do globdlni soufadni-
cove soustavy X, , Vg , Zg (Obr. 4.9) a v ni sestavovat podminky rovnovahy pro
vyfeseni slozek reakci. Lokdlni soutfadnicova soustava x, y, z kazdé¢ho prutu
slouzi k analyze a vynaSeni Sesti slozek vnitinich sil. Konvence slozek vniti-
nich sil se uplatni podle orientace lokalnich soufadnicovych os jednotlivych
prutd.

X3

X3
Y2 Y3

Obr. 4.5: Zakviveny a lomeny balkonovy nosnik
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4.6 Balkonovy nosnik

Je to zalomeny event. zakiiveny prut, jehoz stfednice lezi ve vodorovné roviné
xy (obr. 4.5). Prostorove plisobici zatizeni (osamél¢ sily, spojita zatizeni, sloz-
ky reakci) lze rozlozit na zatizeni plsobici v roviné stfednice balkonového
nosniku (je to rovinny pifipad namahani — viz kapitola 4 ve tfetim modulu) a
kolmo na rovinu stfednice (tj. svisle), kde se jednd o pri¢né zatiZzeny rovinny
nosnik. U pfi¢né zatizeného rovinného nosniku vznikaji pouze t7i slozky vy-
slednice vnitfnich sil, a to posouvajici sila V., = V, ohybovy moment M, = M a
kroutici moment 7, s konvenci jako u prostorové naméhaného prutu.

Kazdy prut balkonového nosniku (pfimy i zakiiveny) ma svoji lokéalni soutad-
nicovou soustavu x; , z; (obr. 4.5b). Pro ptfimy prut v lokalni soufadnicové sou-
stave se diferencidlni podminky rovnovahy (4.1) az (4.4) zjednodusi na tvar

c};V=—q(x>, %=V+m(x), %Lr(x) @.5)
F
(a) _
ny/ e
:/’
C /‘J T,
T, \LUL
M,

Obr. 4.6: Uvolneny uzel balkonového nosniku

V mistech lomu stfednice balkonového nosniku jsou monolitické uzly schopné
prenaset vSechny pilisobici vnitini sily V, M, T (obr. 4.6). Pro sily plisobici na
uvolnéném uzlu (napf. uzel ¢ z obr. 4.6) plati podminky rovnovéhy, a to pro
svislé sily

ZF,‘Z:OZ —V1 + Vz +F =0 (46)
a pro momenty (ohybové i kroutici) zapsané vektorove
M1 + T1 + M2+ T2:O (47)

nebo zapsané pomoci slozek
Mycosa — Tisina — M, = 0,
M, sima + T; cosa — T, = 0. (4.8)
Pro pravouhly sty¢nik (a = 90°) nabyvaji vztahy (4.8) jednoduché tvary
n+M=0, M -T,=0. (4.9)
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4.7

Priklady reSeni prostorové namahanych nosnikii

V tomto odstavci si ukaZeme feSeni Ctyi piipadii prostorové naméhanych nos-
nikd, a to dvou pfimych prutii riznym zpiisobem ulozenych, prostorové lome-
ného konzolového nosniku a balkonového nosniku.

Piiklad 4.1

Zadani

Urcete pribéh slozek vnitinich sil na p/fimém vodorovném konzolovém nosniku
obdélnikového prifezu 0,4 x 0,8 m (obr. 4.7a) pfi prostorovém zatizeni silami

Fi=F3=1kN, F,=2kN, Fys=1,5kN, Fs= 2,6 kN, spojitym rovnomérnym
zatizenim ¢ = 2 kNm ' s ¢ = 30° a osam&lym momentem Mgy, =1kNm.

(@)

©

<

-

S

2 =
@a [ d
SOOI T b
2 b4} &
W. =
; d__ b
a c Bl

Obr. 4.7: Vodorovny konzolovy nosnik prostorové zatizeny

y .
»
(b)
— 7 F4 Fl
0=aé ________ S
c d b x
4 2y Q! g, Fs M,
Y l YoMy,
o=a21rmm'rm b)_._.
y - 1 c d T X
/ Zy Ql,y/ F3
’ Y Ml,z
o=ay by __ “
y - J 1 c (‘i X
Z* m FZ
x ] M2J
2 d
o= Ty -
5 c M x
y ' dx M
/ Z* 3x
Reseni

g-=¢qsing =2 -sin30°=1kNm".

Rovnobézny posun zatizeni ke stfednici prutu vyvola doplikové momentové

zatizeni od jednotlivych zatizeni

Fi: Myy,=F -h2 = 1-04=

gy =q cosp =2 -cos30°=1,73 kNm',

0,4 kNm,

Sikmé spojité rovnomérné zatizeni g rozloZime do pravouhlych sloZzek

ohyb se smykem osové

krouceni

ohyb se smykem

namahani

v roviné xz

v roviné xy
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My.= —-F -d2=-1-02=-0,2kNm,
Fy: My,=—F,-h2=-2-04=-0,8kNm,
F3: Mic=—Fs-dR2=—-1-02=-0,2kNm,
Fy: My,= Fy-h2 =15-04= 0,6kNm,
q: my=q,-h2—q.-d2=1,73-04—-1-02=0,49 kNm "m.

Vypoctovy model zatiZzeni v ose x, v rovinach xz a xy a zkrucujiciho momento-
vého zatiZzeni k ose nosniku je uvedeno na obr. 4.7b. U konzolového nosniku
lze slozky vnitinich sil feSit postupem z volného konce (tj. zprava), k cemuz
nepotiebujeme piedem znat slozky reakce ve vetknuti a.

Pribéhy vnitrnich sil N, V., M, od zatiZeni plsobiciho ve svislé rovin€ xz ur€u-
jeme stejnym postupem jako u rovinné namahaného prutu (viz odst. 4.4 ttetiho
modulu). ZatiZeni plisobici ve vodorovné roviné xy nosniku vyvolava slozky
vnitinich sil V), M., jejichz priibéhy (obr. 4.7¢) vychazeji z hodnot:

Vib=Vye=F2=2KkN, V,,=F,+¢q,-2=2+173-2=546kN,
M.p=—M.1=—02kNm, M.,=F,-1-M.;=2-1-0,2=1,8 kNm,
M. .=F,-2-M.;=2-2-0,2=3,8 kNm,
M..,=F,-4-M.;—Qy1-1=2-4-02+1,73-2-1=11,26 kNm.

Zkrucujici momentové zatizeni vyvolava kroutici momenty 7 = M., jejichz
prabéh (obr. 4.7¢) vyneseme z hodnot

Tha=Mp=Mr+M,3=-0,8-02=-1,0kNm= Ty,
Tdc: Tdb+Mx,d:_ 1:0_ 1,0:—2,0 kNm:Tcd: Tca;
Toe=Tout+m,-2=-20+0,49-2=-1,02 kNm.

Slozky reakce ve vetknuti a se daji ur€it zhodnot slozek wvnitinich sil
v podporovém prifezu, takZze dostaneme (s uvedenim sméru vektoru) R, =
0,5kN (doprava), R, = 5,46 kN (dozadu), R,.= 3,6 kN (nahoru), M, =
1,02 kNm (doprava), M,, = 4,8 kNm (doptedu), M,. = 11,26 kNm (nahoru).

Priklad 4.2

Zadani

ném Sesti kyvnymi pruty (obr. 4.8a) pro zatizeni ¢.= 2kNm ', F, = 4kN s
o = 60° ve svislé roviné xz, zatizeni g, = 1 kNm™' ve vodorovné roving xy a
osamélou silu F; = 3 kN puisobici ve sméru osy y ve vzdalenosti p; = 0,2 m od
osy nosniku.

Urcete pribéh slozek vnitinich sil na pFimém vodorovném nosniku podepie- @

Reseni

Usporadani péti kyvnych prutli na levém konci a nosniku pomoci kratké tuhé
casti je ekvivalentni pétinasobné vazb& (neposuvnému vélcovému kloubu

s osou O =y podle obr. 4.8b) se slozkami reakci Ry, Ray, Razy Mux, Ma: (Obr.

4.8¢). Pravy konec b nosniku je podepien svislym kyvnym prutem s reakci Rj,,

kterd zabraiiuje jeho posunuti ve svislém sméru.
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Pii ohybu ve svislé roviné xz plisobi nosnik jako prosty nosnik (se slozkami
reakci Ry, R4z, Rp.), pti ohybu ve vodorovné roving xy jako konzolovy nosnik
(se slozkami reakci Ruy, Ray, M,:). Pfi osovém namahani a pii krouceni se
uplatiiyje piislusna vazba na levém konci a nosniku (reakce Ry, Myy).

R, ?l

ar

»y

8.00
796 AT
7,62

|
J
po
)
~
*

TS e s
a \9// /&Y,

[

Obr. 4.8: Prostorove namdahany vodorovny nosnik

Vypocet slozek reakci vnéjSich vazeb provedeme ze Sesti statickych podminek
rovnovahy obecné prostorové soustavy sil (obr. 4.8¢). Nejprve silu F, rozlozi-
me do pravouhlych slozek F», = 2 kN, F,. = 3,46 kN a spojita rovhoméernd zati-
zeni gy, q. nahradime ndhradnimi bfemeny O, =1 kN a Q. = 6 kN.

Statické podminky rovnovahy pak maji tvar

2 Fi.=0:
2Fy, =0:
2 My=0:
XMy =0:
2 Mi=0:
2 M.=0:

a kontrola je

Rix—F%=0

Ry + 0Oy, -F1=0

Ry, 6 —F,-4—-0.-1,5=0
R 6+0.-45+Fy-2=0
M, +F1-02=0

Me + 0,-55-F1-3=0

A A 2

Ra =2 kN,

Ry =2 kN,
Ry.=3,81 kN,
R.:=5,65kN,
M, =0,6 kKNm,
M,.=3,5kNm
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ZFiz:(): *Raz*sz—i_Qz—i_FZz:O-

Pribéhy slozek vnitinich sil jsou bez vypoctu potadnic uvedeny na obr. 4.8d.

Priklad 4.3

Zadani

Stanovte pribéh slozek vnitinich sil na prostorové lomeném konzolovém nos-
niku (obr. 4.9), sestavajicim ze tii pfimych c¢asti délek /; =5m, L =4m, 5= @
3 m navzijem spojenych monoliticky pod pravymi uhly, zatizeném osamélymi

silami F] =10 kN, F2 = F3 =20 kN.

ayg uzg

Obr. 4.9: Prostorové lomeny konzolovy nosnik

Reseni
SloZky reakci ve vetknuti a lomeného konzolového nosniku (obr. 4.9) ur¢ime
ze Sesti globalnich statickych podminek rovnovahy a ziskdme

Rug = F1 = 10kN,

Rayg = F> = 20kN,

Ruy:g = F3 = 20kN,

Muye= Fr 11 —F313 = 40 kNm,

Myg= —F1 i + F3 [, = 30 kNm,

Myg= —Fi 3+ F, 1, = 50 kNm.

Koncové sily a momenty na jednotlivych vyjmutych prutech lomeného nosniku
jsou 1 sdanym =zatizenim a prib&hy sloZzek wvnitinich sil nakresleny
v axonometrickém pohledu na obr. 4.10, kde je rovnéz pro uzel ¢ ovétena rov-
novaha. Pokud bychom sloZky vnitinich sil fesili postupem od volného konce d
konzolového nosniku, nebylo by nutné predem stanovit slozky reakci dokona-
1¢ho vetknuti.
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Obr. 4.10: Prubehy slozek vnitrnich sil na jednotlivych prutech nosniku
v lokalnich souradnicovych soustavach

Piiklad 4.4

Zadani

Stanovte pritbéh slozek vnitinich sil na ptidorysné lomeném konzolovém nos-
niku (balkonovém nosniku) pro svislé zatizeni F= 2kN, ¢; = 1 kNm ', ¢, =
2 kNm ' (obr. 4.11a, b).
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Reseni

Funkce posouvajicich sil ¥(x), ohybovych momentt M(x) a krouticich momen-
td 7(x) ur¢ime po jednotlivych prutech a — b, b — ¢, ¢ — d v jejich lokélnich sou-
fadnicovych soustavach (obr. 4.11a) a vycislime potadnice v koncovych priie-

zech.

Prut a — b:
V(xl) =7qu1x1= *2*)&?1,

M(x))=—-Fx — %m x’=-2x-05x>,

T(x;) =0;
v koncovych priifezech a, b
V(x1=0)=V,=-2kN,
Vixi=h)=V,=-2-2=—-4kN,
M(x;=0)=M,=0,
M(x;=1)=My=—-2-2-0,5-2"=-6kNm.
Prut b —c:
Vix)) ==F—-q1 11 - %% X2 x2=—4-0,25x7,

2

1 X
M) =—F(1+x2)—q 11(0,5+x2)—5-%x2-x2~?2=
2
I
=—3-4x-—x;,
T
1,73

T(XQ) =F. 1,73+q1 [y -

=15,20 kNm;
2

v koncovych priifezech b, ¢
Vey=—4KkN, V.,=-4-0,25 ~42=—8kN, My, =—3 kNm,
M.=-3-4.-4- é 4 =_-2433kNm, T,=T,=520kNm.
Prutc—d:

1
V(X3) :—F—ql 11—5 C]zlzz—SkN,

Mx3)=F (1,73 —x3) +¢q1 1, (0,5 - 1,73 —x3) — %qz bhx3=520-8 x3,

Tx3) =F(1+bL)+q 1 (05+h)+ %Ch L - %Zz =24.33 kNm;

v koncovych priifezech c, d
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Ve=Vs=-8kN, M.=520kNm, M;=520-8-3=-18,_80kNm,
T.=Ts=24,33 kNm.
Na obr. 4.11c—¢ jsou znazornény spojené obrazce vnitinich sil pro vSechny
pruty balkonového nosniku.

F
42— d
b : q Galx3) &
oy
> bF_,xz 5
o < L=4m o

d

%

o~
N .
= ®

24,33

)]

24,33

20

a\ui d
IR
C

b

Obr. 4.11: Konzolovy lomeny balkonovy nosnik

Kontrola ndvaznosti sil a momentt v uvolnéném uzlu ¢ (obr. 4.12) tfemi static-
kymi podminkami rovnovéhy:

ZFiz =0: _Vch + Vcd =0 = Vcb = Vcd
ZMX:O: — Leh + Mcd =0 = ch = Mcd
ZMZZO: - cb_Tcd:() = Mcb:_Tcd
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Obr. 4.12: Uvolnény uzel ¢ balkonového nosniku

Shrnuti

Tato kapitola uzavira nase seznamovani se Zaklady stavebni mechaniky. Roz-
Sifili jsme si v ni poznatky z feSeni reakci a prub¢hti vnitinich sil z rovinnych Z
prutovych konstrukci na staticky urcité prutové konstrukce prostorové nama-

hané.
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