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Nahodna velicina

Definice: VeliCina X se nazyva nahodna veliCina pokud jeji
mozne realizace x jsou vysledkem nahodného procesu.

Nahodné veliCiny delime na:

« Diskrétni — nabyva pouze izolovanych hodnot (hod kostkou,
pocCet osob).

« Spojité — nabyva libovolné hodnoty z urcitého interval
(pevnost, teplota).

Zakladni statisticky soubor (populace) — souhrn vsech
moznych realizaci x veliCiny X (diskrétni vs. spajite).

Statisticky vyber — pouze nékteré realizace (napf. vysledky
meéreni).
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Hustota p-sti, rozdelovaci funkce (pdf)

— oznaceni
0.4}
Jy (X)
— vlastnosti 0.3]
nezaporna
Jx(x)20 021
jednotkova plocha 041
| fr(dr=1 oL
o .

Obrazek 1. pdf
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Distribucni funkce, kumulativni fce (cdf)

—oznaceni 1
—Definice '
— < —
Fx(xg P(X <x) 06l
= t)dt
| @ .
- |
—vilastnosti
21
imF, (x)=1 0
lim F, (x)=0 0 A R
.y 2 -1 0 0,2 3 4 5 6
() >0 neklesajici *
Ox Obrazek 3. cdf
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Co je a co neni platna cdf nebo pdf

A B
0 X 0 X
—
1 C 1 y
0 X 0 X

Obrazek 4. Testovani kritérii cdf a pdf
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Rovnomerné (obdelnikoveé) rozdeleni

—dva parametr 1
parametry flx) = z € (a,b)
=g — spodni mez b— a
=»hH — horni mez o a=0, b=15
) . a=-1, b=1
—lze ho jednoduse 061 a=-2,b=4
simulovat na pocitacCi 05l
04+
0.3r
0.2r
0.1
N S R R . . — -
a p—o p pto b -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
v Obrazek 9. Rovnomérné rozdéleni
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Normalni (Gaussovo) rozdeleni

1 _(117—#)2

O

087

—dva parametry
=1 — stredni hodnota 067

"o — smerodatna odchylka

—vysledek centralniho 04
limitniho teorému (soucet
mnoha veliCin vzdy vede 02
na Normalni rozdéleni)

—napfiklad geometrické ” 2 0 2 4

veliciny, 1Q, ...
eliciny, 1Q, Obrazek 10. Normalni rozdéleni
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Standardizované normalni rozdéleni

1 2

o(x) = e~ T T € (—00,00)
V2T
04
—stredni hodnota 0
—smérodatna odchylka 1 7|
—symbol @ =
01r
) . 1 .
-4 -2 0 2 4

X
Obrazek 11. Standardizované normalni rozdéleni
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Lognormalni rozdéleni

(log(x) — p)*

1 —
flx) = e 20° x € (0,00)
2702 7
0.71
—dva parametry _ —— 1=00=1
= 4 — stredni hodnota v log- |
prostoru

"o — smerodatna odchylka v
log-prostoru

—omezeno zdola nulou

—napfr. pevnost, hustota,
nejistoty, Younglv modul, . : : . - .

X

Obrazek 12. Lognormalni rozdéleni
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Weibullovo rozdeleni (2-parametricke)

f(x) = m (z)m_l e (X) x € (0,00)

A WA
087
—dva parametry m=1,=2
*m — parametr tvaru m=2.A=2
06" m=6,A=3
" 1 — parametr méritka m=6, \=4
—vysledek teorie oal
extremnich hodnot
(minimum z mnoha
v o w ’ 0.2f
velicin muze veést na
Weibullovo rozdéleni) .
A4 0 .
—napr. pevnost, ... 4 5 6 7
X
—omezeno zdola nulou Obrazek 13. Weibullovo rozdéleni
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Beta rozdéleni

fla) = ot/
['(a) B
5
—dva parametry Zzgjg?:o.s
=q, #— parametry tvaru i Z=?E=§

—oboustranné omezené

—meze mohou byt
jednoduse upraveny

z intervalu [0,1] na
libovolny realny interval
=> dalSi dva parametry

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Obrazek 14. Beta rozdéleni
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Charakteristiky rozdéleni

Statistické momenty:

VvV v v

0.0)

Hx = jxfx(x)dx

—rozptyl (2. CM, absolutni mira rozptyleni kolem str. hodnoty)
o, Oy

o= |G- fode e

—smeérodatna odchylka

Jx(x)

UX=,/U)% o I
p 17X X
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Charakteristiky rozdéleni

—variacni koeficient (mira relativniho rozptyleni)
)
CoVy = Vy = —
Hx

—Sikmost (mira nesymetrie zakladniho souboru)
0]

1
ax = 0—)§ f(x — pix)° fx (x) dx

O-X GX
Kvantily
—_ 0 .
100p% kvarl’ill Jx(x)
Q,=F (p)
—median
= F 0.
QO.S X (0 5) Qp ILIX X
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Charakteristiky rozdeleni — priklad

i Spodifeite stiedwl hodwoty a tozphy) wah. veliCing X.

Lo 4 K
(%)
% A = [LX@)C\X:’(
W=2 - - A - w0
(
(
| Arlqo.h+1o.b\=15\,\=’1
- 1 D /A
10 20 X U
I
| " s
Husteta p-sh - 0 %<0
f;o* 0 =%x=10
f )=
x 1 10<%= 20
15
0 x =D
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Charakteristiky rozdeleni — priklad

Husleta p-sh - 0 x=0 __._
1
1’%07‘ 0 €£%x=10
IO
x 1 10=%= 20
15
0 X =D
SW(LdV\l/ l/[deQ{”; E 20
- 10 A 10 1 20
S R A _ - lj :’lj =
B~ My - S £y () dx = 5 ot ox T Jf;xd* ) 150&3 . " 15)-’“ 0
- 00 o 40
_ A4 . 4000 L(i"iﬂ “‘°>:E+\o:l°:1 z
© 150 2 s\ 2 z 9 n

Powmees Feziste -

S % 4 1.z 3'15 _I0 o=tz
EG)=> Uy = Xe- - :(L'“O' 3 19 *lo- )/1 9 : |
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Charakteristiky rozdeleni — priklad

Eozpi |
7 2
D)= B2 | e f@ax  wevo D()= () -[EW]
10 2o
43 1,2 1 ﬁiolf]z’o-
E(x") - 5TSDX AX [ s’ ‘\%[fl T lede T
0 1o
_ A (uooe@ _ 1 (800 1900 5O . is55 - 1222
\so 't s\ 3 3 3

— -z
D(X> = E(\(’L> - iEC’f\ﬂ?': '[7{"2,(7, - TZ\Z, = Z/Z[%qu-

Nabo woweny sedevachost £ () -

2
3 L 2
1 3 1 I T 119 ( o=
D(\(»: —i%\k - \g;&\hq “ A"A‘/\}‘F ,{LSDLM'L\’A-l'XL - BL, 1S '\0 £ 2 'S O 11.(,2_— 3 1o —1&
2 —
I I (45,1137 - 1,851851 + 10,2880% + 55 + S0y = 2475

1z 19 1s
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

— PFimé hodnoceni experimentalnich dat pomoci nastroju
matematické statistiky (laboratorni zkousky, méreni in
situ).

—Doporuceni v normach (Eurocode, JCSS probabilistic
model code atd.).

—Inzenyrsky odhad.
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

Experimenty:

Casto mame k dispozici omezeny pocet realizaci x veliginy X, ;.
pracujeme se statistickym vybérem. Cilem je pak najit tzv.
nejlepSi odhady statistickych momentu z daného vybéru.

o Aritmeticky prumér — prumér hodnot vybéru, nejlepsi
nestranny odhad stredni hodnoty

S
<
I
3|
M=
&2
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

o Vyberova rozptyl — nestranny odhad rozptylu

n
1
5= —— ) (xi — my)?
=1

n—1

o Vyberova smerodatna odchylka

Sy = /5)2(

o Vyberova sikmost — nestranny odhad sikmosti

1 n
X D= Z)S)%;(xi ~ "
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

Vhodné rozdéleni se hleda pomoci tzv. testu dobré shody (angl.
goodness of fit test) — jedna se o testovani statistické hypotézy
o shode vybraneho rozdeleni a daného vzorku dat z populace.

1 ,

o
[oo]
T

Statisticke testy:
o Kolmogorov-Smirnov
o Chi-kvadrat (Chi-square) test

0.6

Cumulative Probability

Kolmogorovuv—Smirnovuyv test kvantifikuje vzdalenost mezi
empirickou distribu¢ni funkci vzorku a kumulativni distribucni

funkci referenéniho rozdéleni:
D, = Sup|Fn(x) — Fx(x)|
X
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Charakteristiky a rozdéleni — poznamky

— Maly statisticky vyber o0

(<30 vzorku) — o

omezena informace, 0.04

reflektovat apriorni ‘ o

informaci o veli¢ing) i A
— Stfedni Cast rozdéleni muze

byt ur€ena z histogramu, ale

pro spolehlivostni vypodty o — Sa histogram

jsou nejdulezitéjsi okrajové | — pognomal

casti !l

— Nutnost urCeni rozdeleni
teoreticky (z fyzikalnich
principu)
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

Normové predpisy.

Pokud nejsou k dispozici experimentalni data, lze ziskat
statistické charakteristiky s pomoci normovych predpisu a
doporuceni. Napr. norma uvadi pevnostni tfidy betonu a jim
odpovidajici charakteristické pevnosti (5% kvantily).

Strength classes for concrete
EN1992-1-1:

fo (MPa)| 12 16 20 25 30 35 40 45 50 55 60 70 80 90

fek cube 15 20 25 30 37 45 50 55 60 67 75 85 95 105

(MPa)

fem 20 24 28 33 38 43 48 53 58 63 68 78 88 98
(MPa)

fetm 1,6 1,9 2,2 2,6 2,9 3,2 3,5 3,8 41 4,2 4.4 4.6 4.8 5,0
(MPa)

fetk, 0,05 1.1 1,3 1,5 1,8 2,0 2,2 25 | 27 29 3,0 3,1 3,2 3,4 3,5
(MPa)

95th percentile fetk0,95 2,0 2,5 2,9 3,3 3,8 4,2 4,6 4.9 5,3 5,5 5,7 6,0 6,3 6,6
(MPa)

E.m 27 29 30 31 33 34 35 36 37 38 39 41 42 44
(GPa)

&1 (%o) 1,8 1,9 | 2,0 21 22 | 225 | 23 | 24 | 245 | 25 2,6 2,7 2,8 2,8
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

Charakteristické hodnoty pevnostnich veliCin jsou typicky 5%
kvantily. Pak stredni hodnotu Ize spocitat jako:

o Normalni rozdéleni:

Xy = Ak
™ (1 - 1.645Vy)
o Lognormalni rozdeéleni:
Xk
Xm = —“Teasvy
P Xk (simplified formula in
1 -2v) JCSS)

_ (even more simplified
Xm =X +8(MPa) 50 la in EN 1992-1-1)
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

Pro jina rozdeleni Ize pouzit napf. software FReET (viz 4.

prednaska):

Distribution details

Digtribution

Lognormal [2 par) w
Moments

e
s
cov
Skewness [0.36173

Kurtosis  |0.23353

R andom wvariable transformation

(®) Mo transformation

() Minimum of 0 11D
() Maximurn of [ 1D
Calculator

%

(R
S

Status

Parameters

lambda 41087
zeta 011957

Estimated moments
Mean £1.304
Std L3565
Ccoy 12
Skewness |0.36173
Kurtogis  |0.23353

0.E.
Moments & params Other
Mean £1.304 tedian B0.8E7
Std 7.35E65 Mode E0.003

Tranzformed wariable

PO 0]

1 1] HE

:
CDF() INV(p)
CDF( Nvip) |50

Apply

Spolehlivost konstrukci
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Jak urcit charakteristiky a rozdeleni”?

r

Vhodné typy rozdéleni a variacni koeficienty vybranych veliCin

Ize nalézt napfr. v JCSS probabilistic model code apod.:

Material | Variable Unit PDF Mean CoV
Steel Weight density 7 (kN/m3) | Normal 77 <0.01
Steel Yield stress f, (MPa) Lognormal (2 par) fyx 0.05-0.08
1 —2CaoV
Concrete | Weight density 7% (kN/m3) | Normal 23-25 0.03-0.04
Concrete | Compressive strength | f. [MPa] Lognormal (2 par) 7 f;kc = 0.06-0.15
— 2Co

Concrete | Tensile strength fi (MPa) Lognormal (2 par) ftm 0.3
Concrete | Modulus of elasticity | E (MPa) Lognormal (2 par) E, 0.15
Concrete Cover to ¢ (m) Beta Cnom 0.15-0.20

reinforcement

Spolehlivost konstrukci
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Sdruzena hustota pravdepodobnosti

—Rozdeleni pravdepodobnost dvou Ci vice veliCin

fX,Y,Z,...(x:y’Z ...) & |

fy(a) = area

Surface = fy y(x, y)

Obrazek 5. Sdruzena hustota pravdépodobnosti
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lost

1 4

a zavis

Statistick

kdyz

Jx () fr ()

A4

/4

X a Y jsou nezavisle prave

—veliCiny

, V)

(x

Ty

Ty

Obrazek 6. Nezavislé a zavislé veliCiny
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Pearsonuv korelacni koeficient

—mira linearni zavislosti

—p =0 mohou Ci nemusi byt zavislé

—p# (0 zavislé

—p >0 pozitivni korelace, r <0 negativni korelace

_limity P € (—1,1) Cov(X ., X
’ 4 = ov(X X)) , (-1 1)

" \/V'ar(Xl.)-Var(Xj)

J [ f G p)dedy = s,
pX,Y) ===

OxOy
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Korelacni matice

Diagonalni
Symetricka
Pozitivné definitni

1 A 1,2 A 1, NVar
©
g
30 1 A Nvar
Q
>
\m 1
c
&)
o :
S Symetrie 1
c korelacni matice
1

nahodna velicina

Spolehlivost konstrukci
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2D reprezentace zavislosti

Correlation coefficient -0.002 Correlation coefficient -0.65
18 R L e e S R AR
. )
17 :
16
8 z
o gy = =
E g _ P |
B Z -9 / E
£% 28 M, :
- 7 Oy :
=2 i D S -
= = = gL 12 o . <
g S = ) o -
E= 5= Z |1 %,
) = 9 ' E
= g S . §
g E 10 W—++++ + + + + + —;
© N1t :
:. _:
? % §00: oo :
8 e °«°* . —
-
. 7 PTPTITTY INTTPTYTT FPPITTPI I 1 1 lesisiaias 3
3 4 5 6 7 8 9 10 11 -1 0 L 2 3 4 5 6
Webull min Type III distribution Exponenecial distribution
Mom (6.0, 1.6), Lower bound (2.6) Mom (1.0. 1.1)
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LAY 48 |

Priklady ne/zavislych veliCin

r

—posledni radek = nulova Pearsonova korelace, jinak ale zavislée

nahodné veliCiny

1.0 0.4 0.0 -0.4 -1.0

-~ - N
1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0

- S

/’J o N .A‘\
e - . .r"'"/.f e T e - . .
//} // e “--.__“ “~ " . \
- -
0.0 0.0
o s
4;\;301:\;.3_- g\if@,\?‘ 3}2"% 5
Q".‘; hie %

Obrazek 7. Priklady Personovy korelacni miry
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Neparametrické poradové miry korelace

Spearman, nezavisla na typu rozdeleni, robustni, misto
samotnych hodnot pouziva jejich poradi

6> (R, —R,)
A =1——F

L, ] N 3_N

Sim Sim

, (-1 1)

Kendallovo tau
T, = t(qﬁ,pj), j=12,...,.N

Odolné k defektum v datech, pouzivaji jen poradi
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Srovnani korelacnich mér

Spearman correlation=1
Pearson correlation=0.88
T T T T

—pro praktické spolehlivostni 10—
vypocty je rozdil :
nepodstatny, protoze je
beztak casto minimalni
znalost skutecné zavislosti
vstupnich veliCin >

|

—Pearson — klasicka
—Neparametricka - robustni  _;,

15050 02 04 06 08 10

X

Obrazek 8. Spearmanova versus Pearsonova korelace
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Stochasticky proces v Case

—ne pouze jednotlivé hodnoty ale take jejich afl | BELL [
¢asova posloupnost At =T
At =
—napr. meteorol. data, vyska hladiny, rychlost =1 |
vétru = /
—stacionarni proces — charakteristiky procesu ES
(stfedni hodnota, rozptyl, vyssi statisticke [
momenty + korelace) se s Casem nemeni —%;
At ~
—A — klasicky histogram e ’
P
—E — histogram extremnich hodnot FX:’]_HM Ay o)
—auto-korelacni funkce, spektralni hustota TR
[ V4 v I 4 (o] FX(X) '
—stochasticka metoda konecCnych prvku e /
C i)
—nestacionarni proces  Obrazek 16. Stochasticky proces X
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Nahodné pole — prostorova zavislost

—Pevnost materialu, Younguv modul, ... veli€iny se méni
VvV prostoru spise spojite
—spojitost I1ze zajistit pozadovanim kladne korelacni zavislosti

jejiz velikost je dana vzdalenosti Ix,—x, | :
py=exp| —| ——

e % Ny A\
'A\'"‘\\\’]‘ <
>
! »-\O’C‘f":f“i'&‘&%"g.“\.‘!?‘&
AN BN

"’\‘ "" N
CPASBILRN
ONSRODREGAEY
RSB ORLART
7 et e ade Y. /4
A ...'A“"; o7\ “/ .o"‘\\y'/}

Y,
CERY X RSORATANTIELK
o~ f‘e.'/\“"»\‘\\;;;;'\‘?lf

YL 3 S S

NS 2
AN
7\

O
\J/

Obrazek 18. Nahodné pole ve 3D
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Obrazek 17. Nahodné pole ve 2D
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