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Uvod

1  Uvod

1.1 Cile

Zaklady stavebni mechaniky pokrac¢uji v tomto druhém modulu opét s vyuzitim
poznatkil z fyziky tykajicich se vektor, sil a jejich plsobeni, momentu sily,
rovnovahy apod. Pro potieby stavebni mechaniky je také v tomto modulu
rozsifime na trovenl potiebnou ke zvladnuti navazujicich témat v predmétech
Statika a Pruznost a pevnost.

Jak je jiz uvedeno v prvnim modulu Zakladi stavebni mechaniky, je naSim
kone¢nym cilem vypocet nosnych stavebnich konstrukci z hlediska jejich
dimenzovani podle jednotlivych materidlii. Ve druhém modulu se zamétime
Ve tietim a ¢tvrtém modulu Zakladl stavebni mechaniky se budeme zabyvat
feSenim staticky urcitych konstrukci, v pfedmétu Statika pak fesenim staticky
neurcitych konstrukeci.

1.2 Pozadované znalosti

Zaklady stavebni mechaniky navazuji na znalosti obecné fyziky. Student by
m¢l byt obeznamen s pojmy skalar, vektor a jaké jsou s nimi definované mate-
matické operace, co je sila, jaké jsou Newtonovy zakony a jaké je jejich uziti,

co je soustava castic a jeji t€zisté, co je moment sily a co znamena rovnovaha
sil a moment sil.

Z matematického aparatu vyuZzijeme opét goniometrické funkce, vektorovy
pocet, diferencialni a integralni pocet v€etné nazorného vyznamu derivace jako
smérnice funkce a integralu jako plosného obsahu pod grafem funkce.

1.3  Doba potirebna ke studiu

Modul obsahuje latku probiranou ve dvou tydnech semestru. Doba potiebna
k nastudovani jednotlivych kapitol ¢i odstavci se tedy 1isi od nékolika minut
do nékolika desitek minut. Zalezi jednak na piedchozi pripravé studenta
v prislusné oblasti, jednak na obtiznosti daného tématu. Potfebnd doba ke stu-
diu celého textu ¢ini 10 az 15 hodin.

1.4 Klicova slova

mechanika, statika, sila, staticky moment sily, dvojice sil, silovd soustava,
ekvivalence, rovnovaha, tézist¢, kvadratické momenty, momenty setrvacnosti,
devia¢ni momenty, transformace, hlavni momenty setrvacnosti, polomér setr-
vacnosti, elipsa setrvacnosti, slozeny obrazec
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2 TéEzisté rovinnych geometrickych utvaru

Podle fyziky [3] je teziste télesa nebo soustavy téles definovano jako bod, ktery
se pohybuje tak, jakoby v ném byla soustfedéna veskera hmota télesa ¢i sou-
stavy a pusobily v ném vSechny vnéjsi sily plsobici na téleso. Rovnéz se nazy-
va stred hmotnosti, nebot je jednoznaéné¢ uren rozloZzenim hmotnosti

Vv v

sily stejny jako soucet vS§ech momentt sil pisobicich na jednotlivé ¢astice téle-
sa. Pro urCeni tézisté rovinnych geometrickych utvarii vyuzijeme v nasich uva-
hach staticky stred soustavy fiktivnich rovnobéznych sil v rovin¢ (odst. 3.6
prvniho modulu), které jsou imérné velikostem elementt ¢i jednoduchych ¢asti
geometrického utvaru.

Setkame se zde s pojmem statického (linedrniho) momentu utvaru, u néhoz je
element (délkovy ds ¢i plosny d4) nasoben délkou.

2.1 Tézisté rovinnych car

2%

2%

hradové) konstrukce apod.

2.1.1 Obecna rovinna krivka
V soutadnicové soustave xy s poCatkem o je definovana obecna rovinna homo-
genni kiivka s (obr. 2.1), kterd je v intervalu (a, b) popsana funkci y = f(x).

Rozdélme kiivku na diferencidlni elementy ds o soufadnicich x, y. Pro element
ds plati

2
ds = yJdx* +dy? = 1+(%j dx =1+ dx, (2.1

takze celkova délka je

b
szj 14y dx. (2.2)

Obr. 2.1: Obecna rovinna kiivka
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Definujme staticky moment dU, (resp. dU,) elementu kiivky k ose x (resp. y)
jako soucin délky elementu ds a vzdalenosti y (resp. x) elementu od této osy

dU, =y ds, dU, = xds. (2.3)

Statické momenty celé kiivky pak jsou

Ux:J.dezj.yds:jfy 1+y?dx=sy,,

b
U},=Ide:jxds:Ix 1+y?dx=sx, . (2.4)
Soutadnice téziste ¢ kiivky podle rovnice (3.37) prvniho modulu jsou
b b
12 12
U, !x 1+ y"“dx x ;[y I+y"“dx
xt:T:b—’ yt: P :b—' (2.5)
J- 1+ 3" dx I 1+ y"dx

2.1.2 Slozena rovinna ¢ara

Slozena rovinna ¢éara sestava z n jednoduchych pfimych ¢i zakiivenych casti

délek sy, ..., s, a ma celkovou délku
S = Zsi .
i=1
Maji-li t€zisté jednotlivych casti souradnice (x1, 1), ..., (Xu, Vu), pak pro sou-

2%

n

U ;Sixi U zsiyi

x:—y:— yt:_x:izl (26)

t s n > s n *
25 25
i=1 i=1
Specialnim piipadem slozené ¢ary je lomena Cara. Jeji jednotlivé ¢asti jsou
tvofeny pouze Useckami, jejichz tézisté lezi ve stfedech tsecek.

2.2 Tézisté rovinnych obrazcu

2%
A%

2%

dujicich odstavcich budeme obecné hovofit o obrazcich.
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2.2.1 Obecny rovinny obrazec

Uvazujme rovinny obrazec A libovolného tvaru (obr. 2.2), umistény
v soufadnicové soustavé x,y. Obrazec rozdélime na diferencidlni elementy
o obsahu d4=dx-dy. Celkovy plosny obsah obrazce je

A=[dd=[[dxdy. 2.7)

Obr. 2.2: Obecny rovinny obrazec

Polohu diferencialniho elementu d4 urcuji soufadnice x a y. Staticky moment
dU; (resp. dU,) elementu d4 k ose x (resp. y) je definovan jako soucin obsahu
elementu a vzdalenosti y (resp. x) elementu od ptislusné osy

dU,=yd4, dU, =xd4. (2.8)
Pro cely obrazec jsou statické momenty

U,=[dU, =[ydd=[[ydvdy.
A A A

U, =[dU, =[xdda=|[xdrcdy. (2.9)
A A A
Souradnice x;, y, té€zisté ¢ obrazce se urci ze vztahti
U ”x dx dy ”y dx dy
vy _ 4 e
X, = y ”dx & , V, y ”dx & . (2.10)
A A

N

= 0, takZe v tomto ptipad€ musi byt U, = U, = 0. Z toho vyplyva, Ze staticky

moment rovinného obrazce k libovolné ose jdouci téZiStém je roven nule.

2.2.2 SloZeny rovinny obrazec

Vysetrovany slozeny rovinny obrazec rozdélime na n jednoduchych ¢asti (di-
14), napt. obdélnik, ctverec, trojuhelnik, kruh, ptlkruh apod., u nichz znadme
plosné obsahy A; a soufadnice t¢zist’ ¢; (x;, y;). Celkovy plosny obsah slozeného
obrazce je
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A=) 4. (2.11)

W Wew

obrazce ze vztaht

nAA A nA. .
U2 U

D W DY
i=1

i=1

X (2.12)

Obsahuje-li sloZzeny obrazec otvor (nebo i vyfez ¢i odstrafiovanou ¢ast), potom
vSechny hodnoty (plo$ny obsah a statické momenty) tykajici se otvoru musime
ve vypoctu uvazovat zaporné.

Otazky

1. Jak urcujeme t€zisté rovinnych car a rovinnych obrazca?

2.2.3 Obrazec ohranifeny polygonem

Je-1i sloZeny rovinny obrazec ohraniceny polygonem, tj. ma tvar obecného
(2.12) vyjadienim dil¢ich obsahil 4; a statickych momentt U,;, U,; lichob&z-
nikdl, vytvorenych pod kazdou ohranicujici useckou s koncovymi body i, i+1
(obr. 2.4). Dodrzime-li ¢islovani vrcholi mnohouhelniku proti sméru chodu
hodinovych ruci¢ek, vyjdou hodnoty veli¢in 4;, U,;, U,; podle obr. 2.4 kladné,
v piipadé opacné orientace ohranicujici usecky vyjdou hodnoty zaporné.

¢

Obr. 2.3: Rovinny obrazec ohraniceny polygonem  Obr. 2.4: Lichobéznik i, i+1

Kazdy lichobéznik omezeny ohranicujici useCkou s koncovymi body i, i+1
(obr. 2.4) mizeme rozd¢lit na obdélnik 1 a trojuhelnik 2. Pro jejich plosné ob-
sahy a soufadnice t€zist’ ziskdme vyrazy

1 1
A= (x5 =x,) Y, X=X +X0)s V=<V
2 2
1 1 1
A2,i zz(xi_xm)(ym =¥, Xin =§(xl.+2xi+1), Vi =§(2yl-+yi+l),

(2.13)
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kde x;, y; jsou soutadnice bodu i ohranicujiciho polygonu a 4; = A;; + A,,. Sta-
tické momenty jsou

U, = Al,iyt,l + AZ,iyt,Z > Uy,i = Al,ixt,l + Az,ixt,Z' (2.14)

Pro cely slozeny obrazec ohrani¢eny polygonem pak odvodime vyrazy

1 n
A :EZ(Xi _xi+1) (yz +yi+l) ’
i=1
1 n
U, ZEZ(xi ~Xin) (ylz T ViV +y13r1)’
i=l

1 n
U, = g;('xi ~ X)) [(2xi + X)) Y+ (X +2x,) Vi ] ) (2.15)

které lze piimo dosadit do vztaht (2.12). Pokud bychom zvolili zakladni li-
chobéZnik od ohranicujici GseCky kolmo k ose y, ziskali bychom vyraz pro U,
v jednodussim tvaru (podobné jako je odvozen pro Uy).

Popsany algoritmus Ize velmi jednoduse pouzit i pro obrazce s vnitinim otvo-
rem, ktery ma rovnéz tvar polygonu.

Priklad 2.1

Zadani

0.9

-

| 0,9

Obr. 2.5: Zadani prikladu 2.1
ReSeni

Vysetirovany slozeny obrazec (obr. 2.6) se sklada z obdélniku 1, z trojahelnikti

2 a 3 a z kruhového otvoru 4. Pocatek soufadnicové roviny x, y volime napf.
v levém dolnim rohu obdélniku 1 podle obrazku 2.6.

A%

Obdélnik 1 A4,=1,0-1,7=1,7 m”, £,(0,5; 0,85)m.

Trojuhelnik 2 4, 21-0,3-0,9 =0,135 m’, t,(-0,1; ,4)m.
2

S11(32) -
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Trojuhelnik 3 4, = l -0,9-0,9=0,405 m*, t,(1,3; ,4)m.
2
Kruh 4 A, =r-0,3"=0,2827 m’, t,(0,51,2)m.

0.8 103 |

0.9

1.7

Obr. 2.6: Resenti prikladu 2.1

Protoze kruhova cast 4 tvoii otvor, budeme v nasledujicich sumach ¢leny od-
povidajici této ¢asti odecitat. Celkovy obsah sloZzeného obrazce ur¢ime podle
vztahu (2.11)

A=A+ A, + A, — 4, =1,7+0,135+0,405-0,2827 =1,9573 m”.

Vv v

Ax + Ayx, + Axy — A,x,
X, = =

t
A
1,7-0,5+O,135-(—0,1)+O,405-1,3—0,2827-0,5
= =0,6242 m
1,9573
_ Ay + A4y, + Ay, — Ay, _
t
A
_ 1,7-0,85+0,135-1,4+0,405-1,4—-0,2827-1,2 ~0.9512 m

1,9573

A%

z vypoctu, je nutné u vSech mezivysledki pracovat s dostate¢nym (vétSim)
poctem platnych cifer, aby se neztratila ptesnost vysledku.

Shrnuti

Metodika stanoveni statického stfedu rovinné soustavy rovnobéznych sil se

A%

A%

Vv v

ného a slozeného rovinného obrazce, véetné obrazce ohrani¢eného polygonem.
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3 Kvadratické momenty rovinnych obrazci

k dulezitym geometrickym charakteristikam, s nimiz se setkdvame pfi statické
analyze prutovych konstrukci. Jednd se o momenty setrvacnosti / a deviacni
momenty D rovinnych obrazct, které predstavuji prifezy redlnych pruti.
Oznaceni kvadratickych momentl vychazi z toho, Ze se u téchto veli¢in nasobi
plosny prvek d4 kvadratem délky nebo souc¢inem dvou délek.

Kvadratické momenty (momenty druhého stupné) rovinnych obrazci patii

3.1 Momenty setrvacnosti jednoduchych obrazcu

Vztahneme-li obecny rovinny obrazec A (obr. 3.1) k libovolnym soutadnico-
vym osdm x, y, leZzicim v roviné obrazce, jsou momenty setrvacnosti diferenci-
alniho plosného elementu d4 = dxdy ke kazdé této ose definovany vyrazy

dI, = y*d4, dl =x*d4. (3.1

y

Obr. 3.1: Obecny rovinny obrazec

Momenty setrvacnosti celého rovinného obrazce 4 k ptislusSnym soutadnico-
vym 0sam jsou

I,=[dr, =[y d4, I,=[dl,=[x"dd. (3.2)
A A A A
Velikost momentu setrvacnosti je vzhledem k definici vzdy rtznd od nuly.
Znaménko zavisi pouze na znaménku ploSného obsahu obrazce (otvoru pfisu-
zujeme zaporné znaménko). Zakladni mérovou jednotkou momentu setrvac-
nosti je m". Momenty setrva¢nosti k t&Zistnim osam se oznaduji jako centrdlni
momenty setrvacnosti a ptislusné osy jako centrdlni osy setrvacnosti.

3.2 Devia¢ni momenty jednoduchych obrazcu
Vztahneme-li obecny rovinny obrazec 4 (obr. 3.1) soucasné ke dvéma libovol-

nym soufadnicovym osdm x, y, lezicim v rovin¢€ obrazce, je deviaéni moment
diferencialniho plo$ného prvku d4 = dx dy k t€émto osdm definovan vyrazem

-13(32) -
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dD,, =xy d4. (3.3)
Devia¢ni moment celého rovinného obrazce k soufadnicovym osdm pak je

D, =[dD, = [xydd. (3.4)
A A

Hodnota deviaéniho momentu (kladnd, zaporna ¢i nulovd) zavisi na znamén-
cich souradnic, popt. obsahu obrazce otvoru. Zakladni mérovou jednotkou de-
viaéniho momentu je m*. Dvojice soufadnicovych os, k nimz méa deviaéni mo-
ment nulovou hodnotu, oznacujeme jako hlavni osy setrvacnosti. Jedna-li se

Vv w

setrvacnosti.

Obr. 3.2: Rovinny obrazec s jednou osou symetrie

Devia¢ni moment rovinného obrazce s alespoii jednou osou symetrie (obr. 3.2)
je k této ose a k dalsi libovolné ose na ni kolmé roven nule. Vyplyva to z toho,
ze dva soumérn€ umisténé diferencidlni elementy maji k uvedenym osam devi-
acni momenty stejné hodnoty, ale opa¢ného znaménka.

vt .
] d X1

Obr. 3.3: Transformace pri rovnobézném posunuti os
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3.3 Transformace k posunutym osam

3.3.1 Momenty setrva¢nosti k rovnobéZnym osam

V soutadnicové soustaveé xj, y; s pocatkem o; uvazujme libovolny obecny ro-
vinny obrazec A (obr. 3.3). Pfi rovnobézném posunuti os z pitvodni polohy x;,
y1 do nové polohy x, y o délky c¢, d plati pro soutadnice plosného elementu d4
vztahy

X=x,+d, y=y +c. (3.5)

Po dosazeni vyrazt (3.5) do (3.2) ziskdme vztahy pro momenty setrvacnosti
k posunutym osam x, y

I :jyz dA:I(y1+c)2dA:_[yf dA+20J‘y1 dA+02JAdA=Ix1 +2cUX1+Ac2,
A A A A A

=[x dd={(x+d)ydd =[x} d4+2d[x dd+d’[d4=1, +2dU, + Ad’,
A A A A A
(3.6)
kde jsou vyuzity veli¢iny definované v rovnicich (3.2), (2.9) a (2.7). Obecné
pak miizeme vztahy (3.6) napsat ve tvaru

I, =1, +2cU, +A4c*, I,=1,+2dU, +Ad*. (3.7)

Zéaporné znaménko u druhého ¢lenu plati, je-li y < y; event. x < xy, tj. vyjdou-li
délky ¢, d podle (3.5) zaporné. Ztotozni-li se osy x;, y; s t€ZiStnimi osami x;,
Vi, pak statické momenty U, =U, =0 a vztahy (3.7) pfejdou na tvary

2 2
I,=1, +A4c?, I,=1, +Ad’, (3.8)

které se oznacuji jako

Steinerova véta: Moment setrvacnosti rovinného obrazce k libovolné
(mimoté€zistni) ose je roven momentu setrvacnosti k rovnobézné tézistni
ose, zvétSenému o soucin plosného obsahu obrazce a ¢tverce vzdalenosti
obou os.

S

Jakob Steiner (1796 — 1863), $vycarsky matematik, @
jeden z mejvétsich prispévatelii v oboru projektivni
geometrie.
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3.3.2 Devia¢ni moment k posunutym osam

Ze znamého deviacniho momentu D, , obrazce k pravouhlym osam xi, y; ur-
171

¢eme deviacni moment obrazce k osdm x, y rovnobézné posunutym o délky c,
d. Pti vyuziti vyraza (3.5) ziskdme
D, =[xy dd=[(x,+d) (y+c)dd =D, +dU, +cU, +4cd. (3.9)
A

A

Vv

V ptipadég, Ze osy xi, 1 se ztotozni s téZiStnimi osami x;, ), nabyvaji statické
momenty nulovych hodnot a vztahy (3.9) pfechazi na tvar

D, =D, +Acd, (3.10)

ktery je analogii ke Steineroveé vete. Plati:

Deviaéni moment rovinného obrazce k libovolnym (mimotézi§tnim) pra-
vouhlym osam je roven deviatnimu momentu k rovnobéznym té€ziStnim
osam, zvétSenému o soucin plosného obsahu obrazce a vzdalenosti pfi-
slusnych rovnobéznych os.

3.4 Transformace k pootoenym osam

Zname-li kvadratické momenty rovinného obrazce pro pravouhlou dvojici os x,
y s poc¢atkem o (obr. 3.4), miizeme pomoci nich ur¢it hodnoty kvadratickych
momenti pro jinou dvojici pravouhlych os x’, y’, pootoenou od ptivodnich os
o uhel a.

Reseni lze provést analyticky nebo graficky (pomoci Mohrovy kruZnice).

X x c08

Obr. 3.4: Pootoceni souradnicovych os
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Otto Mohr (1835 — 1918), patrné nejvyraznéjsi
osobnost stavebni mechaniky 19. stoleti.

Fhoto Dedtaches Museum Minchen

3.4.1 Analytické FeSeni

Plosny element dA4 (obr. 3.4) méa v pootocené soufadnicové soustavé x’, y’ sou-
fadnice

x'=xcosa+ ysina, y' =-xsina+ ycosa. (3.11)
Kvadratické momenty obrazce k pootocenym osdm vyjadiime

I, = Iy'sz = I(—xsina+ycosa)2dA =1, cosza+ly sin” @ — D, sin2e,
A A

I, = J.x'sz = I(xcosa+ysina)2dA = [ sin’ a+l, cos’ a+D, sin2a,
A A
D, = _[x’y' d4 = j(xcosa+sina) (—xsina + ycosa) d4 =

A A

1 .
:E(Ix—ly)sm2a+nycos2a. (3.12)

Zménou thlu o ve vztazich (3.12) se méni hodnoty kvadratickych momenti
k pootocenym osam . Pro urcitou polohu os xo, yy, pooto¢enou o uhel o, maji
momenty setrvacnosti extrémni hodnoty. Velikost thlu ¢ zjistime z extrému
funkce; derivaci vyrazu (3.12) pro /> podle proménné veli¢iny « polozime rov-
nu nule a ziskdme rovnici

d/,
da

=-2[ cosasina +2[ sinacosa—2D, cos2a =0, (3.13)

ktera po tpravé a dosazeni o = o, nabyva tvar

1 .
E(Ix—ly)sm2a0+nycos2a0 =D, =0. (3.14)

X0Yo
Porovnéanim s posledni rovnici (3.12) zjistime, Ze momenty setrvacnosti naby-

vaji extrémnich hodnot k takovym osam xy, yy, k nimz ma deviacni moment
nulovou hodnotu. Pro hledany thel ¢ tipravou (3.14) ziskame vztah

2D,,
tg2a0=1 T (3.15)

X

Této rovnici vyhovuji dva thly o a ap+7/2, které urcuji polohu dvou os xo, yo
navzéjem kolmych.
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Extrémni hodnoty momentd setrvacnosti /, ,/, pfedstavuji tzv. hlavni mo-

menty setrvacnosti, pfislusejici hlavnim osam setrvacnosti xo, yo. Ur¢ime je ze
vztahil (3.12) dosazenim zndmého uhlu oy podle (3.15), takze ziskdme

2 2 .
I, =1Icos"a,+I sin"a,-D, sinlq,,
. 2 2 .
I, =1 sin"a,+1,cos"a,+D,, sin2e,. (3.16)
3.4.2 Hlavni momenty setrva¢nosti

Vztahy (3.16) nejsou pftili§ vhodné pro numerické vypocty, nebot’ obsahuji
rizné nasobky thlu ay. Uvazime-li proto geometrické zavislosti

cos’ @, = %(1+c032a0), sin’ @, = %(l—cos 2a),
ziskame (3.16) jako funkce pouze dvojnasobného uhlu ve tvaru

I, :%(Ix +[y)+%([x —1,)cos2a, - D, sin2a,,

1 1 :
I, = E(Ix +1,) —E(IX —1,)cos2a, + D, sin2a,. (3.17)
Po uplatnéni vztaht
tg 2a, 1

sin2q, = cos2a, =

Jl+teg’2a, J1+tg’2a,
do rovnic (3.17) a s vyuzitim (3.15) obdrzime po upraveé vyhodné;jsi tvar

3 B Ix+1y

max,min ~ 1,2 T 2

1 2 2
iﬂux—l},) +4D? . (3.18)

Obr. 3.5: Rozliseni hlavnich os setrvacnosti

Hlavni momenty setrvac¢nosti odpovidaji hlavnim osam setrvacnosti 1, 2. Je-li
devia¢ni moment D,, obrazce k piivodnim osdm x, y kladny (obr. 3.5a), pro-
chazi osa setrvac¢nosti, jiz pfislusi maximalni (minimélni) moment setrvacnosti,
druhym a ¢tvrtym (prvnim a tfetim) kvadrantem. Pti zdporném D, (obr. 3.5b)
je tomu praveé naopak.

Mezi momenty setrvaénosti I, I, k pivodnim osdm a I, - k pooto¢enym
0sam a rovneZ Iax, Imin kK hlavnim osam setrvacnosti plati zavislost

I+1,=1,+1,=1,+1 (3.19)

min 2
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ktera vyjadfuje konstantni hodnotu souctu momenti setrvacnosti rovinného
obrazce ke dvéma libovolnym vzijemné kolmym osam, vedenym stejnym bo-
dem o. Vztah (3.19) se oznacCuje jako prvni (linearni) invariant momenti
setrvacénosti. Jak dokdzeme v odst. 3.6, je také roven polarnimu momentu se-
trvacnosti obrazce pro bod o.

3.4.3 Mohrova Kkruznice

Hlavni momenty setrvacnosti 1ze urcit také graficky pomoci Mohrovy kruznice
(obr. 3.6). Vychazi se ze znamych hodnot kvadratickych momenti k ptiivodnim
osamx, y.

Méfitko [, D:

2 6 10 14 1044
0 4 8 12 16 '°m

Obr. 3.6: Mohrova kruznice

Zvolime libovolné dvé osy 7, D (obr. 3.6) navzdjem kolmé, nezavislé na osach
x, ¥. Od pocatku O vyneseme na osu / hodnoty momenti setrvacnosti 7, = QU
al,= OV. V bodech U, Vkolmo k ose / vyneseme hodnotu D,, = UX = V'Y tak,
ze pii kladném Dy, vyna§ime UX nad osu / a V'Y pod osu /. KruZnice sestrojend
nad primérem XY je Mohrovou kruznici se sttedem S na ose / ve vzdalenosti

1
0S=—(I,+1,) (3.20)

a polomér p ma velikost

2
1 -1 1
_ 2 2 _ x y 2 _ _ 2 2
p=NSU" +UX —\/[ > ]+ny—5\/(1x 1) +4D, . (3.21)
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Bodem X vedeme rovnobézku s plivodni osou x a bodem Y rovnobézku s osou
y. Obé tyto rovnobézky se protnou na Mohrové kruznici v bodu P (polu Mo-
hrovy kruznice). Ozna¢ime-li praseciky Mohrovy kruznice s osou / body 1 a 2,
pak pfimky P1 a P2 udavaji sméry hlavnich os setrvacnosti, jimz pfislusi hlav-
ni momenty setrvacnosti o velikostech

Inax =11 =01 = OS+p,
Inin=h=02=0S— p, (3.22)

Dosazenim vztahti (3.20) a (3.21) do (3.22) ziskdme stejné vyrazy jako
v (3.18).

Pootacenim pravouhlych soufadnicovych os v polu P muzeme graficky urcit
odpovidajici hodnoty kvadratickych momentt.

Otazky
1.  Co jsou hlavni momenty setrvacnosti rovinného obrazce a jak se urcuji?
2. Co rozumime devia¢nim momentem obrazce (k danym osam), jak se

stanovi, kdy je roven nule?

3.5 Polomér a elipsa setrvacnosti

Polomér setrvacnosti i, (resp. i) rovinného obrazce k ose x (resp. y) je defi-
novan jako druhd odmocnina z podilu momentu setrvacnosti k piislusné ose
a plosného obsahu obrazce, tedy

I
=y i = qy. (3.23)

Polomér setrva¢nosti méa délkovy rozmér (napt. metr). Ze vztahi (3.23) naopak
mizZeme urcit momenty setrvacnosti ze sou€inu obsahu obrazce a ¢tverce po-
lomé&ru setrvacnosti:

I, =A4i, I,=A4i. (3.24)

Obr. 3.7: Poloméry setrvacnosti k rovnobéznym osam

Upravou vztaht (3.8) s piihlédnutim k (3.24) ziskdme vztah mezi poloméry

setrvacnosti k mimot¢zistni a tézistni ose (obr. 3.7)

iy =iy +c?, iy =iy +d*. (3.25)

220 (32) -



Kvadratické momenty rovinnych obrazct

Poloméry setrvacnosti obrazce k jeho hlavnim osam nazyvame hlavni polomé-
ry setrvacnosti a hlavnim centrdlnim osdm pak ptislusi hlavni centralni polo-
méry setrvacnosti.

Setrvacné vlastnosti rovinného obrazce umisténého v soufadnicové soustave
x, y k po¢atku o graficky vyjadiuje elipsa setrvaénosti. Ziskame ji tak, ze uva-
zujeme v pocatku o rizné pravouhlé dvojice os setrvacnosti s odpovidajicimi
momenty setrvacnosti a poloméry setrvacnosti. Vedeme-li rovnobézky s osami
setrvacnosti ve vzdalenosti pfislusného poloméru setrvacnosti (obr. 3.8), obali
tyto piimky kiivku, ktera je elipsou setrvacnosti pro bod o. Elipsa setrvacnosti
ma v soufadnicové soustave x, y rovnici

2
11,-D},

I.x*+1,y*=2D, xy= (3.26)

Obr. 3.8: Elipsa setrvacnosti obrazce pro bod o

Hlavni osy elipsy jsou hlavnimi osami setrvacnosti xo, yo obrazce a piislusné
hlavni poloosy a, b elipsy jsou predstavovany hlavnimi poloméry setrvacnosti,
pro néz plati vztahy

I I
a=i_ =", b=i, =, 3.27
W=y (3.27)

A%

Elipsa setrvacnosti sestrojend pro tézisté obrazce se nazyva centralni elipsa
setrvacnosti a jeji poloosy tvofi hlavni centrdlni poloméry setrvacnosti.

3.6 Polarni moment setrva¢nosti

Vztahneme-li moment setrvacnosti rovinného obrazce k libovolnému bodu o
v rovin¢ obrazce (obr. 3.9), jedna se o tzv. polarni moment setrvacnosti (patii
rovnéz mezi kvadratické momenty).

Polarni moment setrvacnosti je definovan vztahem
I = j 24, (3.28)
A

kde r je vzdalenost plosného elementu d4 = dx dy od dan¢ho bodu o, pticemz
plati vztah

rt=x’+y°.
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Po jeho dosazeni do (3.28) obdrzime

I=[(+y")dd = [y’ dd+[xXdd=1 +1,. (3.29)
A A4 A4

Rovnice (3.29) doklada, ze polarni moment setrvacnosti /, rovinného obrazce
k bodu o je roven souctu dvou axidlnich momentl setrvacnosti /, a /, ke dvéma
libovolnym vzajemné kolmym osam x a y, prochazejicim bodem o. Podle prv-
niho invariantu momenta setrvacnosti (3.19) neni velikost polarniho momentu
1, zavisla na smérech vzajemné kolmych os x, y, vedenych vysetfovanym bo-
dem o.

3.6.1 Polarni momenty ke dvéma libovolnym bodtim

Zname-li polarni moment setrvacnosti /, k nékterému bodu o; roviny obrazce

(obr. 3.9), mizeme pomoci n¢j stanovit polarni moment setrvacnosti 1,
k libovolnému jinému bodu o. Vzdalenost diferencidlniho elementu » ur¢ime ze
vztahu

PP =(x,+d) +(y, +c)’ (3.30)
a po dosazeni do (3.29) ziskame

I, = ﬂ (x, +d) +(» +C)2]dA =1, +2cU, +2dU, + (> +d*)A.

A

(3.31)

A%

nulové hodnoty a vztah se zjednodusi na tvar

I, =1+(c+d)A=1+ Ap°, (3.32)

kde p je vzdalenost bodii 0 a 0| podle vyrazu p =+/c> +d”° .

Rovnice (3.32) je analogicka Steinerové vété (3.8) a slovné ji lze vyjadrit: Po-
larni moment setrvacnosti rovinného obrazce k libovolnému bodu roviny ob-

vvvvv

nému o soucin obsahu obrazce a ¢tverce vzdalenosti obou bodu.
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3.7 Kvadratické momenty sloZenych obrazcu
V praxi se velmi Casto vyskytuji prifezy slozené z geometricky jednoduchych

menty piislu$né jejich vlastnim tézistnim osam. Aplikaci principu superpozice
ucinki a transformacnich vztaha (3.8) a (3.10) miZeme napsat pro vysledné
kvadratické momenty sloZzené¢ho rovinného obrazce k osam x, y vztahy

I = i[m = Zn“(]w +Ac)) = i(le_ +A4y)),
i=1 i=1 i=1

1, = Zn:ly,i = Zn:(]y,,i + Az'dz‘z) = i(]y,- + Aixiz) ’
i=1 i=1 i=1

D, = ZDX},J = Z(pri +Acd,) = Z(Dx‘_y, +A4x,), (3.33)
i=1 i=1 i=1

kde znaci

A, obsah i-tého dil¢iho obrazce,

Ix,,i =I'z ? Iywi =Iyi ? D

X Vot

=D, , kvadratické momenty i-té¢ho dil¢iho
obrazce k jeho vlastnim tézi§tnim osam x,; = x;, yi; = ¥, rovnob&éznym
s osami x, ),

¢ = yi, d; = x; souradnice tézist’ dil¢ich obrazcii v souradnicové soustave
X, V.

U otvoru nebo odstraiované Casti vramci celého slozeného obrazce se
pro plosny obsah 1 kvadratické momenty uvazuje zdporné znaménko.

3.7.1 Obrazec ohrani¢eny polygonem

2%

S vyuzitim vztaht (2.13) pro plo$né obsahy a soufadnice t€zist obou ¢asti kaz-
dého lichobézniku omezeného ohranicujici useckou s koncovymi body i, i+1
(obr. 2.4) uréime ptislusné kvadratické momenty lichob&zniku

1 1
I, = g(xi _xi+1)yi3 +£('xi — X ) (Vi _yi)3 +A2,iyt22 >

1 1
I, = Eyi(xi - xi+1)3 + Al,ixt? + g(ym — (X _xi+l)3 + AZ,ixtzz 5

1
D, = 0+ Al,ixtlyt] _E(Xi _xi+l)2(yi+l - yi)2 + AZ,ixtzytz : (3.34)

Po dosazeni za obsahy Casti 4, ;, A>; a soufadnice t€zist’ x.1, y..1, X12, ¥:2 podle
(2.13), po tpravé a sumaci obdrzime vysledné vyrazy pro kvadratické momen-

ty slozeného obrazce ohrani¢ené¢ho polygonem ve tvaru

1 n
L=3 310 =207 + 32y + vt + i),
i=1
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1 n
Iy = E { (x; = xi+l)[xi2 Gy +ya)+2xx,, (v + v+ xi—l (v, + 3yi+l)] }a
i=1

1 n
D, = ﬁz [(3xi2 - xil)yiz +(‘x1’2 - 3x1i1)yi2+1 + z(xiz - xi2+] )V +
=1

+2xixi+l(yi2+l _yiz)]' (3.35)

Popsany algoritmus se hodi i pro obrazce s vnitinim otvorem, ktery ma rovnéz
tvar polygonu. Pfidanim casti obrazce (resp. odstranénim otvorl) pii znalosti
jejich t€zist, plosnych obsahi a t€zZiStnich kvadratickych momentd (viz tab.
3.1) mizeme snadno pomoci vztahii (3.8) a (3.10) doplnit tvary obrazce, vy-
mykajici se polygonu.

Priklad 3.1

Zadani

Stanovte momenty setrvacnosti a deviaéni momenty sloZeného obrazce (obr.

3.10) z ptikladu 2.1 k jeho t€ziStnim osdm, hlavni momenty setrvacnosti, sméry
hlavnich os a poloméry setrvacnosti. Vykreslete elipsu setrvacnosti obrazce.

| 0.8 L03 |

0.9
L 03
1
e
T
° <
|

0,8
0,8

0.3 1.0 09

Obr. 3.10: Zadani prikladu 3.1
Re$eni

Vv ew

Z ptikladu 2.1 pfevezmeme plo$né obsahy a polohy téziSt' jednotlivych casti

A%

slozeného obrazce, celkovy obsah A4=1,9573m> a polohu t&zi§te
£(0,6242; 0,9512) m a stanovime momenty setrvac¢nosti a deviatni momenty

A%

jednotlivych ¢asti k téziStnim osdm slozeného obrazce podle vztahti (3.8)
a (3.10).
Obdélnik 1
I, = é170'1,73 +1,7-(0,85—0,9512)2 =0,42683 m*

I, :£1,03 1,7+1,7-(0,5-0,6242)" =0,16789 m*

y

-24(32) -



Kvadratické momenty rovinnych obrazct

D, = O+1,7-(0,85—0,9512)-(0,5—0,6242) =0,02137 m*

Trojuhelnik 2
I, :%0,3-0,93 +0,135-(1,4—0,9512)2 =0,03327 m*
I, =%0,33 -0,9+0,135-(—0,1—0,6242)2 =0,07148 m*
ny,2=—%0,32 -0,9° +0,135~(1,4—0,9512).(_0,1_0’6242):
=-0,04489 m*
Trojthelnik 3
I, :%0,9-0,93 +O,405-(1,4—0,9512)2 =0,09980 m*
I, 2%0,93 -0,9+0,405-(1,3—0,6242)2 =0,20319 m*
D, .= +7—120,92 -0,9° +0,405-(1,4—0,9512)-(1,3—0,6242) =
=0,13195 m*
Kruh 4
4
I.,= d 3’3 +0,2827‘(1,2—O,9512)2 =0,02386 m*
4
I,,= 70,3 +0,2827-(0,5—0,6242)2 =0,01072 m*
’ 4

D, ,=0+0,2827-(1,2-0,9512)-(0,5-0,6242) = ~0,00874 m*

Kruhova ¢ast 4 tvoti otvor, proto 1 v tomto ptikladu budeme v nasledujicich
suméch cleny odpovidajici této casti odecitat. Celkové momenty setrvacnosti
a devia¢ni moment slozené¢ho obrazce ur¢ime podle vztaht (3.33):

]x, :Ix,l +Ix,2 +1x,3 _Ix,4 =
=0,42683+0,03327+0,09980—0,02386 = 0,53604 m"

I, =1, +1,+1,-1,=
=0,16789+0,07148+0,20319-0,01072 = 0,43184 m*

Dx,y, = ny,l +ny,2 +ny,3 _ny,4 =

=0,02137 +(~0,04489) +0,13195 —(~0,00874) = 0,11717 m"*

Hlavni centrdlni momenty setrvacnosti k hlavnim osam uréime ze vztahu
(3.18)
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I +1, 1 > >
Lo = ia\/(le ~1,) +4D?, =

max,min 2

~0,53604+0,43184
2

I, =061216m*; I =0,35571 m".

i%\/(0,53604—0,43184)2 +4-0,11717°,

Smér hlavnich os ur¢ime ze vztahu (3.15)

2D .
tg 20, =—*— = 2-0,11717 =-2,2489.
I, -1, 0,43184-0,53604

Tomu odpovidaji dva thly
a, =-33,014° a a,=56,986°,

které¢ urcuji polohu hlavnich centralnich os xo a yo, ke kterym jsou vztazeny
hlavni centrdlni momenty setrvacnosti. ProtoZze deviacni moment k piivodnim

A%

téziStnim osam sloZzeného obrazce je kladny, prochazi osa setrvac¢nosti, jiz pfi-
slu$i maximalni moment setrvacnosti /max , druhym a ¢tvrtym kvadrantem (viz
obr. 3.11).

Poloméry setrvacnosti ur¢ime podle vztahti (3.23) a (3.27)

I
ioo | (833008 533,
! A 1,9573
1
i = |2 _ Mzo,%gm,
! A 1,9573

imax=\/]‘“a" :\/0,61216 05592 m.

A 1,9573
i =\/Imin = 93576 4263 m.
A 1,9573

Pomoci vypoctenych polomérii setrvacnosti pak sestrojime elipsu setrvacnosti
(viz obr. 3.12).

Yo=min
A

!

/

/
7 56,986°

Obr. 3.11: Hlavni centralni osy setrvacnosti
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yo=min

Obr. 3.12: Elipsa setrvacnosti

Shrnuti

Pro ucely statické analyzy prutovych konstrukci byl zaveden a osvétlen pojem
kvadratickych momentid rovinnych obrazct. Definovali jsme pojmy momenty

setrvacnosti a deviaéni momenty jednoduchych obrazcti. Zabyvali jsme se pak
jejich transformacemi k posunutym osam (Steinerova véta) a k pootocenym
soufadnicovym osam, abychom analyticky 1 graficky (pomoci Mohrovy kruz-
nice) mohli vysetfit hlavni, resp. hlavni centrdlni momenty setrva¢nosti. Pojed-
nano bylo také o poloméru setrvacnosti a elipse setrvacnosti. Definovan byl téz
polarni moment setrvacnosti.
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Tab. 3.1: Geometrické charakteristiky rovinnych obrazcii

T b Obsah A, poloha t&€Zist€ £, momenty setrvaCnosti /,
var obrazce poldrni I, a deviaéni D
yb = ?yz \
f A=bh;, x,==; y,=—
o i z
= 1,3 13 1,3 1, .3
© ; I =—bi, I =—hb*; I_=—bh’, 1. =—hb
2 12 2 * 3 Y3
© b bh
D =——; [ =—(b*+H?)
xy 4 i 123 /
2 a
o A=a ; x‘=y,=a-
o 4 4
54 a a
5 Ixt=IY/=E’ 1“=I)’=?
a4 a4
P 1%
b h
4 M AT %Sy
£ S U TP o
.g lxI—-j—gDn 5 lyl—glw 5 UX:Y/— 7
iop 2,2
E 1x=ibh3; I =1w p =2~
] 12 Y12 o
<
& _loa o bhiy
Io=-bh"; 1,_55(17 +h?)
2 2
=l(a+b)h; . +ab+b : yl=(a+2b)h
v 2 3a+b) 3(a+b)
;E ;- (a2 +4ab+172)h3 ' _ (Ba+b)H’
2| = %7 36a+b) | * 12
= 3 a* +2ab +3b° n*
PCEE R ikl L
g 12 » 24
5 nd* art  ad®
= A=J‘[r = — Ix = > = ——
5l 4 4 o 4 64
v ]
1 x5 art _ nd*
' 2 32
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Kvadratické momenty rovinnych obrazct

Tab. 3.1: Geometrické charakteristiky rovinnych obrazcii (pokracovini)

Tvar obrazce Obsah A, poloha t&Zi§té £, momenty setrvadnosti I,
polarni /; a deviacni D
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Prifezové charakteristiky

Tab. 3.1: Geometrické charakteristiky rovinnych obrazcii (pokracovdni)

Obsah A, poloha téZi¥t€ ¢, momenty setrvalnosti /,
Tvar obrazce . S
polarni /; a deviacni D
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4 Studijni prameny
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