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Uvod

1 Uvod

1.1 Cile

V tomto prvnim modulu Zékladl stavebni mechaniky shrneme poznatky
z fyziky tykajici se vektori, sil a jejich pisobeni, momentu sily, rovnovéahy
apod. Pro potfeby stavebni mechaniky je rozsifime na uroven potiebnou ke
zvladnuti navazujicich témat v pfedmétech Statika a PruZznost a pevnost.

Nasim cilem ve finale budou vypocty nosnych stavebnich konstrukei z hlediska
poskytnuti udajii pro jejich dimenzovani podle jednotlivych materidlii. Ve
druhém modulu se zaméfime na vypocet polohy tézisté a kvadratickych
momentd rovinnych obrazci. Ve tfetim a ¢tvrtém modulu Zédkladi stavebni
mechaniky se budeme zabyvat feSenim staticky wurCitych konstrukei,

v pfedmé&tu Statika pak feSenim staticky neurcitych konstrukei.

1.2 Pozadované znalosti

Zaklady stavebni mechaniky navazuji na znalosti obecné fyziky. Studenti by
m¢eli byt obezndmeni s pojmy skaldry, vektory a operace s nimi, sila, Newtono-
vy zakony a jejich uziti, moment sily, rovnovaha sil a momentt sil.

Z matematického aparatu vyuzijeme goniometrické funkce, vektorovy pocet,
diferencialni a integralni pocet v€etné nazorného vyznamu derivace jako smér-
nice funkce a integralu jako plosného obsahu pod grafem funkce.

1.3  Doba potirebna ke studiu

Modul obsahuje latku probiranou ve dvou tydnech semestru. Doba potiebna
k nastudovani jednotlivych kapitol ¢i odstavcil se 1iSi od n¢kolika minut do
nc¢kolika desitek minut. Zalezi to jednak na ptfedchozi prupravé studenta
v prislusné oblasti, jednak na obtiznosti daného tématu. Potfebnd doba ke stu-
diu ¢ini 10 az 15 hodin.

1.4 Klicova slova

mechanika, statika, pruznost, sila, staticky moment sily, dvojice sil, silova sou-
stava, ekvivalence, rovnovaha
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Uvod do stavebni mechaniky

2 Uvod do stavebni mechaniky

Védni obor Mechanika jako souc¢ést fyziky se zabyva zkoumanim mechanic-
kych jevl. Mechanika zahrnuje kinematiku a dynamiku, jejiz soucasti je stati-

ka. Stavebni mechanika se v obvyklém pojeti ¢leni na statiku a dynamiku sta-
vebnich konstrukeli, teorii pruznosti a plasticity, hydromechaniku apod.

Statika stavebnich konstrukci zkouma podminky rovnovahy konstrukci a v§ech
pusobicich vnéjsich sil, dynamika stavebnich konstrukei fesi dynamické ucinky
vnéjsich sil ménicich se v Case, teorie pruznosti a plasticity se zabyva urcova-
nim deformaci a napéti v ¢astech konstrukce za pruzného ¢i plastického stavu.

Cilem Stavebni mechaniky je optimdlni navrh stavebni konstrukce tak, aby
bezpecné prenesla statické i dynamické zatizeni, vykazovala piipustné defor-
mace a spliovala kritéria hospodarnosti.

2.1 Zakladni pojmy a principy

Mechanika studuje mechanicky pohyb hmotnych téles. ZvlaStnim piipadem
mechanického pohybu je relativni klid télesa. Pohyb télesa se déje v prostoru
a Casu pulsobenim sil. Vychazi se z klasick¢é Newtonovy mechaniky, jejimz
zakladen jsou tfi zakladni Newtonovy zdkony — princip setrvacnosti, princip
zmény hybnosti (sily) a princip akce a reakce. Posledné uvedeny princip je
zakladnim zakonem statiky.

Z dalSich principt se v linearni mechanice aplikuje princip superpozice ucinki
(jednotlivé ucinky lze algebraicky ¢i vektorové scitat) a princip umeérnosti (k—
nasobné vétsi sila vyvola k—néasobné vétsi ti€inek).

Prostor je geometrické neomezené spojité prostiedi, v némz existuji hmotné
objekty. Pfedpoklada se trojrozmérny euklidovsky prostor. Nejcastéjsi je orto-
gonalni (pravouhld) pravotociva souradnicova soustava se ttemi osami x, y, z

navzéjem kolmymi.

Uzitecnou fyzikélni abstrakci je hmotny bod. Pomoci ného je formulovana
vétSina zdkladnich vét klasické mechaniky. Pfisuzuje se mu nulovy moment
hybnosti k ose prochazejici jeho stfedem, tedy nulovy moment setrvacnosti.

Hmotné téleso se predstavuje jako mnozina velkého poctu vzijemné vazanych
hmotnych bodd. Neméni-li se vzajemné vzdalenosti hmotnych bodt, hovoii se
o dokonale tuhém télese, které se u€inkem vnéjSich sil nedeformuje. Je pod-
statné rozlisit, kdy je mozno realna télesa pro ucely vypoctu povazovat za do-
konale tuhé a kdy nikoliv. Ve statice lze téleso povazovat za dokonale tuhé,
jestlize se jeho deformace projevi zanedbatelnym vlivem na velikost reakei ve
vazbéch télesa s okolim. V fad€ piipadu statickych a pruznostnich feSeni je
vSak nezbytné uplatnit poddajnost téles. V dynamice je otazka aplikace tuhého

vvvvvv

vvvvvv
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2.2 Mechanika pevnych téles

Mechanika aplikovana na stavebni konstrukce se nazyva stavebni mechanika.
Pojednava o vypoctech nosnych stavebnich konstrukci. Ty se zpravidla naché-
zeji v klidu a spliuji podminky rovnovahy a jejich feSenim se zabyva statika
stavebnich konstrukci. Naopak dynamické ucinky vnéjSich sil vySetiuje sta-
vebni dynamika.

Pti vySetfovani konstrukci je nutné piihlizet i k jejich pretvoreni (deformaci).
Vypocet deformaci a napéti za pruzného i plastického stavu patii do teorie
pruznosti a plasticity. Uvedené védni discipliny se navzajem prolinaji a neni
mozné mezi nimi urcit pfesné hranice.

2.3  Vypocty nosnych stavebnich konstrukei

Komplikovanost skutecnych déji v redlnych mechanickych soustavach vede
k nutnosti vytvofit pfimétené zjednoduseny fyzikalni model. Cim ma byt model
telny. Fyzikédlni model je vzdy kompromisem. Struktura fyzikadlniho modelu
rozhoduje o piesnosti ziskanych vysledkii a o vypoctové postizitelnosti sledo-
vanych jevi.

Z fyzikalniho modelu se odvozuje model vypoctovy (matematicky). Ten pred-
stavuje piislusnou soustavu rovnic, jejichz feSeni je feSenim daného problému.
V zavérecné analyze vysledki feSeni se opét uplatni mechanicka interpretace
pro dimenzovani nosné stavebni konstrukce.

2.4  Statika dokonale tuhych téles

Pod dokonale tuhym télesem rozumime takové téleso, které neméni sviyj tvar,
pusobi-li na n¢ zcela libovolna soustava sil. Je-1i jeden rozmér (napfi. tloustka
d) dokonale tuhého télesa mnohem mensi nez zbyvajici délkové rozméry, ho-
votime o dokonale tuhé desce.

Desku se soumérné rozloZzenou hmotnosti podle roviny soumérnosti desky
vcetné soumérn¢ pusobiciho zatizeni nazyvame dokonale tuhou deskou
v roviné. Ptitom pohyb desky probiha tak, Ze body roviny soumérnosti ziistava-
ji stale v této roviné. Pojem ,,dokonale tuha deska“ je abstraktni a musime ho
odliSovat od pojmu ,,deska* ve smyslu teorie pruznosti, kde se jedna o plosny
utvar priéné zatézovany. Dokonale tuha deska spiSe ptipomina to, co se v teorii
pruznosti oznacuje jako ,,sténa®.

Dokonale tuhou desku, jejiz jeden rozmér / zna¢né prevlada nad pricnymi roz-
méry d a h, vySettujeme jako prut. Prut ulozeny pomoci vazeb se nejcastéji
oznacuje jako nosnik.
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2.5 Axiomy statiky

Pro soustavu sil pisobici na dokonale tuh¢ téleso plati nasledujici axiomy.

e Axiom o rovnobézniku sil: Vektor vyslednice R dvou sil F; a F,, piisobicich
na tuhé téleso v jednom bodu m (obr. 2.1) je tvofen thloptickou rovnobéz-
niku o stranach rovnych délkam vektort sil F; a F,. Plati

R:F1+F2:F2+F1. (21)

1
;/mz

m=m, = m, F,
Obr. 2.1: Rovnobéznik sil
e Axiom o rovnovaze dvou sil: Dvé sily F; a F, piisobici na tuhé téleso

(obr. 2.2), jsou v rovnovaze jen tehdy, jsou-li stejné velké, opacného smys-
lu a pasobi-li v jednom paprsku, tedy

F] + F2 = 0 . (22)

Fl
Obr. 2.2: Rovnovaha dvou sil

e Axiom o pridani rovnovazné soustavy: K télesu lze ptidat rovnovaznou sou-
stavu sil, aniz by se tim zménil pohybovy stav tuhého télesa (obr. 2.3).

F,

Obr. 2.3: Zmena pusobiste sily

o Poucka o pusobisti sily: Vyplyva z druhého a tietiho axiomu — viz obr. 2.3.
Piisobiste m, sily F; lze posunout do libovolného bodu m; jejiho paprsku,
aniz by se tim zménil ucinek sily na téleso. Dokazeme to tak, ze nechame
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v bodu m, paprsku plsobit rovnovaznou soustavu sil F,, F3 tak, aby F, =
— F5; = F;. Pak podle tietiho axiomu Ize odejmout od télesa rovnovaznou
soustavu sil F;, F3 a zbude sila F, v novém ptlisobisti m;.

2.6  Silové soustavy

pevnych dokonale tuhych téles.

2.6.1 Sila

Pojem sily vznikl abstrakei subjektivniho pocitu tlaku ¢i tahu pfi vyvozovani
silového u¢inku clovékem na téleso. Fyzikdln¢ se sila chape jako vektor,
k jehoz urcCeni je potiebné zadat velikost, plisobisté, smér a smysl. Piimka,
v niz vektor sily lezi, je paprskem (nositelkou) sily. Jednotkou pro méteni veli-
kosti sily je newton (1 N = I kg-m-s ).

Ve vazbach mezi télesy soustavy rozliSujeme sily akcni a reakcni, sily pracovni
konaji praci pfi elementarnim pohybu soustavy a sily vazbové nekonaji praci a
jsou slozkami vazbovych reakei.

Silu F (obr. 2.4) jako vektor lze rozlozit do slozek F\, F), F. v soufadnicovych
osach x, y, z ortogonalniho soufadnicového systému promitnutim vektoru sily F
do téchto os. Slozky F, F), F. jsou skalary. Znaci-li i, j, k jednotkové vektory
ve sméru soufadnicovych os, plati

F=iF,+jF,+kF.. (2.3)

Obr. 2.4: Sila v pravouhlém pravotocivém souradnicovém systému

Velikost sily F pak (s ptedstavou télesové uhlopticky kvadru) je

F=|F=F?+F’+F’. (2.4)

Pro smérové uhly «, f, 7, odméfované ve tfech riznych rovinach urcenych
paprskem sily a rovnobézkami s jednotlivymi soufadnicovymi osami (kladny-
mi poloosami), plati

F F
cosa=—=, cosff=—, cosy=—F, 2.5
7 B r=% (2.5)
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a vzdy musi byt podle (2.4) splnéna podminka
cos’a+cos” f+cos’ y=1. (2.6)

Slozky F\, F,, F. lze vyjadfit jako skalarni soucin vektoru F a pfisluSnych jed-
notkovych vektort

F.=F-i, F,=F-j, F.=F-k (2.7)
nebo Casteji z vyrazi (2.5)
F =Fcosa, F,=Fcospf, F =Fcosy. (2.8)

Ve smyslu maticového poctu lze silu F o slozkach F,, F,, F. povaZovat za
sloupcovou matici (vektor)

F

X

F={F={F, F, F|", (2.9)

y

F

z

zapisovany c¢asto pro usporu mista formou fadkového vektoru s transpozi¢nim

, T ’ LR ) . ’ v sty 7 .
znaménkem . Graficky se sila vyjadfuje orientovanou useckou, jejiz délka je
v prislusném méftitku dana velikosti sily F.

2.6.2 [Moment sily

Znaci-li (obr. 2.5) r polohovy vektor (pravodic) pusobisté m sily F, pak velici-
na M; vyjadiuje (staticky) moment sily F k bodu s (momentovému stfedu) a
je dana vektorovym soucinem

M,=rxF. (2.10)

kladny
smysl
otaceni

Obr. 2.5: Staticky moment sily k momentovému stiredu

Moment sily je vektor vazany na bod s, kolmy na rovinu danou vektory r a F.
Je orientovany tak, ze pti pohledu proti (zdvojené) Sipce vektoru M; se jevi
pootoCeni ze sméru r do sméru F v kladném smyslu, tj. proti smyslu pohybu
hodinovych rucicek. Fyzikdln¢ vyjadiuje moment miru toc¢ivého ucinku sily
k bodu s. Moment sily F k bodu s se neméni, posuneme-li silu F v jejim pa-
prsku. Velikost momentu je

M, =kl [lsing = r-Fsing = Forsing= Frp [Nml (1D

~11 (48) -


Z7207
Zvýraznění


Silové soustavy

Podle (2.11) lze tedy velikost momentu urcit skalarnim soucinem velikosti sily
F aramene p (délky kolmice spusténé z bodu s na paprsek sily F), coz predsta-
vuje plosny obsah rovnobézniku sestrojené¢ho z vektorti r a F.

Moment My, sily F k ose (primce) O vyjadiuje jeji tocivy uinek vzhledem
k této ose. K ur¢eni momentu zvolime na ose vhodny libovolny bod, k némuz
ur¢ime moment podle vztahu (2.10). Vektor tohoto momentu pak promitneme
do sméru osy O a ziskame tak hledany moment k ose.

Sila F rozlozena do slozek podle vyrazu (2.3) mé k libovolnému bodu moment
M=rxF=(rxi)Fr+t(rxj)F+(@xk)F.. (2.12)

Pak Varignonova (momentova) véta, vyjadiujici vztah mezi momentem sily a
momenty jejich slozek, zni: Moment sily k libovolnému bodu je vektorovym
souctem momentu slozek této sily k témuz bodu.

Pierre Varignon (1654 — 1722) piisobil jako profesor
na Collége Mazarin a byl ¢lenem Akademie. Zabyval
se matematikou, fyzikou, hydraulikou, astronomii
a filosofii. Vr. 1725 vysla jeho kniha Nova mechani-
ka neboli statika, obsahujici statiku tuhych téles, za-
loZena na rovnobézniku sil.

Za zminku mozna Sstoji, Ze momentovou Veétu,
v podstaté zakon pdaky, zformuloval Archimédes (287
pr. Kr. — 212 pr. Kr.), nejvétsi matematik a mechanik
starovéku, a to takto: Nestejna zdavazi jsou na pdce
v rovnovaze jen tehdy, jsou-li neprimo umerna rame-
num, na nichz jsou zavésend.

2.6.3 Dvojice sil

Dvojice sil (silova dvojice) je specialni soustavou dvou sil F stejné velikosti a
sméru, ale opacného smyslu, nelezicich na stejném paprsku (obr. 2.6). Pti
vzdalenosti p paprski obou sil je mohutnost to¢ivého ucinku dvojice sil vyjad-
fena momentem dvojice sil o velikosti

(2.13)

s ... libovolny bod
roviny dvojice
<L i

kladny smysl otaceni

Obr. 2.6: Dvojice sil
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Vektor M je vztyCeny kolmo na rovinu dvojice sil tak, ze pfi pohledu proti
Sipce vektoru otaci dvojice v kladném smyslu. Ke vS§em bodiim roviny dvojice
1 prostoru je moment dvojice sil stejny a nezavisi na paprscich sil. Lze jej libo-
volné pfemist'ovat v prostoru pii zachovani jeho sméru a smyslu, proto se na-

zyva volnym vektorem.

2.6.4 Druhy silovych soustav

Silové soustavy rozdélujeme podle riiznych hledisek:

Podle polohy jednotlivych sil rozezndvame soustavy
e primkove, 1D — vSechny sily soustavy plisobi v jedné piimce,
e rovinné, 2D — paprsky vSech sil soustavy lezi v jedné roving,
e prostorové, 3D — paprsky sil soustavy lezi obecné v prostoru.

Podle pusobist’ sil rozliSujeme

e obecnou soustavu sil — paprsky sil maji zcela libovolné polohy,

e svazek sil — vSechny sily soustavy maji spole¢né pusobiste, paprsky

vSech sil se protinaji v jednom bodu,

e soustavu rovnobéznych sil — paprsky sil jsou rovnobézné, prusecik pa-

prsku lezi v nekonecnu.

2.6.5 Zakladni ulohy

U kazdé silové soustavy mtizeme fesit tyto zakladni ulohy:

e ekvivalenci — danou soustavu sil nahradit vyslednici (silou, momen-

tem) nebo jinou soustavou sil, tedy:

— nahrazeni dané soustavy sil vyslednici,

— nahrazeni dané sily soustavou sil zadanych paprsky (rozklad sily),

— nahrazeni dané soustavy sil jinou soustavou sil se zadanymi pa-

prsky.

e rovnovahu — uvést soustavu do rovnovahy tak, aby vysledny tc¢inek

byl nulovy. Jedna se o tilohy:
— zruSeni dané soustavy sil rovnovaznou silou,

— zruSeni dané sily soustavou sil zadanych paprsky,

— zruSeni dané soustavy sil jinou soustavou sil se zadanymi paprsky.

Rovnovahu vyuzijeme pfti FeSeni sloZek reakci, obecné zapsanou rovnici

iF,. + iPk =0.
i=1 k=1

(2.14)

Odpovidajici podminky, jimz musi soustava sil vyhovovat, se nazyvaji pod-

minky ekvivalence resp. podminky rovnovahy.
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Shrnuti

pojmy, axiomy a principy, kterych k feSeni t€chto uloh pouzivame. Osvétleno
bylo zachazeni s pojmy osaméla sila a moment sily, resp. dvojice sil, na kte-
rych budou také s uzitim Varignonovy véty postavena vySetfovani silovych
soustav v roving i v prostoru.

Seznamili jsme se s ivodem do uloh stavebni mechaniky a se zakladnimi
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3 Rovinn¢ soustavy sil

Mezi rovinné silové soustavy fadime:
— soustavu sil ve spole¢ném paprsku (pfimkova soustava),

— svazek sil (soustava sil se spoleCnym ptsobistém),
— obecnou soustavu sil (sily piisobici portiznu v roving),

— soustavu rovnobéznych sil.

3.1 Sily ve spole¢ném paprsku

Jako specidlni ptipad rovinné (ale i prostorové) soustavy sil lze uvazovat sily,
jejichz pasobisté lezi na jedné piimce a paprsky téchto sil jsou totozné s piim-
kou (obr. 3.1). Protoze ptsobisté m; kazdé sily F; Ize posunout do libovolného
bodu m ptimky (viz odst. 2.5), ziskdme soustavu sil plisobicich v jednom bodu.
Tuto soustavu vyhodné vyuzijeme u svazku sil po rozkladu do pravouhlych
slozek.

Fl F2 Fu
(e} O ——— — — Ottt i
m m, m,

Fl’Fl’ Fn +X
Q& g "t — r —— e —— e e
o=m R

Obr. 3.1: Sily pusobici ve spolecném paprsku

Vyslednice R soustavy sil F; (i =1, ..., n) pusobicich ve spole¢ném bodu pa-
prsku je ddna jejich algebraickym souctem

R=F1+F2+...+F,,=Zn:Fl.. (3.1
i=1
Pro velikost vyslednice (obr. 3.1) plati
R=F1—F2+...+Fn=iFi. (3.2)
i=1
Rovnovaha soustavy sil ve spoleCném paprsku nastane, plati-li
R-SF -0, (3.3)
i=1
neboli algebraicky soucet velikosti v§ech sil roven nule (obr. 3.1)
R=F1—F2+...+Fn=iFi=0. (3.4)

i=1

Soustavu s vyslednici R # 0 Ize uvést do rovnovahy silou opacné velikosti.

Otazky
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(s

1.  Vjakém ptipadé€ jsou dv¢ sily v rovnovaze?

3.2  Rovinny svazek sil

Nejprve vytesime vysledny ucinek dvou riznobéznych sil ptisobicich v jednom
bodu a nasledné budeme vySetfovat obecny piipad soustavy vice sil se spolec-
nym pusobistém.

3.2.1 Dvéssily pusobici v jednom bodu
Podle prvniho axiomu v odst. 2.5 plati, Ze vyslednice R dvou sil je urcena

uhloptickou v rovnobézniku sil. Velikost vyslednice 1ze ur¢it pomoci kosinové
vety (nema zadnou souvislost s vétou Jana Sladkého Koziny — Kozinova véta!)

R=+F>+F2-2FF,cos (180°—p) =\ F? + F2 +2F F,cosp,  (3.5)

uhly mezi vyslednici a silami ziskdme ze sinové véty

. F, . . F, .
sing, =?zsm(p, sing, =Elsmg0. (3.6)

Obr. 3.2: Dve sily se spolecnym puisobistém

v

Nejvyhodnéjsi je vSak feSeni pomoci priumétii sil do souradnicovych os, jak
budeme postupovat u svazku vice sil.

Nejcastejsim piipadem jsou dvé sily F; a F, navzajem kolmé. Pak plati
R=\F}+F],

cos@, =sing, =

= |

F
, sing, = cos g, :72. (3.7)

Rozklad sily do dvou sloZek daného sméru

V roviné l1ze jednoznacné rozlozit silu pouze do dvou slozek. Z trigonometrie
obecného trojihelniku pomoci sinové véty plati
sin sin
F=R7%2 g -pT0
sing sing

Zvlastni ptipad predstavuje rozklad sily R do dvou slozek F; a F, navzijem
kolmych (sin ¢ =sin 90° = 1):

Fy=Rcos ¢ =R sin ¢,
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F>=Rsin ¢, =R cos ¢, . (3.8)

v

Vyhodnéjsi je vSak obecny zpiisob pemoci priiméti sil do soutfadnicovych os
pravouhlé soustavy, pfi¢emz sestavime dvé podminky ekvivalence

Fycosay+F,cos ap=Rcos a,
Fisin oy + Frsin s =R sin (3.9)

a feSenim ziskdme dvé neznamé velikosti sil F) , F, . Pfitom musi byt splnéna
podminka feSitelnosti — nenulovy determinant D soustavy rovnic:

cosa, cosa,

= cos o) sin an — sin ¢ cos o # 0. (3.10)

sing;, sina,

3.2.2 Svazeksil

Jedna se o soustavu sil se spolecnym ptsobistém. V bodu m plisobi soustava
ruznosmérnych sil F; (i =1, ..., n). Kazda sila F; je ddna velikosti F;, smérem a
smyslem (Ghlem ¢; , ktery mtize byt orientovany od +x, nebo uvazovan jako

v

ostry). Nejvyhodné;jsi je zadavat paprsek sily souradnicemi koncového bodu.

Postupujeme tak, ze kazdou silu podle (2.8) rozlozime do slozek F;, F;, navza-
jem kolmych o velikostech

F,,=F;cos ¢;, Fy=F;sin ;. (3.11)

Obr. 3.3: Rovinny svazek sil

Tim jsme plivodni soustavu nahradili dvéma soustavami v paprscich, kterymi
jsou osa x aosa y. Ziskame dil¢i vyslednice R,, R, o velikostech

R =Rcosa= iFix = iFi cosa; ,

i=1 i=1
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R, =Rsina=) F, =Y Fsing,. (3.12)
i=1 i=1
Velikost vyslednice R soustavy sil analogicky k (2.4) je
R=1/Rf+Ry2 (3.13)
a jeji smérovy uhel « (odchylka od +x) analogicky k (2.5) je
R . R,
cosa =—, resp. sina = —. 3.14
2 p 2 (3.14)
Podminky rovnovahy pro priiméty sil do obou os jsou
R =Y>F,=0, R =YF =0. (3.15)
i=1 i=1
Otazky
1. Jaky je vysledny Ucinek soustavy sil plisobicich v roviné na spolecny
bod?
2. Kdy je takova soustava v rovnovaze?
Priklad 3.1
Zadani

Stanovte velikost, smér a smysl vyslednice R dané rovinné soustavy ctyf sil se

spole¢nym putisobistém m dle obr. 3.4.

Yp
|
!

f Fr=13 kN

|
Fa= 10 kN |

F2= 18 kN

Obr. 3.4: Zadany svazek sil

ReSeni

Vypocet uspofadame pro vétsi prehlednost a snadnou kontrolu do tabulky 3.1.
Nejprve vycislime vodorovné a svislé slozky jednotlivych sil podle vztahii
(3.11). Sectenim hodnot v poslednich dvou sloupcich ziskame slozky vysledni-

ce R, a R, které odpovidaji vztahiim (3.12).
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Tab. 3.1: ReSeni piikladu 3.1

' F a; F._=F cosq, F, =Fsing,
l [kN] [°] [kN] [kN]
1 13 70 4,45 12,22
2 18 200 -16,91 —6,16
3 7 325 5,73 —4,02
4 10 125 -5,74 8,19
R =-12,47 R, =10,24

Vyslednice R ma velikost

R=\[R}+R? =/(-12,47)* +(10,24)* =16,13kN

a svira skladnou soufadnicovou osou +x thel a,ktery vyjadiime
z trigonometrickych funkci za vztaht (3.14)

R, -12,47

cosa =—= =-0,773, sina=-—*=
R 16,13 R 16,13

R
> 1020 635

Ze znamének pravouhlych sloZek R, a R, vyslednice R je ziejmé, ze paprsek
vyslednice musi lezet ve druhém kvadrantu, coz potvrzuji hodnoty cosa a sing,
jimz odpovida uhel « =140,62°.

YA
!
,'

|
R=1613kN  Fe= 10KN, Fi= 13 kN
or= 143,13°
70°
L e =
) X
4_,_
|
F.= 18 kN ‘.
‘. Fa= 7 kN
|
|

Obr. 3.5: Zadany svazek sil s vyslednici
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3.3 Staticky moment sily k bodu v roviné

Zakladni obecné informace o momentu sily jsme si uvedli v odst. 2.6.2, obr.
2.5. Uved’'me ptehledné zakladni poucky o statickém momentu sily k bodu v
roving:
e Staticky moment ma stalou velikost ke kterémukoli bodu ptimky rov-
nobézné s paprskem sily.

e Staticky moment sily 1ze nahradit statickym momentem slozky kolmé
na pravodi¢ sily (druha slozka vyvodi nulovy staticky moment).

e Staticky moment je obecné roven vektorovému souctu, ale protoze vek-
tory lezi v paprsku prochazejicim bodem s, miizeme Varignonovu vétu
formulovat: Staticky moment (tj. velikost) vyslednice rovinné soustavy
sil k libovolnému bodu v roving sil je roven algebraickému souctu sta-
tickych momentd jednotlivych sil soustavy k témuz momentovému
stiedu

M,=R-r= Y F,p,. (3.16)

i=1

3.4  Sila, dvojice sil a moment v roviné

3.4.1 Dvaojice sil
V navaznosti na odst. 2.6.3 uved'me zakladni poucky o dvojici sil (obr. 2.6) v
roving:
o Staticky moment dvojice sil ma stalou hodnotu rovnajici se momentu
dvojice sil.
e Dvojici sil 1ze v roviné libovolné posunout ¢i pooto€it (aniZz se zméeni
vysledny ucinek).
e Dvojici sil lze vtéze roviné nahradit libovelnou jinou dvojici sil
s momentem stejné velikosti a smyslu
M=F1p1=sz2. (317)
Pti ndhradé 1ze volit kterykoli z parametrti F;, p; a druhy dopocitat.
Skladani silovych dvojic
— podminka ekvivalence
M,y=Mi+My+ ...+ M,=>M,, (3.18)
i=l1
— podminka rovnovahy

Mi+My+ ... +M,=> M=0. (3.19)

i=1
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3.4.2 Sila a dvojice sil (moment) v roviné

Obr. 3.6: Sila a dvojice sil

Vysledny tcinek sily F s ptisobistém m a dvojice sil o momentu M (obr. 3.6) je
jedina sila F rovnobézné posunuta s paprskem sily o kolmou vzdalenost p =
M/F. Poloha posunuté¢ sily je urcena tim, Ze k piivodnimu plsobisti m musi sila
vyvolavat staticky moment stejné velikosti 1 smyslu jako dana dvojice.

3.4.3 Redukce sily k bodu

Redukece sily k bodu ptedstavuje opa¢nou ulohu nez v odst. 3.4.2. Kazdou silu
F v piisobisti m 1ze v rovin€ nahradit silou stejné velikosti, sméru a smyslu
pusobici v jiném bodu s, doplnénou dvojici sil (momentem) podle rovnice

(b) (©

Obr. 3.7: Rovnobézné posunuti sily do libovolného bodu

Muzeme najit vhodngjsi variantu. Nejprve rozlozime silu F do pravouhlych
slozek Fy = F cos a , F\, = F sin a a ptelozime do poc¢atku o = s kazdou slozku
zvlast. V tom ptipad¢ je nutno ptidat dve dvojice sil o celkové velikosti

My = F,x — Fxy = F(xsina — ycos ). (3.20)
Jako vhodna aplikace se redukce sily k bodu vyskytuje pfi rozkladu vyslednice

vnitinich sil do slozek.
3.5 Obecna rovinna soustava sil

Oznacuje se také jako soustava sil ptisobicich v rovingé portiznu. Kazda sila F;
soustavy je dana svou velikosti F;, smérovym uhlem ¢; (orientovanym od +x),

21 (48) -


Z7207
Zvýraznění


Silové soustavy

a soufadnicemi x;, y; ptisobisté m;. Rozlozime ji ve smyslu (2.8) do pravouhlych
slozek F;, F;, o velikostech

F,.=F;cos o;, Fiy=Fisin ;. (3.21)

Slozky Fi., F;, ptelozime (podle odst. 3.4.3) do soutadnicovych os x, y a do
pocatku o, tj. pfidime dvé dvojice sil (3.20) o velikosti vysledného momentu

M,-0=F,~yx,- — Fixyi = Fl' (Xi sin a; — )i COS ai) . (322)

Pro vSechny sily soustavy se ptivodni soustava ekvivalentn¢ nahradi tfemi silo-
vymi soustavami, a to

— soustavou sil F;, v ose x (vyslednice R,),
— soustavou sil F;, v ose y (vyslednice R)),
— soustavou silovych dvojic M;, (vysledny moment M,)

aplati tfi podminky ekvivalence

n n
R, = ZFix =2Fi cosa;, = Rcos a,
i=1 i=1

n
F, = ZE sina; = Rsin

i=1 i=1

=
I
M:

M,= > M, :ZFi(xi sing; —y, cosa,). (3.23)

i=1 i=1

Obr. 3.8: Obecna rovinna soustava sil

Pro velikost vyslednice R obecné rovinné soustavy sil (plsobici v pocatku) a
smerovy thel a plati
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R
R=\R+R], cosa:I;" , sina:?y. (3.24)

Vysledny uéinek obecné rovinné soustavy sil urCuji tfi parametry:

— sila R prochézejici pocatkem (R, &) a

— dvojice sil o momentu M, rovném statickému momentu soustavy sil
k pocatku o.

Vektory R, M, lze nahradit (obr. 3.4) silou posunutou o vzdalenost » =M, /R .

Obecna rovinna soustava sil je v rovnovaze, plati-li tfi podminky, u nichz tii
slozky podle (3.23) jsou rovny nule. Uved'me piehledné vSechny varianty vyu-
ziti podminek rovnovahy:

e dvé silové a jedna momentova podminka podle (3.23), vyuzitelné
pro vypocet slozek reakci konzoly, jsou

R =3F =0, R=SF=0 M =YM, =0 (3.25)
i=l1 i=1 i=1

e dvé momentové a jedna silova podminka (pfedepsand pro smér ne-
kolmy na spojnici momentovych stfedli a—b), vyuzitelné pro vypocet
slozek reakci prostého nosniku, jsou

Rx:ilyix:o’ Ma:iMia:O’ Mb:iMib:O; (326)
i=1 i=1

i=1

¢ tFi momentové podminky (momentové stredy a, b, ¢ nelezi na jedné
primce), vyuzitelné pro vypocet slozek reakci nosniku podepreného ve
trech bodech, maji tvar

Ma:i:Mm:O, sziMi,,zo, McziMiczo. (3.27)

i=l1 i=l1

Specialni ptipady podminek rovnovahy nastanou, kdyz:

— je splnéna jen podminka > Fj, = 0, pak R je kolma k ose y nebo jde o dvo-
jici sil,

— jsou splnény jen podminky X F;, = 0, 2 Fj, = 0, pak vyslednici je dvojice
sil,

— je splnéna jen podminka > M;, = 0 pro o;, pak paprsek vyslednice prochazi
01 , vyslednici nemuze byt dvojice sil,

— jsou splnény jen podminky X M;, = 0 pro o1, 02, pak paprsek vyslednice je
urcen body o1, 03 .

Rozklad sily do tfi slozek v zadanych paprscich provedeme aplikaci podmi-
nek ekvivalence (3.23). Soustavu sil vhodné umistime do soutfadnicového sys-
tému x, y (obr. 3.9). Libovoln¢ zvolime smysly nezndmych sil F;, F,, Fs.
Vsechny sily (véetné neznamych) rozlozime do pravouhlych slozek podle
(3.21). Velikosti neznamych sil F;, F», F5 pak ur¢ime z podminek ekvivalence
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Ficosay+Frcos ap+ Fscos as=F cos o,
Fisinag +F>sin op+ F3sin a3 = Fsin
Fy (x sin a1 —y; cos a1) + F, (x2 sin o — 2 c0s @)
+ F5 (x3 sin a3 — )3 cos a3) = F (x sin @ —y cos @), (3.28)
pricemz podminkou feSitelnosti je, aby determinant soustavy D # 0.

v

Vyhodnéjsi je feSeni pomoci tfi momentovych podminek k momentovym
sttediim tvofenym priseciky paprski hledanych slozek (obr. 3.9), takze z jedi-
né rovnice ur¢ime vzdy jednu nezndmou slozku, napft.

Mﬂ:Flpl:—Fp = E:——. (329)

Obr. 3.9: Rozklad sily do t7'i neznamych sloZek

ZruSeni sily tfemi silami v zadanych paprscich provedeme aplikaci podmi-
nek rovnovahy (3.25) ve tvaru

Ficosar+F,cos o+ Fscos azs+ Fcosa=0,
Fisina +F>sinop+ Fssin oz +Fsina =0,
Fy (x; sin a1 —y; cos ap) + F, (X2 sin o — 12 €OS o)
+ F5 (x3sin oz —y3cos o) + F (x sin ¢ —y cos @) =0, (3.30)

které se vyuziji pii vypoctu reakci vnéjsich vazeb jednoduchych rovinnych

vevr

novahy k momentovym stiediim sy, 52, 53 (obr. 3.7), takZe napft.:

F
SMy=Fip-Fp=0 = F=-2 (3.31)
P
Otazky
1.  Jaky je vysledny ucinek obecné rovinné soustavy sil a jak se ur¢i?
2. Kolik je podminek rovnovahy pro obecnou rovinnou soustavu sil a jaké

to mohou byt (silové, momentoveé)?
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3. Cim se lii ulohy rozklad sily do 3 slozek a zruSeni sily tfemi silami
v zadanych paprscich?

Priklad 3.2
Zadani

Stanovte velikost a polohu vyslednice R obecné rovinné soustavy Ctyf sil podle
nize uvedeného obrazku pro F;, a; , mix;,vi],i=1, 2, 3, 4 zadané v tabulce 3.

Fi= 15 kN

Fz= 20 kN

Obr. 3.10: Zadana obecna rovinna soustava sil
Reseni
Vypocet usporddame pro vétsi prehlednost a snadnou kontrolu do tabulky 3.2. ‘/
Nejprve vycislime vodorovné a svislé slozky jednotlivych sil podle vztahii
(3.21) ve sloupcich 5 a 6. Dale ur¢ime momenty od jednotlivych slozek sil
k pocatku o podle vztahu (3.22) ve sloupcich 7 a 8. Sectenim hodnot ve sloup-
cich 5, 6 ziskdme slozky vyslednice R, a R, které odpovidaji vztahim (3.23).

Sectenim hodnot v poslednich sloupcich 7 a § ziskame velikost momentu M,
od vyslednice R k poc¢atku o.

Tab. 3.2: Reseni piikladu 3.2

A N A I R I F, E, x| =F.y
1 [kN]| [°] | [m] | [m] [kN] [kN] [kN-m] | [kN-m]
s, | 1] 2] 3 4 5 6 7 8

1 | 15140 9 | 4 | -11,49 9,64 86,78 45,96
2 20 [215] 4 | =7 | -1638 | -11,47 | 4589 | —114,68
3 12]270] 3 | 4 0 ~12,00 | —36,00 0
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4 24 | 80 | -8 0 4,17 23,64 —189,08 0
-23,71 9,81 -92,42 —68,72
M,=-161,14

Vyslednice R ma velikost

R= \/Rf TR =/(-23,71)* +(9,81)> = 25,65kN

a jeji paprsek svira s kladnou soutfadnicovou osou +x thel a, ktery vyjadiime
z trigonometrickych funkci za vztahi (3.24)

-2
cosa =—*= 3’71=—O,924,
R 25,65
R
sinag =—2= 5,81 =0,382 = a=157,53°.
R 25,65
A

|
!
' Fa=12kN -
|
|

F2= 20 kN

Obr. 3.11: Vysledné reseni obecné rovinné soustavy sil

Rameno 7 vyslednice R vzhledem k poc¢atku soufadnic o ur¢ime ze vztahu

r _M, _-16l14 =-6,28m.
R 25,65

Znaménko minus znamena, ze vyslednice R lezi vii¢i pocatku tak, aby vyvodi-
la zdporny moment. ProtoZe v naSem ptipadé smétuje vyslednice R do druhého
kvadrantu, musi lezet vyslednice pod pocatkem o (viz obr. 3.11).
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3.6  Soustava rovnobéznych sil v roviné

Jednd se o zvlastni pifipad obecné rovinné soustavy sil nebo téz rovinného
svazku sil, u néhoz prisecik paprskt sil lezi v nekonecnu. Kazda sila F; je ddna
velikosti F;, polohou paprsku (vzdalenost p;) a smyslem piisobeni. Rovnobézné

s paprsky sil ved'me jednu soutadnicovou osu (obr. 3.12).

n

1 Iy 4

4
Y]

P

r—-b

P,

P;

Q(r—'lx_'jf'_l'—'1r'
|
l
|
I
I
|
|
|
|
\j

Obr. 3.12: Rovinna soustava rovhobéznych sil

Vysledny ucinek stanovime ze dvou statickych podminek ekvivalence. Smér
vyslednice je shodny se smérem paprsku sil, predpokladame napt. s +y. Veli-
kost vyslednice je déna algebraickym souctem vSech sil

R= ZF : (3.32)
i=1

a jeji polohu urc¢ime podle Varignonovy véty

M,=% Fp=Rr, (3.33)
i=1
z niZ plyne rameno vyslednice

= 334
r=— 2 (3.34)

Podminky rovnovahy ziskame zjednodusenim (3.25) ve tvaru
R=)F=0, M,=)Fp=0, (3.35)
i=1 i=1

nebo vyhodnéji z (3.27) jako dv€ momentové podminky, pfi¢emZ spojnice
01—03 nesmi byt rovnobézna s paprsky sil, tedy
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M, =>M,=0, M, = isz =0. (3.36)
i=1

Staticky stied soustavy rovnobéznych sil
Uvazujme soustavu rovnobéznych sil F; (i = 1, ..., n), pficemz kazda sila je
zadana velikosti F; a ptisobistém m; (x;, ;).

Otacejme soucasn¢ vSemi silami kolem jejich piisobist’, aby byly stale rovno-
bézné. Pak se otaci i vyslednice R okolo pevného bodu s, ktery se nazyva
statickym stiedem soustavy bodit m; se silami F; . Nejlépe se vySetiuje pro
dvé¢ soustavy na sebe kolmé. Podle Varignonovy véty (obr. 3.13) plati

IQ.XS :ZZEZ}ZXG’ __Iq.ys =:__:§:}§)G:
i=l1 i=1

takze souradnice statického stfedu se ur¢i jako podil statického momentu
soustavy a vyslednice

iFixi iFiy,-
== —, y=5—.

7, SF

i=1 i=1

(3.37)

X

N

Urceni polohy statického stiedu ma praktické vyuziti: Pfedstavuji-1i velikosti sil

WV

4 F, F, R F,
yi ] a4 L
|
I X;
R S o ——tF+—-———F——»F,
| I S
I y,  S(xg, ¥
i o ——» F,
N mu(xn’ y")
| e ———————— - F,
. my(x;, y,)
S S -
o X

Obr. 3.13: Staticky stred soustavy rovnobéznych sil
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Shrnuti

Vysetfovali jsme tlohy ekvivalence a rovnovahy rovinnych soustav sil. Nej-
prve se jednalo o sily pisobici na spole¢ném paprsku a sily s pisobistém

v jednom bodu (rovinny svazek sil). Po zavedeni pojmu statického momentu

sily a dvojice sil bylo mozno pfikrocit k feSeni obecné soustavy sil — sil

s pisobisti v riznych bodech roviny. Zabyvali jsme se moznostmi formulace tii
podminek ekvivalence, resp. rovnovahy uvazovanych silovych soustav v rovi-

né. Specidlni pozornost byla vénovany soustavé rovnobéznych sil v roving a je-

jimu statickému stiedu.
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4 Prostorové soustavy sil

V této kapitole rozsifime nase znalosti ze silovych soustav na 3D (prostorové)
ulohy. Setkame se s jiz zndmymi pojmy (staticky moment sily k bodu, dvojice
sil), ale i s novymi pojmy (staticky moment sily k ose, bivektor apod.).

4.1 Pravouhlé slozky sily v prostoru

Podobné jako v roving, i v prostoru s vyhodou pracujeme s pravothlymi sloz-
kami obecnych sil. Nasledujici dvé varianty jsou zakladnimi piipady, které
budeme velmi Casto vyuzivat v dal§ich uvahdch, 1 kdyZ s jinym formdlnim
oznacenim. Budeme se na né odvoléavat pro detailni vyjadieni.

4.1.1 Rozklad sily do pravouhlych slozek

Uvazujme v soufadnicové soustavé s osami x, y, z silu F (obr. 4.1). Ve tech
riznych rovinach urcenych paprskem sily F a jednotlivymi soufadnicovymi
osami (event. rovnobézkami s nimi) odmétime smérové thly ¢, £ 7, pro néz
plati vyrazy (2.5) s kontrolnim vztahem (2.6). Jednotlivé slozky sily F budeme
vyjadfovat pomoci rovnic (2.8).

Obr. 4.1: TFi sily v jednom bodu

4.1.2 T¥i sily se spoleénym pusobiStém

Plsobi-li ve zvlastnim ptipad¢ (obr. 4.1) tfi navzajem na sebe kolmé sily ve
spolecném pulisobisti, piedstavuje vyslednice R = F télesovou thlopticku kvad-
ru, jehoz délky hran se rovnaji velikostem sil. Vyslednici lze ziskat postupnym
vektorovym souctem

Fx+Fy:ny, ny+FZ=Fx+Fy+FZ:F, (4.1)
nebo ve skalarnim tvaru
F!+F!=F], Fo+F!=F!+F +F=F?, (4.2)

takze plati rovnice (2.4) a smérové uhly jsou vyjadieny vztahy (2.5).
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4.2  Prostorovy svazek sil

Kazda sila F; (i = 1, ..., n) soustavy sil se spole¢nym pusobiStém o je dana
svou velikosti, smérem a smyslem (pomoci smérovych uhli a;, £, 7). Kazdou
silu soustavy sil rozlozime na tfi slozky navzajem kolmé pisobici ve sméru
soufadnicovych os x, y, z podle (2.8)

F,=Fcose;, F =Fcosp,, F_=Fcosy,. (4.3)

+§/’ R,

Obr. 4.2: Prostorovy svazek sil

Tim ziskdme misto ptivodni soustavy sil F; az F, tfi soustavy sil ve spole¢nych
paprscich (viz odst. 3.1) ztotoznénych se soufadnicovymi osami. Algebraickym
souctem slozek sil v osach ziskame dil¢i vyslednice R, R,, R;, pro jejichZ ve-
likosti plati

R, =Rcosa =iFix =’25 cosa, ,
i=1 i=1

R, ZRCOS,BZZ,I:F;}, :Zn:F} cos 3, ,
i=1 i=1

R_=Rcosy =iFiz =Zn:Fi COSy; . (4.4)

i=l1 i=1

Rovnice (4.4) ptedstavuji tri statické (silové) podminky ekvivalence pro pro-
storovy svazek sil.Vyslednici R prostorového svazku sil s pfislusSnymi sméro-
vymi uhly o, B, y vyjadiime podle vztahi (2.4) a (2.5) ve tvaru

2, p2, p2
R=,/R +R +R_, 4.5)

R R, R
cosa =—=, cosf=—, cosy =—2, 4.6
R p 2 7= (4.6)
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Dulezité:

Statické (silov¢) podminky rovnovahy:

Prostorovéa soustava sil se spolecnym pulisobistém je v rovnovaze jen teh-
dy, kdyz algebraické soucty pramétt vsech sil soustavy do tii os navza-
jem kolmych (obecné i kosouhlych) jsou rovny nule:

RﬁiFfo, RﬁiEﬁos RfiF,-z:O- (4.7)
i=1 i=1 i=1

Nahrazeni a zruseni sily R tfemi silami F; zadanymi paprsky se spoleénym
pusobistém

Silu v prostoru lze jednoznacné rozlozit pouze do tri slozek. U neznamych sil
Fi(i=1, 2, 3) zvolime zcela libovolné¢ jejich smysly. Pti rozkladu sily R do tfi

slozek fesime tii statické podminky ekvivalence (4.4). Uloha zrueni sily R

ttemi slozkami vede na pouziti tii statickych podminek rovnovahy (4.7).

Obr. 4.3: Nahrazeni sily R tremi silami F,, F,, F;
Otazky

1. Jaky je vysledny ucinek sil pisobicich v prostoru na spole¢ny bod?

Priklad 4.1
Zadani

Stanovte vyslednici R prostorového svazku tii sil pro F, e, S, i, i=1,2,3
zadané v tabulce 4.1.

ReSeni

Vypocet usporadame pro vétsi prehlednost a snadnou kontrolu do tabulky 4.1.

Nejprve vycislime osové (x, y, z) slozky jednotlivych sil podle vztaht (4.3). ‘/
Sectenim hodnot v poslednich tfech sloupcich ziskame slozky vyslednice R,,

R, a R. které¢ odpovidaji vztahtim (4.4).
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Tab. 4.1 Zadani a ieSeni piikladu 4.1

T F Ta s ] n [F=Feosa | F=Fcosp| F =Fcosy,
l
N | 1| [0 | 1| kN [kN] [kN]
1 300 90 | 90 0 0 0 300,00
2 | 400 60| 30| 90 200,00 346,41 0
3 | 500 451 90| 45 353,55 0 353,55
3
R, =553,55 | R, =346,41 | R =653,55
i=1

Vyslednice R mé velikost podle vztahu (4.5)

R=\[R}+ R’ +R’ =1/553,55" +346,41" +653,55* = 923,88 kN

a smér vyslednice ur¢ime pomoci smérovych kosinu podle vztahti (4.6)

cosa = R, = 353,55 =0,599 = a =53°11",
R 923,88
R

cosf=—L= 346,41 =0,375 = B=67°59',
R 923,88

cosy = R 633,55 =0,707 = y =44°59".
R 923,88

4.3 Staticky moment sily k bodu v prostoru

Moment sily k bodu byl pro jednu silu definovan v odst. 2.6.2. V piipad¢ veétsi-
ho poctu sil F; rizné pasobicich v prostoru jsou roviny statickych momentt
jednotlivych sil (uréenych paprskem sily a bodem) obecné rizné a vektory
momenti M;; jsou rovnéZ rizné.

Pak Varignonova véta pro sily k bodu v prostoru zni: Staticky moment M
vyslednice R prostorové soustavy sil Fy, ..., F, klibovolnému bodu s

v prostoru je roven vektorovému souctu statickych momenti My, ..., My,
jednotlivych sil soustavy k tomuto bodu
M =M, =>M,. (4.8)
i=1

4.4  Staticky moment sily k ose v prostoru

Moment sily k ose byl zminén v odst. 2.6.2. Libovolnym bodem m paprsku sily
(ptsobistém sily) proloZzme rovinu p kolmou k momentové ose O. Silu F roz-
lozme do slozek F'=F-sin(@) a F’’=F-cos( ).
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Staticky moment M, vyvola pouze sila piisobici v roviné p (obr. 4.4), takze

M,=Fp=F psina. (4.9)

Obr. 4.4: Staticky moment sily k ose

Varignonova véta k ose v prostoru zni: Staticky moment sily F (vyslednice R
libovolné prostorové soustavy sil) k momentové ose O je roven algebraické-
mu souctu statickych momentt jejich slozek (jednotlivych sil soustavy) k téze
ose.

V odst. 4.6 budeme vyuzivat specidlni ptipad, a to staticky moment sily F
k soufadnicovym osam x, y, z a k poéatku soufadnic o. Silu F v plsobisti
m (x, y, z) proto ekvivalentné nahradime tfemi pravothlymi sloZkami rovno-
béznymi se souradnicovymi osami (obr. 4.5) podle vztahti (2.8). Statické mo-
menty M,, M,, M sily F k osdm jsou dany vyrazy

M, =M =Fy-Fz=F(ycosy—zcospf),
M, =M _ =Fz-Fx=F(zcosa—xcosy),
M,=M, =Fx-Fy=F(xcos f—ycosa). (4.10)
+yt
l
M,

Obr. 4.5: Staticky moment sily k souradnicovym osam a k pocdtku
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Pasobisté vektorit M, M,, M. statickych momenti 1ze volit v libovolném bodu
soutadnicovych os x, y, z; vyhodné zvolime pocatek o. Vysledny vektor static-
kého momentu M, sily F k bodu o=s ur¢ime vektorovym souctem statickych
momentit My, M,, M. k soufadnicovym osam. Podle (2.4) a (2.5) ziskame veli-
kost M= a smérov¢ thly A, u, v ve tvaru

M, =M +M}+M?, (4.11)
M M

cosdA=—=%, cosu=—=, cosv=—=, (4.12)
M M M

o o o

4.5 Dvojice sil v prostoru

V odst. 2.6.3 jsme uvedli, ze G€inek dvojice sil 1ze vyjadtit volnym vektorem o
velikosti dané rovnici (2.13). Vektor svira se soufadnicovymi osami x, y, z
smérové uhly A, 1, v (obr. 4.6).

M ... volny vektor
momentu
dvojice sil

Obr. 4.6: Dvojice sil v prostoru

Pro dvojici sil v prostoru plati (podobné jako pro dvojici sil v rovin€), Ze ji
v jeji roviné p mizeme:
e libovoln¢ posunout nebo pootocit,

e nahradit libovolnou jinou dvojici sil, kterda méa s ptivodni dvojici sil
moment stejné velikosti a smyslu,

e dvojici sil v prostoru posunout do libovolné roviny ¢ rovnobézné
s rovinou p (dojde pouze ke zméné polohy piisobisté, ale vysledny uci-
nek zstava stejny).

Staticky moment My dvojice sil plsobici vroviné ¢ k libovolné ose O
v prostoru (obr. 4.7) je roven prumétu vektoru M momentu dvojice sil do
osy O

M,=Mcosp=F pcosgp, (4.13)
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kde ¢ je uhel, ktery svira vektor M s osou O a rovnéz thel mezi rovinami p a
@. Staticky moment M, k ose O dvojice sil v roviné ¢ je roven momentu dvoji-
ce sil, kterou obdrzime promitnutim dvojice sil do roviny p L O, takze

M,=F"p=F pcose. (4.14)

/2N
/
;\

I

¢

obr. 4.7: Staticky moment dvojice sil k ose a bodu v prostoru

Skladani silovych dvojic v prostoru

Uvazujme soustavu silovych dvojic v prostoru o momentech M; (i =1,...,n),
pusobicich na tuhé téleso v obecnych rovinach p; (obr. 4.8). Jednotlivé silové
dvojice zobrazime volnymi vektory ptremisténymi do pocatku o pravouhlého
soufadnicového systému x, y z. Tim ziskdme soustavu vektorii momentid M;
(i=1,....,n) se spoleCnym piisobisttm o. Pro vysledny vektor momentu M,
uplatnime stejny postup jako pro vyslednici R v odst. 4.2. Kazdy vektor M;
rozlozime pomoci smérovych 0hld A;, 14, v; na tii pravothlé slozky M., M,,
M;, o velikostech

M, =M,cos A, M, =M, cosy,, M, =M, cosv,. (4.15)

Obr. 4.8: Prostorovy svazek vektorit momentii
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Tim jsme prostorovy svazek vektori momenta nahradili tfemi soustavami vek-
torti v soufadnicovych osach, takze pro jejich velikosti plati

M, =M, cosiziMix =’2Mi cosA, ,
i=1

i=1

M, :Mrcos,u:Zn:M[y :Zn:M[cos,u[,
i=1

i=1

M, =M, cosv=>) M, =Y M, cosv,. (4.16)
i=1 i=1
Rovnice (4.16) predstavuji tfi podminky ekvivalence pro soustavu silovych
dvojic v prostoru. Podle (2.4) a (2.5) plati pro velikost vysledného vektoru
momentu M, a jeho smérové thly vztahy

M, =\M2+M2+M2, (4.17)
M
cos/le”‘, cos p=—=, cosv:M”. (4.18)
M, M, M,

Zavérem muzeme konstatovat, ze soustavu silovych dvojic v prostoru o mo-
mentech M; lze nahradit jedinou vyslednou dvojici sil (momentem) o velikosti
M,, ktery lze zobrazit volnym vektorem M,.

Dilezité:

Momentové podminky rovnovahy:

Soustava silovych dvojic v prostoru o momentech My, ..., M, je
v rovnovaze jen tehdy, kdyz algebraické soucty priméti vSech vektort
momenti silovych dvojic do tfi os navzajem kolmych (obecné i kosouh-
lych) jsou rovny nule:

M, =M, =0, M, =M, =0, M_=3M,=0. (19

i=1 i=1 i=1

4.6 Obecna prostorova soustava sil

v jediné rovin¢ a ani neprochazeji jednim bodem. V soufadnicové soustave x,
¥, z s pocatkem o je kazda sila soustavy F; (i =1, ..., n) zadana velikosti, ptiso-
bistém m; (x;, y;, z;) a smerovymi uhly «;, £, 7 (obr. 4.9).

Obecnou prostorovou soustavou sil rozumime soustavu sil, jejiz paprsky nelezi
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Obr. 4.9: Obecna prostorova soustava sil

Redukce sily F; k bodu o

Posuneme-li silu F; rovnobézné do pocatku o soutadnicové soustavy, musime
(pro zachovani stejného ucinku) ptidat dvojici sil o momentu M;, (rovném co
do velikosti a smyslu statickému momentu sily F; k pocatku o) s velikosti

M, =Fp,. (4.20)

Vektor momentu M;,, vzty¢eny v bodu o, je kolmy k rovin¢ p (tvofené pa-
prskem sily a bodem o). Nejvyhodnéjsi je provést redukcei sily F; k bodu o po-
moci jiz uvedenych pravouhlych slozek sily

F,.=F. cosa, F, = F,cos f3,, F, =F,cosy,. (4.21)

Pro jejich pielozeni do pocatku o musime pfidat celkem Sest silovych dvojic
(plsobicich po dvou v jednotlivych soufadnicovych rovinach), takze

M, =F.y —F,z,=F/(y,cosy,—z,cos ),

y<i

M, =F z,—F_x, =F/(z,cosa, —x,c0sY,),

iy ix<i iz7vi

M, =Fyx,—F,y; = F,(x,cos f; —y,cosa,) . (4.22)

iy

Vyslednym G¢€inkem tii silovych dvojic o momentech M;, M;, M;
v jednotlivych soutadnicovych rovinach je jedina dvojice sil o momentu M,
ktery je roven statickému momentu sily F; k poc¢atku o. Pro velikost momentu a
smérove uhly podle (4.17) a (4.18) plati

M, = [M:+M}+M] (4.23)
cos A, = M, , cosu =—2>,  cosv, = M, (4.24)
Mio Mio Mio

Vysledny ucinek obecné prostorové soustavy sil

Po redukci vSech sil soustavy do pocatku o soutfadnicové soustavy x, y,
z dostavame prostorovy svazek vektoru sil F; a prostorovy svazek vektorti mo-
mentd M,, (i=1,..., n) v bodu o.
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Velikost vyslednice R prostorového svazku sil podle (4.5), jejich pravouhlych
slozek Ry, R,, R. (rovnych algebraickému souctu primétii vSech sil soustavy
do jednotlivych os) podle (4.4) a smérovych uhla e, £, ¥ podle (4.6) jsou

2 2 2
R=,\R*+R*+R?, (4.25)

n n
R.=Rcosa= ZFDC = ZE cosq, ,
i=l1

i=1

R, :Rcosﬂ:iFiy :iFi cos 3.,
i=1 i=1

R, :Rcosy=ZEz :ZE cosy;, (4.26)
i=1 i=1
R. R, R
cosa=—~, cosff=—, cosy=—7F2. 4.27
2 p 7 A (4.27)

Vyslednym U¢inkem prostorového svazku vektorii momentii M;, je podle vzta-
hu (4.17) v odst. 4.5 jedina dvojice sil o momentu M, s plisobistém v pocatku o
soutradnicové soustavy o velikosti

M, =M. +M2+M”, (4.28)

kde pravouhlé priméty M., M,,, M,. vektoru M, do soufadnicovych os x, y, z,
rovné algebraickym souctim statickych momentt sil soustavy k témto osam,
spolu se smérovymi uhly A, 1, vmaji podle (4.16) a (4.18) velikosti

er :Mr COS&:Z(EZ)}I‘ _}?iyzi):ZE(yi COS]/[ _Zi Cosﬂ[)a
i=1 i=l

M;j/ :Mr COSﬂ = Z(F;‘xzi _F;z'xi) = ZF;(Z[ COS(Z[ _xi COS]/i),
i=1 i=l

M_=M, cosv= Z(F. x,—-F y)= ZFi(xl. cosf, —y,cose;), (4.29)
i=1 i=1

iy

M M, M
cosd =—2%, cosu=—=, cosv=—=2>, (4.30)
M M M

r r r

Vektory R a M, v pocatku souiadnic o (obr. 4.10) sviraji navzajem thel v, pro
ktery plati vztah

COSY = cosa cos A +cos [ ¢cos (i +cosycosV =

RM, +RM, +RM,_ %
= y £0 = y=E—. (4.31)
RM, 2
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..............................

Obr. 4.10: Bivektor R, M, obecné prostorové soustavy sil

Zavér:

Obecnou prostorovou soustavu sil F; (i =1,...,n) lze ekvivalentné nahradit silou
R prochazejici zvolenym pocatkem o a dvojici sil o momentu M, rovném sta-
tickému momentu vSech sil soustavy k bodu o. Tento vysledny t¢inek se nazy-
va bivektorem (dynamou) R, M, a je vyjadien Sestici nezavislych veli¢in

Rx: Rya RZ: er’ M‘y: M}’Z-

Rovnice (4.26) pro R,, R,, R; spolu s rovnicemi (4.29) pro M,., M,,, M, pfed-
stavuji Sest statickych podminek ekvivalence obecné prostorové soustavy sil.

Dalezité:

Podminky rovnovahy:

Obecna prostorova soustava sil F; (i =1,..., n), pisobici na tuhé téleso, je
v rovnovaze jen tehdy, kdyz algebraické soucty pramétt vsech sil sou-
stavy do kazdé soutfadnicové osy jsou rovny nule a kdyz soucty static-
kych momentt vSech sil soustavy k t€émz osam jsou rovnéz nulové

R =Zn:Fix :i“Ficosai =0, |
i=1

i=1

R, = ZE.y = ZE cosf, =0, ¢ silové podminky rovnovahy
i=1 i=1

Rzziﬂzziﬂcosyizo, )
i=1

i=1
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M, = ZMtx =) F(y,cosy,—z,cos 3)=0, ] momentové
i=1 i=1
M, =Y M, =Y F(z,cosa, —x,cosy,)=0,  podminky
i=1 i=1
Mrz = ZMiz = ZF;(xi Cosﬂi _yi Cosaj) = 0 . J rOVHOVéhy
i=1 i=1
(4.32)

Misto tii silovych a tii momentovych podminek rovnovahy lze s vyhodou pou-
zit 1 vyssi pocet momentovych podminek (pfi celkovém poctu Sesti podminek).

Nejvyhodnéjsi je pouziti Sesti momentovych podminek k Sesti vhodné zvole-
nym osam. Silové podminky pak slouzi jako kontrolni.

Nahrazeni sily nebo soustavy sil Sesti silami zadanymi paprsky

Nahrad’me ucinek libovolné sily F = R v prostoru, ur¢ené velikosti, plisobistém
m(x,y,z) a smérovymi thly e, f, y, Sesti silami Fy (k =1,..., 6) plsobicimi
v zadanych paprscich.

Sila R m& pravouhlé priméty do soufadnicovych os R,, R,, R a statické mo-
menty M,, M,, M. k soufadnicovym osdm x, y, z. Zvolime zcela libovolné
smysly vSech sil Fy (k=1, ..., 6), kterym odpovidaji smérové uhly o, S, % a
pusobisté my. Velikosti a spravné smysly téchto sil obdrzime feSenim Sesti sta-
tickych podminek ekvivalence (4.26) a (4.29), které 1ze napsat mezi soustavou
sil F; a silou F=R

zélex =R, Zéley =R, iFkZ =R,

k=1 k=1 k=1

6 6 6

M =M,  >YM, =M, DM =M. (4.33)

Reseni je mozné a jednoznacné, pokud determinant soustavy rovnic D # 0.

Uloha zruseni sily F =R Sesti silami F; (k=1,...,6), pisobicimi v zadanych
paprscich pfedstavuje rovnovaznou soustavu sil, pro niz sestavujeme Sest sta-
tickych podminek rovnovahy (4.32) ve tvaru

6 6 6
Y F,+R =0, Y F +R =0, > F.+R =0,
k=1 k=1 k=1
6 6 6
DM +M =0, > M +M =0, Y M_+M =0. (434
k=1 k=1 k=1

Nahrazeni a zruSeni obecné prostorové soustavy sil P; (i=1,...,n) Sesti silami
F; (k=1,...,6) psobicimi v zadanych paprscich se fesi podobné, jen v rovnicich
(4.33) a (4.34) misto F =R figuruje prostorova soustava #n sil P.. S touto ulo-
hou se setkavame pii vypoctu reakci vazeb tuhého télesa.
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Otazky
1.  Jaké jsou vysledné ucinky obecné prostorové soustavy sil?
2. Kolik je podminek rovnovahy pro obecnou prostorovou soustavu sil a ja- =

ké to mohou byt (silové, momentové)?

Priklad 4.2

Zadani

Stanovte vysledny ucinek obecné prostorové soustavy sil vztazené

k pravouhlym soufadnicovym osam x, y, z s poCatkem o. Sily F; (i = 1, 2, 3) .z

jsou zadany velikosti, smérovymi thly a;, £, % a polohou pusobisté m; (x;, y;,
z;) podle tabulky 4.2.

Tab. 4.2 Zadani piikladu 4.2

. F a, b; e X, Vi =
1

[kN] [°] [°] [°] [m] [m] [m]
1] 116 220 70 37 3,5 6,1 4,2
2| 220 80 35 240 5,3 2,9 3,7
3| 164 54 310 80 28 | 40 52

Reseni

Vypocet usporddame pro vétsi prehlednost a snadnou kontrolu do tabulky 4.3.

Nejprve vycislime slozky jednotlivych sil ve smérech os x, y, z podle vztahil
(4.21). Dale ur¢ime velikosti momentt kolem os x, y, z od jednotlivych sil

podle vztahii (4.22). Sectenim hodnot v odpovidajicich sloupcich ziskame

slozky vyslednice R, R, a R. a momenty M., M, a M.. které odpovidaji vzta-

him (4.26) a (4.29).

Tab. 4.3 ReSeni piikladu 4.2

. ix iy F;z M ix Miy Miz
1
[kN] [kN] [kN] [kNm] | [kNm] | [kNm]

1 -88,856 39,672 92,684 | 398,750 | —-697,589 | 680,874
2 38,280 180,180 | —110,000 | —985,666 | —441,364 |-1065,966
3 96,432 105,452 28,536 | —662,494 | 421,546 | 680,994
M =

3 R — R}: RZ: ™~ M = M =
=

45,856 | 325304 | 11,220 |"P24940) 117 407 | 295,902

1

Vyslednice R ma velikost podle vztahu (4.25)
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R=\[R}+ R’ +R’ = /45,856 +325,304’ +11,220> =328, 712kN

a smér vyslednice ur¢ime pomoci smérovych kosinu podle vztaht (4.27)

cosasz = 45,856 =0,1395= a =81°59",
R 328,712
R

cos f=—r 2325308 o006 = pogo1s",
R 328,712
R

cosy=—F2= 11,220 =0,0341= y =88°03".
R 328,712

Velikost vektoru M, vysledného statického momentu soustavy sil k po¢atku o
ur¢ime ze vztahu (4.28)

M,=[M2+M2+M? =

= \/(—1249, 410)* +(=717,407)* +295,902* =1470,801kNm
a jeho smér ur¢ime pomoci smérovych kosinu podle vztahti (4.30)

M, —-1249,410

COSA=—0L= =—-0,8495= 1 =148°09"',
M. 1470,801
M _

cos = n  ZHTA0T 6 aggg s 119011,
M 1470,801

cosV = M, = 295,902 =0,2012 = v =78°24".
M 1470,801

14

4.7  Soustava rovnobéznych sil v prostoru

Na soustavu rovnobéznych sil v prostoru (obr. 4.11) miizeme pohliZet jako na
zvlastni piipad prostorového svazku sil (odst. 4.2), kde spole¢ny bod lezi

v nekonecnu, nebo téZ na zvlastni ptipad obecné prostorové soustavy sil (odst.
4.6).

K dané soustavé rovnobéznych sil F; (i=1,...,n) v prostoru ved'me pravouhly
soutadnicovy systém x, y, z tak, aby jedna soutfadnicova osa (napf. y) byla rov-
nobézna s paprsky sil soustavy. Kolmé vzdalenosti x;, z; paprsku sil od soufad-
nicovych os predstavuji soufadnice prasecikl m; sil F; se soufadnicovou rovi-
nou xz. Vyslednice R soustavy rovnobéznych sil ma smér shodny se smérem
paprski sil, velikost a polohu uré¢ime ze vztahti

R:Zn:fj, M, =-Rz, = —iF}zi, M_ =Rx, =iFixi . (4.35)
i=1 i=1

i=1

které predstavuji statické podminky ekvivalence soustavy rovnobéznych sil
v prostoru. Soufadnice xg; zg pruseciku mg paprsku vyslednice R se soufadni-
covou rovinou xz jsou
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T e e (4.36)
F F

i=1 i=1

Vynasime je na tu stranu od ptislusné souradnicové osy, aby znaménko static-
kého momentu vyslednice R k pfislusné ose bylo stejné jako znaménko static-
kého momentu celé soustavy sil k téze ose.

vt
|
: F,
| b
| [P
i R
I
l X
o I .
— 1t X
Z ) s
./ """""" A I Ein,,
YA .Qm &
.{ ......... ‘.x_l _..__...___.'...Q"/
/ XR mg

Obr. 4.11: Rovnobezné sily v prostoru

Diilezité
Podminky rovnovahy:

Soustava rovnobéznych sil F; (i=1,...,n) v prostoru, které jsou rovnob&z-
né napf. s osou y, je vrovnovaze jen tehdy, kdyz algebraicky soucet
vSech sil a soucet statickych momentt vSech sil soustavy ke dvéma zby-
vajicim osdm (x, z), lezicim v roviné kolmé na paprsky sil, je roven nule

R:Zn:E =0, M, =iFizi =0, M. :ZH:F,,xi =0. (437
i=1

i=1 i=1

Staticky stied soustavy rovnobéznych sil v prostoru

Otacime-li soucasné¢ vSechny sily F;(i=1,...,n) soustavy rovnobéznych sil

v prostoru kolem svych pisobist’ tak, ze ziistavaji navzajem rovnobézné (obr.
4.12), otaci se 1 jejich vyslednice R kolem jistého pevného bodu s , ktery nazy-

vame statickym stiedem soustavy rovnobéznych sil v prostoru. Uréime jej jako
prusecik paprski vyslednic dané soustavy rovnobéznych sil pro tfi sméry, nej-

lépe na sebe kolmé. Pro soutadnice statického stfedu lze psat vztahy

S Fx, S Fy, S Fp,

Xy = : 7 > Vs :[zln—’ s : n .

F, 2F F,
i=1
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Obr. 4.12: Staticky stred soustavy rovnobéznych sil v prostoru

Shrnuti

Uvahy k feseni silovych soustav v roving jsme rozsifili na prostor. Na zakladé
znalosti pravouhlych slozek sily v prostoru byl vySetien prostorovy svazek sil.

Byl definovéan pojem statického momentu sily v prostoru k bodu a k ose, jakoz
1 pojem dvojice sil v prostoru. Takto vyzbrojeni jsme fesili obecnou prostoro-
vou soustavu sil, analyzovali jsme jeji vysledny ucinek. Bylo formulovano Sest
podminek ekvivalence, resp. rovnovahy vysetfovanych silovych soustav v pro-
storu. Pozornost byla vénovana téZ prostorové soustavé rovnobé&znych sil a
jejimu statickému stredu.
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Poznamky
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