
 
 
 

 
ZÁKLADY STAVEBNÍ MECHANIKY 

 
BDA001 

 
 

Prostorové soustavy sil, prostorový svazek sil, obecná prostorová soustava sil. 
Vazby a reakce tuhého tělesa v prostoru, výpočet reakcí ve vazbách. Prostorově 

namáhaný přímý prut. 
 

Zdeněk Kala 
 
 
 
 



Městský plavecký stadion Lužánky 

https://drive.google.com/file/d/1fyfU2TCR06B9rjdcjcYA9hXu6l1SVy-C/view?usp=sharing 

Autor nosné konstrukce: Ing. Dr. Ferdinand Lederer

https://drive.google.com/file/d/1fyfU2TCR06B9rjdcjcYA9hXu6l1SVy-C/view?usp=sharing


Ti, kteří mají trpělivost dělat prost,
věci dokonale, osvojují si umění dělat
nesnadné věci snadno. 

F. Schiller

::�osroRovÉ sousTAVY SIL I 

. . . 

: K L Á D Á N 1 T Ř ! S I L S E S P O L E Č N f M 

: � S O B I Š T Ě M 

ANALYTICira �EŠENÍ vfSLEDNICE 

Výslednice R = F tří sil Fx 1 Fy, Fz navzájem kolmých (obecně i koso­
--=-<�;, působících v jednom bodě o= m , je co do velikosti e směru rovna těle-
,-:---,, __:__:_opří�ce hranolu o stranách Fx J Fy, r2 

(obr. 72)

[F = {F: + F;+ F, • I (B2) 

,z 
� !""'""' -� s kladnými souřadnicovými osami I 

Z Úhly O(� 13, d , jejichž smě­
:-..._ i:: .a 1ny mají hodnotu 

m1 - - - - - - - - - - - ;,,
/

" Fz ,,.,, 1 
/ F / I 

JR� 

Fx 
o<. 

s 1.3 =::i_ 
F 

- Fz- s r =y

I I 
I 

l (83)

/ ,, I I (---- ------ m 
I f.: I f.1 

I O( I ,,✓ 
f. I I/

/ 

X ___________ ..v 
/m1

'x 
Obr. 72 

::::,ě rovými úhly 
O<./ /3/ "t 

paprsku výslednice f ple. tí vztah

c-
2. F.?. F.2 

2. 2 2 'x + y + z 
cos o<+ cos /3 + cos. t._= 

F2 = 1. (84)

y 

:-::...:1ovte sílu ř ' známe-li J"ejí pravoúhlé prwněty F. = 'l00N F. - 'loo N 
X ,y - ;J  J 

- _ � � : r- N do souřadnicových os X, Y I Z (obr. 72). 

__ __.;::s: síly F ze vztahu (82) 

F =- V fx 'l + F/ + Fz 'l. = 
V 2 O O 2 

+ 3 00 2. + 6 O O 'l. =- 7 O O N .

PRof. Ing. Jaroslav Kadlčák
Teoretická mechanika



Směrové kosiny úhlů O< 
1 

13 
1 

't , které svírá síla F s kladnými souřadnicovými o 
mi X I Y, Z , podle ( 83)

cos 

'200 
700 

Směrové Úhl ex ,3 ,.,,,._ síly Fy / / ' 

Kontrola 

Příklad 45 

o< =- 73
°

24
) 

j 1-3 - 64')37' i

2 i 'i 

cos ex + cos 13 + cos i

cos ,<3 = � = 300 =
F 700 

t = 3i
0 

00
1

. 

Stanovte pravoúhlé průměty Rx J R
y I R z síly R = 1000 N do souřadnico ·

08 X, \{ I z ) 
sví:cá-11 s nimi úhly O( = �0° 

/ 13 ;::: 120° 
J t == 45°.

Řešení 

Průmhy síly R do souřadnicových os X; Y I Z stanovíme pomocí vztahů (83)

Rx = R. cos O( =

Ry = R. cos /3 =

RZ 
= R .  cos ť 

:;;: 

Složka Ry má smysl souhlasný se 
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1000 . cos 60
° 

- 500 N 
o

1 O O O . cos 12 0 = - 5 0 0 N 

1 O O O • cos 4 5 ° =- 707 N

smyslem záporné osy Y.

(.✓-) j

c� ); 

( 1') 
--

Jaké směrové Úhly ex/ /3 / r musí svírat paprsek síly F s pravoÚhlými sou-
, X Y Z ' ' ' v e:-- F'" F-i"adnicovymi osami 1 ; , me.j1.-li jej::.. prumety I x 1 , 'I I z stejnou hod.notu

V důsledku platnosti Fx = FY = Fz , vyplývá ze vztahu (83)

co s ex = co s /3 == cos t :> ex = 13 = t .

Z rovnice (84) pak dostáváme 

'2 '2 � 
3 cos o( = 1 _,> cos ex = � 

O l 

CO s O( "" 0 157 7 i IX = J3 = f = 54 4 4 

3.2. PR O ST O R O V l S O U ST A V A S I L SE SPOLEČNÍ M

P U S O B I Š T É M PR O ST O R O V 1 S V A ZE K S, I L 

3.2.1. ANALYTICid: ŘEŠEN! ITSLEDNICE 

Vyšetřovanou soustavou sil f:: ( l = 11 2J ... J n) 
1 

působící v jednom bodu m 
na obr. 73, vztáhneme k pravoúhlým souřadnicovým osám X 1 '( 1 Z tak, aby se počá-

- 58 -



:a: = �uřadnic O ztoto!nil se společným pdeo-
ci�n m všech sil. Každou sílu � dané 
.au-;..� TY rozlo.žím.e do tří pravoúhlých složek 

F,y , fiz , pllsobícíoh v souřadnicových
.�x

1
v 1 z

'ix 
= 

�y 
= 

F.· =
lZ 

� cos <X.i 

f. 
l 

F-
L 

cos 1.3 i 

cos ti

J 

) 

( 85) 

� :- ; ·ls o bící v souřadnicových osách X, Y I Z 
--., _ :ilčí výslednice Rx ; Ry I R z , pro

>t.. _ :.::.ž velikosti platí vztahy 

1 ) Rx 
= R cos o< 

2) Ry = R cos 13

3) Rz = R cos f 

= 

= 

= 

n n 
L f.. = L F co s °'.
i=1 I.X i.=1 l. L

n " 

L f.. = L F. cos /J . 
i =1 iy i =1 L l 

n n
L f. = L F- cos t· 
!=1 ,z L=1 L 

L 

Obr. 73 

(86) 

"':;;.I! ; � :;;úvodní soustava sil ekvivalentně n&h..�zene. soustavou tří sil Rx, Ry, Rz
•·�:..;a::i kolmých (viz kapitola 3.1), jejíž výslednice R má pdsobiště ve spoleo­
:am : �obiěti všech sil m = O , velikost

V 2 � 2 R = R 'X + Ry + R
Z

(87) 

• r.r---é 8 kladllými souřadnicovými osami X/ Y / Z směrové úhly O( 
1 

/3 / r , pro něl
�- Tt. ta.hy 

Rx 
cos ex =R

'2 
cos ex 

'2 + cos (3

R
y

cos ;3 =R , 

+ cos f = 1.

R 
cos t =it J (88) 

(8'1) 

�OTnice (86) představují t ř i  s t  a t 1 c k é �o d  m í  n k y • k -
� e n c e pro prostorovou soustavu sil se společným pdsobiětěm. 

:-::-:. řešení některých praktických úl.ob, jako je např. určení osových sil pru.­
-· =-·:=�orových kloubových prutových soustav atd., nepracujeme se směrovými úhly 

; : I r1, 
sil f, ( i = 1 , 2) ... 1 n ) • ale pouze s ostrými úhly O( i ) 13 i } t L

:, m.raj í síly se souřadnicovými osami X I Y 1 Z • Pravoúhlé složky F", )( ,
- _ síly Fi mají velikosti 

r. =+ f cos /3� F. = ± F cos lty - L l) ťZ I l 
(9u) 

, �; :.;!;. znaménka určujeme přímo z představy tak, že složkám sil majícím souhlas­
:,=;. ne,souh.lasné smysly s kladnými souřadnicovými osami+ X, + Y 

1 
+ l přisu­

.ulAménko plus resp. mínus. Další postup je pak obdobný jako výše uvedeni. 



Z velikost:! a znamének složek R x , R
-y I R 2 ( viz rov. 86) stanovíme velikost vý­

slednice 'R (rov. 87) a kvadrant, v němž působí. Nakonec zjistíme ostré úhly ex.'
13 ,, r \ . které svírá R 88 souřadnicovými osam:t. X 

I 
y / z ze vztahil

1 Rx , Ry 1 fi?z
cos ex = R > cos /3 - R I cos t = R (91) 

J .2 .2 • P0mfma R0VN0VÍHY 
-"

Prostorová soustava sil se společným ptlsobiětěm je v rovnováze jenom tehdy,
když algebraiok:ý součet průmětů všeoh sil soustavy do tří os navzájem kolmých
(obecně i kosoúhlých) je roven nule

n n 
1) R

)C. 
= � flX 

= L F: cos OCj = o
1 1=1 . i: 1 l j 

n n 

2) Ry = 
� Fiy = LF· cos /3. = o (92) iaa1 l l 

n n
3) R = L f. = � G cos ti. = o z. 

l=1 
lZ 

L"'-1 
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Ste.novte-výslednic1 prostorové soustavy čtyř sil F
1 

= '300 N, F-z = 200 N,
F
3 

= 100N 
I 

ř
4

"" 80 N se společným pdsobiětim m = 01 (obr. 74). Směr sil 

ř1 1 F 2 , f'3 , ř� je dán směrem přímek o
1 

A 
-- -- ______. 

B' 

Obr. 74

01 B I o, C I O t D • . Body 01 1 A J 81 
C

I 
D mají v pravoúhlém souřadnicovém systálllll

X t '( 
1 

Z s počátkem O pravoúhlé souřadnice 
01 ( 6; O ; 5) 1 A ( 2 i - 2; O) 1 B ( 3 ; 4; O) 1
C(6;-3i0), O (7/2,0)

udané v metrech.

iiešení

Společným působištěm o 1 všech sil pro­
ložme pravoúhlý souřadnicový systém X 11 

Y1 , Z 1
( o br. 7 4 ) • A bychom mohli a tanovi t kosi.Dy smě­
rových ůhld, které svírají paprsky sil 
Fi ( i = 1 , 2 1 3, 4) se souřadnioovými osami + X
+ Y1 1 + Z1, je �tno stanovit deU.Jq úaeěek
l1•01 A1 l, = 018, t3•01C i 14 =01D
a jej i� pravoúhlé prOmět! 1 i x1 1 li y 1 , 
ltz1 (t -1, 2,"3,4) do souradnloovtoh os X11 Y 1 

Z1 • 
Pro přehlednost a snadnou kontrolu provedeme
výpočet tabelárně (viz tabulka 'V v textu) a

pou!itím vztahd



-

co.s O(i = 

- - - -:; a

� li�1 c:os /3i = l· I cos ti=
-l-- ,L l 

Průměty li do os Směrové Pruměty sil do os 
'2. 2. X1 , Y1, Z1 2. t� l kosiny X,,Y11 Z 1 vNli x.1 li Y1

1 Í'Z1 t 

- -
L \ X 1

-4
. . . - 3- . • I 

- -

. 
- .

-
o 
1 

li 'Y 1 1i z1

-2 - 5

4 -5

-3 -5

'l. -5

� e R má velikost

(m' 

16 4 '25 45 6,71 

9 16 '25 50 7,07 

o 9 '25 34 5,83 

1 4 25 30 15,48

c.oscxi cos /3i t0'51l 

-o 596
I 

-0'298
I 

-0,745

-0,424 Q566 -0,707 
_opoo -0,514 -0,B57 
0,183 0,'365 -q913

4 

L 
t 1 

I:" (COScX"j fi COS/3i

-178 B - 89 4
I I 

... 84 8 I 
113, 2 

- - 51,4 
14,6 29,2 
Rx. Ry 

-249,0 1,6 

�co8t 

-2'2.3 5
I 

-141,4

- 85'7
I 

- 73,0
Rz 

-52'3,6

R ==,VR� +R�+ R� =V(-249,0/+1,62 +(-523,6)'1 :::. 580 N, 

y ex ' 

cos o: 

cos 1.3 

cos t

f.3 I 
R"' -'249 = - = =-O 429 R 580 

= Bi = 1,6 
= o, 003 R 580 

=�
R 

= -523,6 = - o 903
580 

> o( Q 115° 26 1 

J 

:> 1.3 = 89°50 1

, 

=> t
= 154° 34 1 

I

: =- ve společném pdsobišti 01 a leží v kvadrantu omezeném souřadnicovými

1 ,v 1 , -z 1 •

·�ovte rovnovážnou sílu Fe dané prostorové soustavy sil se spolačným

:·� a:m na obr. 75 pro F
1 

� 300 N, o< 1 = O\ 13 1
= y1 = 90°i F2 :;, 400N,

= • l!J =G0 ° 'f ='30° - F. =500N <X =- � = 45° 1.t = 90--
, 2. I 2 / 3 } 3 3 } �3 · 

fex =- 653 1 55 N, �y =i;- 5531 55N ) �2
= -346,41 N, 

Fe :a 9231 8BN 1 O(e = 1"35 ° 01\ f3e .-. 12G 0 48 1

1 
te = 112 ° 01 1

. 



Obr. 75 Obr. 76 
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V hranách čtyřbokého jehlanu o čtvercové základně a = G m 1 výšce 
(obr. 76} pllsobí síly F = S kN • Stanovte jejich výsle� účinek ! 

ileiení 

Daná soustava sil je v rovnováze, nebot podle rov. (92) je Rx =Ry= R
-z

= R = O

Příklad 50 

Těle•o o tíse G s 10 kN je zavěšeno ve styčníku m prutové konstrukce na

obr. 77, skláda;Jící se ze tří prutil. Stanovte osové síly prutll N N 2, N ,je-
4 CBO = 4- BCO =60

° 
a· ..q:. DAO - 45

°
.

1) 3 

1' 45° 

N3 G 

uvolněný styčník m 

Obr. 77 

�ešení 

Souřadnicový systém XJY, 
s počátkem 0 zvolme je.k je 
ukázáno na o br. 77. Za daru§ho 
zatížení budou pruty 1, 2,

3 namáhány pouze osovými si• 
lami N 1 , N 2., N 3 , jejich!
velikosti a správné smysly 
stanovíme z podmínek rovnová­

hy (92) na uvolněném styční.ku 
m (obr. 77) 

� F
i � = O : . N

1 
cos 60 ° - N2 cos 60 ° =·O '

L. F1y 
= O : - N

1 
cos 30° - N2 cos '30 ° - N

3 
cos 45 ° = O

L Fiz = O : - N
3 

cos 45° - G = O 

Po dosazení, úpravi a vyřešení soustavy rovnic dostávmne 



:,s N1 - 0/5 N2 = 

- 0
1
866 N,- 0,866 N2 - 0,707 N3 == 

- 0,707 N 3 =

O N1 = 5, 77 kN 

O 
N2 = 5, 77 kN

10 ..... N3 =-14,14 kN

�.: ... . c: -fous u síly N3 znamená, že její předpokládaný smysl na obr •. 77 je ěpat� 
� ± : :.,.:..:. ·re skutečnosti míří do styčníku. m •

ZKLAD A ZRUŠEN! SÍLY Tll MI SILAMI 

DANÍM! PAPRSKY SE SPOLEČNÍM 

�USOBIŠTĚM 

;ravotočivém pravoúhlém souřadnicovém systému X 1 'f1 
Z s počátkem o s m 

svou velikost!, působištěm m a směrovými úhly oc I I?, 1 r' 1 

• � ... prskd sil Fc ( i = 1, '2, 3) procházejících ·bodem m ( obr. 78)
em je rozložit - nahradit resp. 

· .3�ek síly R silami F'"1 , F 2. 
1 

f 3 .
ámých sil F'L ( i = 1, 2 1 3)1 pi.\sobí- +z

- =� ::.e.ných paprscích, zvolíme zcela libo-
"".-.:,,. ; ě: :.ch smysly„ např., podle obr. 78, kte-
-.. : ; :'T"..: :l.s.j i mněrové úhly oq 1 !3 i , ·ti

- _.:, ze r o z k l a d u a í l R
- :-� =:. Jžek - sil F1 1 F 2 1 F3 obdrž:f.m113 vel:i.-
:::.;t'"- č = ;x,ávný smysl neznámých sil f; 

1 
t-a i F

3··-.:........:: ::ustavy tří lineárnícl: ro·m:i;c� p:řad.=
.:--;:_ -,�--:...:..:":b třemi statickými pod.ún.kruni ekvi.v�­

:i j 

� cos cx1 + F;cos cx1 + F
3 

cos o<3 = R cos ex,

(93) 

/ 
/ 

Obr. 78 

� :·..istavy r-ovn:l.c { 93) je jednoznačné a určité jen když determinant této 

D= 

m.á hodnotu rllznou od nuly 

cos D( 1

cos 131

cos ť1 

cos C(
'2 

cos '32 

cos CX 3

cos �3 

cos t:�

=t=- o (94) 

:-:-.-e:l nule, znamená to, že paprBk:y všech tří sil f1 ) F2.
1 

F3 leží v jedné 

- .. =. ::'-e·šen.í úlohy je bud neurčité a nebo dokonce nemožné. O tom, který z
·: �=-:.::?Sdů na.stane, rozhodne poloha rozkládané síly R • Leží-li síla R mimo
�:T-..:;u, je řešení nemozne; působí-li však v rovině sil F1 J f'l. 1 f3 je

-� :.e-...rčité, nebot velikost jedné z těchto neznámých sil můžeme volit zcela



libovolně a zbývající dvě pak určit ze dvou statických podmínek ekvivalence (.35) 
rovinné soustavy sil se společr.ým působištěm m. Vyjde-li nám řešením znaménk:e 
některé síly záporné, zne.mená to, že tato síla má správný smysl opačný než před­
pokládaný. 

lhohu z r u š e n í a í 1 y R třemi eložke.m!_ - silami f 1 J F 2. , F 3 , 

působící�v zadaných paprscích, se společným p�sobištěm m (obr. 78), vyěetřu e­
me obdobně. Rozdíl je jen v tom, že síly R J F 

1 1 F 2 1 F '3 tvoří rovnovážnou bo­
dovou prostorovou soustavu sil, pro kterou musíme nepsat tři statické podmÍnky 
rovnováhy (92)

-----------------------"t

F1 cos O( 1 + F2 cos CX 
2 

+ i=; cos O( 3 T R cos O( =- Q ,

F1 cos 13
1 

+ F2 co·s '3
2 

+ F
3 

cos t3 3 + R cos '3 = O 1 

f1 cos ť1 + F
2 

cos f2 + F3 cos t3+ R cos t = 0 -

Podmínkou řešitelnosti úlohy je platnost vztahu (94),

Příklad 51 

(95) 

Nahraďte sílu R =- 1 O kN I procházející počátkem souřadnic o a svírající 
s kladnými souřadnicovými osami X I y / z úhly ex = 13 - 60°; r =45 ° . třemi 
silami F' 1 , f 2 , f 3 působícími v paprscích o směrových úhlech o< 1 = 12 o0, /J1 „ G0°

,
1-1 = 45;oc2 =-0°, 13 2 = f2. = 90

°
, 0< 3 

= 133 = 45� r\ =- 90 ° a společném ptlsobU­
ti m = o . 

fiešení 

'Podmínky ekvivalence (9.3), napsané mezi neznámými silami F
1

J f21 F
3 

a ze.danou 
silou R • mají tvar 

F1 Cos 1'2 0
° 
+ F

'2 
cos 0

° 
� F3 cos 4-5 o = R cos 60 o = 5 /-

F, co S G O O + F
2 

c O s 9 O 
O 

+ f 
3 

CO S 4 5 ° = R co s 6 0 o � 5 1 

F1 cos 45 ° ... F2 cos 90
° 
+ F3 .CQ5 90

° 
= R cos 45

° = 7,07

a řešení: F1 = 10 Id'-� 1 F2 = 10 kN 
I 

F3 = O·. 
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Zrušte sílu F = 7 kN s p�sobištěm ITJ v počátku souřadnic o a směrovými 
úhly o< = � = r = 5'r O 44, třemi silami F1 1 F 2 · > F 

3 
pilsobícími v souřadnico­

výoh osách X , Y 1 Z . 

:iiešení 

Pro rovnovážnou soustavu sil f 
J 

f1 J f
'2 , F 3 se společným ptlsobištěm m napíše-

me tři statické podm:ínky rovnováhy (95), mající jednoduchý tvar 

f1 + F cos O( = o ) F7 + F cos 13 = o 
J 

f3 + f cos I = o

a řešení 



==-:.,, s 1 a i1

- , + z 

t
1 1 F '2 J f 3 je nesouhlasný ee smyelq klad.nich souřadnioovýoh

) ' 

-•�TIC K f MOMENT S1LY K BODU V PROSTORU 

- ��etnosti zůstává vše, oo je uvedeno v kapitole 2.5 o "statiokém momentu
::.: libovolnému bodu s v rovině". Výjimku tvoří pouze V a r i g n o n o -

--------
která zde zní: 

·; � � - i c ký moment výslednice R jakékoliv prostorové sousiavy sil k libovol-
::: _ s v prostoru· je-=o� v e k t o r o v é m u (nikoliv alge�ioké-
= : ,u ,č t u statických momentů jednotlivých sil soustavy k téDlllŽ bodu

: �- :-becné poloze síly f a bodu s je výpočet statického momentu M 3 = Fp
- :- ::: �omentovému středu s poměrně pracný a zdlouhavý. Využijeme-li závěrd 

::: ;..5, můžeme podle odstavce J.5.J získat velmi snadno a rychle statický- f - ➔ ➔
'. •·' s síly k bodu s vektorovým součtem statických momentd M

5
'.I( 1 M s , M 

- � i:lomentovým osám X, Y J Z , procházejícím momentovým střea.•m s � 0 
sz

. - -·, 86 a příklad 59 s obr. 88) • 

. �:...::.:mte statický moment síly F, rovnoběžné se souřadnicovou osou X. , k 
- � = ·(uřed.nio O = S (obr. 79) pro f == 2 kN , p = 4 m .

acaent síly f k bodu s podle vztahu 

t15 = f p = 2· 4- = 8 kN m 

• použitím průvodiče r pdsobiště m síl;r f

H5 = Frsinf = '2·5·; =8kNm.

::,,:::e,ntu Ms je vázaný na bod s , leží v 
,,,__..._ ___ _ 

_ :ř-ad.nicové ose Y a má s ní souhlasný smysl 
ne ':Kit smysl otáčení síly F kol bodu s 

..:. lu-otu kladné osy Y kladně, tj. proti 
Jlodinových ručiček • 

/
X Obr. 79 

v 

.. .....:..�rt„ statický moment soustavy sil F, = 3 kN, F
2

-=- 4k.N se společným pil­
bodu s !! O ( obr. 80a) pro p, = p

'l 
= 3 m .

::omenty jednotlivých sil soustavy k momentovému sti'-edu s 

t1 = F. · p = 3 3 = 9 kNm M = r,. · p
2 

= - 4. 3 =- 12kNm
1S 1 1 . / 2S '" 

M � vázanými na bod s ( obr.80b).



a) b) 
� z

'x 

Obr. BO 

Vektor výsledného moment� M 5 má velikost

M 5 = V t1 � s + M ; s = 1/
.--

9_'2_+_(_, __ 1_2_)_2 
= 15 k N m 1 

prochází momentovým středem S , leží v souřadnicové rovině X 'i 
mi souřadnicovými _osami X , Y, Z ůhl.y �, t-J-

1
)) 1 pro něž platí

Mis -12 
co s A =

M s
= 15 = - o, 8 => � = 18 O O - 36 ° 5 2' = 14 3 ° O 8 � 

cos tu = ��� = 1
9
5 = 0,6 ) µ = 53° 08 1

í cos)) = o > )) = 90 o.

Výslednice R soustavy eil F1 J F2 se společným působištěm m (obr. 80a) má v
likost 

svírá s kladnými aouřadnioovými osami X I Y1 Z úhly O( J 13 J f I pro něž platí
vztahy 

F1 3 
CO$ <X 

-- =-

R 5 

cos /3 
t2 4 =- =-
R 5 

=06 
I 

= 0,8 

> 

'9 

O(= 53° 081
, 

� = 36
° 

52\· cos t = o > r - 90 °

a vyvozuje podle Varignonovy věty .statický moment k bodu s so 

Hs= R·r = 5.3 = 15kNm, 

jehož vektor vázaný na bod S je kolmý na svislou rovinu statického momentu � , 
obsahující paprsek R a momentový střed S•



3.5. ST AT I C K Í MOMENT S 1 LY K O SE V PR O ST O R U 

)0 50 1 0 POJ.EJl A VEKTOR STATICIIBHO MOKENTU StLY K OSE V PROSTORU 

Vedeme-li momentovou osou O libovolnou rovinu� , protínající paprsek 
F v bodě i"'"F. (�br. 84), bude sta tiokým momentem M

O 
síly F k ose O výre.z 

IM 0 = F 1 p = Fpsin0< 1 1 (96) 

v němž O( je úhel, který svírá paprsek síly F s rovinou <? , p je 
nost bodu m od momentové osy O ;a F 1= F sin o< je prwnět síly f do normály k 
vině� • 

Ze vztahu (96) vyplývá » že statický moment síly F k momentové ose O je r 
I 

-

ven sta tick,mu momentu její slož}.cy f k bodu s - prusečílcu momentové osy O a 
rovinou o, vedenou složkou síly F 1 kolmo k rovině � • Při o<= ;_ leží F 
v rovině kolmé na momentovou osu O a dostáváme 

M
0 

= f. p, (97) 

kde p je nejkratší příčka dvou mimoběžek F a O •

Z'-věrz 

1%tický moment Mo k momentové ose O vyvozuje pouze síla nebo složkz síly,. ležící v rovině kolmé na momentovou osu O •" 

li v, f'.l O, F tezi v �; �

cr obsahuje r;. 6"' .L '?

o (3"'
/l 

s,, .:p Fr······ 
Mo ·---... '

- . . .  - . .  . 

m 

Obr. 84 

o�
F 

... ➔ 

M 5.l9 (s,m, F) M0 1� 0 (s,m0,f0) 

l libovolný bod paprsku 

Pbr. 85 

Jinak a výhodněji lze stanovit· statický moment síly F k ose O jako pravo­
úhlý prlhlět vekt ,ru. momentu M 3 této síly k libovolnému bodu s , ležícímu na 
ose O do této ,,sy (obr. 85) 

https://drive.google.com/file/d/1R08mFRPeTK1e_TTZetryADPOlXWY4WtE/view?usp=sharing



---:a : (obr. 90) a'na.snyel
- . : =:j dvoJ íce s1,1 rovínqu

se nůžeme óírrat z obou
|--:=-- rov,lny 9 . Na obr.
, ;: 3akresleDB dvoJíce sll

, _" : lvolné rovtně 9 r obse-
::' -: j zvolený poěátek o
_*, -- .h"1 ébo souřadllcového
]--]:;:=J X/\)Z. V o 1n ý,+J,:or momeutu
; :éio dvoJice ei1 o vel1-

5;!l;:

M ... votný u.kbor
momenbu dvojíce siln07

0N,

lt
,1

,vtz

34

gled-

({05) Obr. 90

-l-,:",::J v Iíbovolnén botlě rortn5r dvoJÍce el1 ý (na obr.90 v poěátkr.r o ) rolno

: 
"1* 9 , má ve zvoleném souřadn{covén systéuu X/ Y ) Z sněrové úb,ly 

^,l

,..,,"," . zíxrlorí pcfirčKy o DvoJrcr srT, v }RosToE

t=z\ázíme z pletnýcb zákla,lních pouček o ťtvoJlcí síI v rovl,ně (vlz od,ataveo
- ; , které lze pro dvoJtc1 eí1 v proetonr poněkrrd rozĚířlt.

e
í rorrt:rě oělt aní.ž

úěínek. n

t rovnoběžné s
(SrĚHov6i\n' sKďrÉ

:::_cžením d,voJlce sj-l- z 9 d" § ll 9 zachovává vektor_Fř momentu d,voJlce
ji,"-i;5 sněr. Mění ge pouze působtště _ poěátet vektonr Ú (víz pouěka o pře_

;,!sobíště m síly F do 11bovolného bod,u JeJího papraku), ale výeled.ný
:lstává steJný"

,lF
rl,

Obr 91

ó

73

0br. 92

zenér

9r
r'
x

t k11-

detavot
proato,
gou-

lnó ro.

Dvojice sil v prostoru



Poučka Q)
"Dvojici·an lze nehradit libovolnou jinou dvojicí sil která má a 
cí sil moment stejné velikosti, smyslu a působí v rovině rovnoběžné 

� původ.ní dvojice sil (obr. 92)." 
Mezi původ.ní a náhrad.ní dvojicí sil platí podmÍnka ekvivalence 

M - M F. p - E 1 - 2 ····· , 1 - 2P2 ·

U dvojice sil v rovině � lze volit zcela libovolně např. velikost síly F
2 

a
příslušné rameno p

2 
stanovíme z rov. ( 106) 

� P1 
P2 ==- -F,:- 1

při volbě ramene ,p
2 

dvojice platí pro velikost sil F2 vztah 

� P1 
F2 = P2. 

I 

,x 

Obr. 93 

Poučka ©
11Sta.tic • moment dvo ice sil v 
ru má ke všem bodOm v r_ostoru 
hodnotu rovnou momentu dvojice 

M •Fp . 

Poučka ®

93) e roven

mětu vektoru M momentu dvojice sil 
do os O 11 

M0 = M cos "-ť == Fp cos 'f, J ( 108)

kde '-f je Úhel, který svírá vektor M momentu dvojice sil a osou O nebo též, 
který svírá rovina � dané dvojice sil s rovinou 9 l. O . 

P l a t í t é ž 

"Statický momént Ma dané dvojice sil, působící v rovině jZ) , k libovolné ose 
je roven momentu dvojice sil, kterou obdržíme promítnutím dané dvojice sil do r 
viny � 1. O ( o br. 9 3 ) u 

MO = F '. p = Fp co s -.p J ( 109) 

kde 

= cos� . ->
l 

F ::: F cos 'f. (110) 



.... : n. 

.... Ir 

d.c• 

(A) 

Ze 
,ap. ZX

c•i l'll·OSTOJlOV1 SOUSTAVA SIL 

;:r-o•toroTOU soustavou sil rozumía souataTU sil, jejíl papra]q 
:-:-rt.r.i a 8.ll1 neproohá.zejí jedním bodem. V pravoúhlám aouřadnioová 

! p-očátk:em o je k&!dá síla souatavy FJ ( i = -1
1 

'2, ... 1 n) &adi­
-�=-=.j,- ;:,o�o·:.:.šUa mil ( Xj I YL / 'Zi/ a směrovým1 '1h17 D< j I /3i / n (obr. 

...::.:..:...;.e-· rovnoběžně každou sílu eousia•

� T·: ::..:.fch složkách Fi.� , �y , fiz 

-

/3 i 
= . 

:os 

' 

= :- 1:os • ( i 5'6) ...,.... 

O L 

+Z f
I 
I 
I. ,,. : 

I ,=; : 
. tx 

iZ, + y ol •-:•-·.·-
-,,.,--- : ,� 

/ : .··x· . : .· l 
/. 

. , 

+�
· ········

Yi
······�· 

,1o zvoleného počátku o souf-ti.chů..., 
\ ; Y , Z , dostáváme proato:rcl'\i,U 
spolecSným působištěm m a O , Obr. 107 

:..:..:.. :e R Uto soustavy sil má p.;:,dl@ 
· 7'Jobiětě m ve zvoleaéJII. poěitlal sou.řad.uo O , velikost

(157) 

; ;,, z j' sou pravoúlůé prWty síly R do souřadnioovýoh os X ; '<, Z 1 

.- �ge braiokým eoučt'Wlí prdmštů vě�oh sil soustavy do těohže os 

n. . n 

1 � R x = R co s O( = · L � co s oq ,:g l Fix . 
. l 11 1 i1:1 

J 

n n 

R COS /!J = � fí COS /JÍ a L Fiy J 

psi � #i 

I'\ n 

= R cos t = y- Fi cos ft = � Fiz 
;.:::1 \C1 

1 jsou směrori úhly síly R • pro ně! platí ntahy 

R
y 

cos�= R cos t 

(158) 

(159)



2. 2 2. 1cos O( + cos r., + cos r = ( 160) 

lleú-li ae na výaled.ném účinku dané soustavy 811 nic zmfD..it, nutno přidat podle 
odstavce 3. 7.1 k po8Wlutým silma F°ť v počátku o dvojice sil o momenteoh M ío 
jel •• rovnají statiokým momentllm daných sil fť k počátku O • Zobraz:íM-li tyt, 

. .... 
dvojice ail TOl.nými vektory momentd M l·0 , vztyčenými ve zvoleném poč'-tku o 

:+ - -•�d.nicovfho systému, představuJí prbity Mi
>r. 

, Hiy, Mi -z vektord mountd 
Mio do aouřadnioových os X

J 
Y, Z statické momenty Mix 1 ·MiyJ M,z sil 

F"i ( i = 1 J 2 J • • • ) n) k osma X , Y , Z 

Mix = Fiz. Yi 
- fiy z,· = F.· ( Yi cos Íi - Zj_ cos /3i)'L 

M,y 
= Fix. z· -

�z. X:i =- F, ( zi COSCXj - ><i COS, t"í) !l . l 

MLZ 
=- f: x· F- -y· = �- ( xl cos '3i-

Yi cos oq).1y l _IX I l (161) 

Vl•l•chJ;/a účiDlc- soustavy silových dvojic v prostoru o moaenteoh Hio je podle 
odatavce 3.6.2 jediná dvojice sil o mo•ntu M ,. , jehoi volzli vektor Mr s � 
biiUa T počaltku ·. o aouřadlliocvé sousta.,,. má velikost 

M ,. = Y M �x + M � y + M � z ( 1 G 2) 

kde Mrx I Mry I Mrz jaou pravoúhlé pr,Iměty vektoru momentu Mr výsledné dvoi· 
oe •11 do aouřadnioovýoh o• X I Y, Z , rovnajíc:! •• algebraickým součt� ataUo­
Jcýoh mcaent4 ail s�taT7 � ( i. = 11 '2

1 
• , • , n) k oaá X I Y 1 Z 

Obr. 108 

Pro am�rové. �7 � , ,µ.. J l)

Hr 
platí vz� 

Mfx · � cos A • M , �os p. = M , 
r r 

Mrz
cos v = - ,

Mr 

1 2 2. 
c.o S A t Cos t,! � c 09 J.J = 1. 

(164) 

Vektol')' R a Hr v počátku sou.řadnio 
s�3:! navzájem �•l '¾' (obr. 108), 
nehol platí vstah 



sil působící ne. tuhé těleso je v rovnováze jen 

��,:L: ·==-.,č�y prwnětů všech sil soustavy do každé ze tří navzájem kol-

- .obecně i kosoúh.l.ých, které nejsou rovnobě!né s jednou rovinou)

�iyž součty statických momentd věech sil soustavy k timže oaém

�! :--:-r=.._T r;ule

: 

" n 

- í:: Fi,,_ = I: F- cos O(. =O
i=-1 i :1 l l ). 

n n 

= L F· =
� F.- cos 13. =, o I 

ic1 ty l l 
I :; 1 

" n -
L F.• A L� - -,: cos ti = o
i=-1 tz 

i •1 l I 

'�" �· = t (fiz Yi. - fíy z i ) = t Fi ( Yi cos ft - zi cos /3i) = O i 
.i. L-1 L•1 

�1ry = t, (F,.-z,- fiz x,) � &i F, {zi cosoC, - x; cos f,) • O,.

Mrz.=¼ (Gy X.i - fix Yi) a

(184)



11:ísto uvedených tří výminek aoučtovýoh (1) až (3) a tří momentových (4) al (6) ls• 
někdy a výhodou pou!ít rovněl dvou součtových a čt:,ř momentových nebo 3edn, souč­
tové a pěti mODlentových, případně šesti momentových k vhodně svoleným osa. Pouli­
jeme-11 šesti výminek momentových, nesmí těchto šest moaentových 08 patřit nulon­
mu systému, neboi by byly vým1nlcy rovnováhy ■plněny i pro nerovnovážnou soustavu 
sil. Bu 1 o v ý s y a t é  m určité proatorov, soustavy •11 3• tvořen 80U• 

hrnem všech n u_ l o v ý c h · p ř í m e k , k nimJ má uvalovaná aouatava ail 
atatick� momenty rovny nule. 

Příklad 72 

Jaký 3• výsledný účinek proatorov4' soustavy sil f, = 4 kN,f2 = S kN, fl = '3 kN, 
J=;_ = 2kN 

I 
F5=-S kN , F6 = 8 kN pllaobíoí ve hranách kvádru na obr. 109 ? 

velikost 

10 

Obr. 109 

·jiešení

Translační síla R má pravolihl.4 prdmit7
R x J Ry I R -z do souřadnicových 08 X I V, Z 

R =·LF· =F.-°F =6-6=0 
X i:1 t� 5 2. I 

R = t F- =-F+ F =-4+2 �- 2kN 
y i=1 ty 1 4 '

R= L F: ::f. -f. = 3-8=--SkN Z i :1 l Z '3 6 /

� 2 '2 '2 v2 )2 l R = R 
x 

+ R
y 

+ R z = O + (-2 + (- 5) = 5, '3 8 5 k. N

a směrové úhly ex 1 � 1 f 

Kontrola 

cos <:X = RR
x 

= O =- O :,_> o< ::: 90
°

15,'385 

cos 1.3 = � = -
2 ::-·0371 => t3= 180° �·68° 12 ) � 111 ° 49'

R s, jes 1 
- , 

-�- -s o 
. 

cos t -
R � 51 38

s- =-o,92s => t =- 1ao - 21 °
48' = 1se

0
12'.

. � '2 2 2 
( )

2 2 
·cos O( +.cos /3 +cos t =O+ -0,'�71 +(-0,928) =. i,000. 

Translační síla R má pllaobihě v počátku souřadnic o (obr. 110) a l�lí v 80U­

řadnicov, rovinl ( - Y 1 - Z-) . 
➔ - _. -+ Volný _vektor momentu· Mr výsledné dvojice sil má ,P2"1lait7 Mrx I Mry, Hrz do

souřadnicových oa X I Y, Z 

Mrx = L Mix = � ·S +F3-10 =4.5 + '3.10• 5'0 kNm1 i•t 

...: 

-:.. -

-

-
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