ZAKLADY STAVEBNI MECHANIKY
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Prostorové soustavy sil, prostorovy svazek sil, obecna prostorova soustava sil.
Vazby a reakce tuh¢ho télesa v prostoru, vypocet reakci ve vazbach. Prostoroveé
namahany pfimy prut.
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.".%'. ARALYTICKE RESENT VYSLEDNICE

Vyslednice R =F t#f 811 Fyx ,Fy, F, navzéjem kolmych (obecnd 1 koso=
= ==}, pisobicich v jednom bod8 O=m , je co do velikosti a sméru rovna téle-
== nlop¥ice hranolu o stranéch Fy, F'y Cu (obr. 72)

e ® + Fy o+ F,° | (82)
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ez ==Zrovymi uhly o(/ /3/ 3/‘- paprsku vyslednice F: pleti vztah
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cos o + cos B+ cost 7 =1, (84)
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Ttecovte sflu F , znAme-1i jeji pravouhlé priméty Fx=200N,Fy = 300 N/
E:'; 202N  do souradnicovych os X,Y, Z (obr, 72).

PEttoet eily F 2e vzsanu (82) =
F =V R+ R +E* =| 200%+ 300%+600% = 700N,




Smérové kosiny vhld o, B, 3¢, které svird sila F s kladnymi soufadnicovymi o
mi X,Y,Z , podle (83)

200 _Fy 300
700 CosS B =T~ = 9gq =

cGs

Smérové uhly X, /3/ * sily F
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3 - 64737 o= 3i° 00",
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x = 73°24
Kontrola
2 2 2
cosX +cos B +cos 7
Pr¥iklad 45

Qz sily R =1000N do soufadnico °

Stanovte pravoihlé priméty Rx ) R
x =60°, B =120, p = 45"

os X, Y, 7, svicé-14 s ntul fhly o =
Heseni
Prim§ty sily R do sou¥fsdnicovych os X, Y, Z stanovime pomoci vztahd (83)
R, = R.cos « = 1000.cos 66° - 500 N (#),
Ry = R.cos & = 1000.cos 120°=-500 N (<),

R, = R.cos 3 = 1000. cos 45° = 707N (*)

l
i

SloZka Ry mé smysl souhlasny se smyslem zdpornué osy Y .

Priklad 46

Jaké smErové ithly <, /3, ¥ musi{ svirat paprsek sily F s pravoihlymi sou-

fadnicovymi osami X , Y/. Z , waji-1i jeyi primdty F, Fy ) F; stejnou hodmotu

V disledku platnosti Fx =F, =F s VYPlyvé ze vztahu (83)

Y rA
COS X =cos A =c0sy 22X =248 =7.

Z rovnice (84) pak dostédvédme

4
Jcos X =1 = cos =3 cosX=0577, x=8=¢ =54°44'

3,26 PROSTOROVL SOUSTATVA §I1L SE SPOLECNEM

PUSOBISTEM PROSTOROVY B3VAZEK S1IL

3.2,1s ANALYTICKE RESENT V¥SLEDNICE

VySet¥ovanou soustavou sil f; (( =1, 2, .y N ), pisobici v jednom bodu m
na obr. 73, vztédhneme k pravoihlym soufednicovym osém X ,Y,6Z tak, aby se polé-

-58 -



e soutadnic O ztotoZnil se spolednym piso- Y4
‘wizsm M viech sil. KaZfdou sflu F  dané +
w==stavy rozloZime do t¥{ pravoihlych sloZek

N Fiy | Fiz , pisobicich v soufadnicovych
e XY, Z
ix = Ficoso;
Fiy = F, cos 3; , b
;Fi.z = Fi cos ¢ | (85)

“Z7 zisobici v souFadnicovych osdch X, Y, Z
=L 3131 vyslednice Ry, Ry ; Rz , pTro
_wil:23 velikosti plati vztahy Qbr. 73
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3) R; = Rcosy (86)

=z 2 pivodni soustava sil ekvivalentné nshrazensa soustavou t¥{ sil Rx b R, ! Rz
m=iien kolmych (viz kapitola 3.1), jejif vyslednice R mé pisobiBtd ve spoled=-
wwem isobidti vdech sil m = [ , velikost

R =\ RY + R} + R (87)

@ sv_~< s kladnymi soufednicovymi osami X,Y, Z smérové dhly X, A, 7 » pro nk
wwsl Tztahy

R R R
cos X =—§’£ ; cos/3=?y § cosy‘=—R7", (88)
cos'X + cos 3 +ces = 1. (89)

Zowvnice (86) pfedstavujf t ¥1 statické podminky ek~

= _valence pro prostorovou soustavu sil se spoleénym pisobidtém,
7¥4 fefeni nékterych praktickych tloh, jako je nap¥, urdeni osovych sil pru=
=i zmwsiorovych kloubovych prutovych soustav atd., nepracujeme se smérovymi dhly
s, 2, 7 si Fe (L=1, 2,...,n), ale pouze s ostrymi tihlyO(i’, /3’5) 31:’
&% svirsj{ s{ly se sourednicovymi osami X , Y , Z . Pravoihlé sloZky F;

= . sily F; meyi velikosti =
) )
Fx =% Fcoseq; , Ry=tFRcosay, F =tfcossy  (9U)

% .2, ick znaménke urdujeme primo z piedstavy tak, Ze sloZkém sil majic{m souhlas-
== ~»sp, nesouhlasné smysly s kladnymi soufednicovymi osami+X 6 +Y + Z pi¥isu-
b 2 znaménko plus resp. minus. Dals3{ postup je pak obdobny jako vyde uvedeny.




Z velikost{ e znamének slofek R, ,Ry , R, (viz rov, 86) stanovime velikost vy-
slednice R (rov. 87) a kvedrant, v ném# pisobi. Nakonec zjistime ostré tdhly oc'
@’, r‘ , které svird R se souradnicovymi osami X/Y, Z ze vztahl

R R R
cos o<’=T" » COS /A’ﬁ-Ri ) COs r’= ?z (91)

3.2.2, PODMINKY ROVNOVAHY
rd

Prostorovéd soustava sil se spolednym pilsobistém jJe v rovasvédze jenom tehdy,
kdy% algebraicky souet prim&td vZech sil scustavy do t¥{ os navzdjem kolmych
(obecné i kosoihlych) je roven nule

1) Rx=;ﬁx=§ﬁc030(i=0,
n ‘n

2) Ry=§ Fiy= ;F’L cos 8; =0 (92)
n n

3) Rz=§' Flz=§ﬁ-cosa‘l-0

Prikled 47

Stanovte vyslednici prostorové soustavy &tyr sil F1 =300N, F, = 200N,

F;=100N, F,, = 80N se spolednym pisobiitém m = Q4 (obr, 74). Smdr sil
Fi, Fo , Fy, Fi_Je dén amérem piimek 0, A
48, oC, 0,D . Body 0, ,A, B,
C,D msji v pravoihlém soufednicovém systému
X, Y, Z 8 podétkem 0 pravoihlé soufadnice
0,(6,0,5), A(2,-2;0), B(3,4,0),
C(6,-3,0), D(7,2;0)

udané v metrech,
Redend

Spoleénym pisobidtém O4 véech sil pro-

loZme pravouihly soufadnicovy systém X,,Y,, Z,
(obr., 74). Abychom mohli stanovit kosiny smé-
rovych hld, které sviraji peprsky sil

B’ Fi (1=1,2,3,4) se soufadnioovymi osami +X
+Y, ,+Z,, Je nutno stanovit délky iiseZek
L"—'O‘A) lg"OqB J '.3‘01C ) l,' =04D
a jejich pravoidhlé primdty lix1 ’ t,-_y1 )
112, (i=1,2,3,4) do soufednioovich o8 Xy, Y,
Z, .
Pro prehlednost a snadnou kontrolu provedeme
vypodet tabelérnd (viz tabulke V v textu) s

Obr. 74 poufitim vstahd



cos «j=— — , cos A; =1—H'— ) cos g, = lil?’ ,
T eoulka Y

Prdmety |; doos Srnerove Prumety sil do os

E | X, Y, 2 1?x1 lf\h 12&1 (|1 | wosiny Xs,Yy, Z, v N
o0 lixg [Liyg [lizg | (mjcoseti [cos B cost Frease; [Fcos Afeod
30 -4 |-2 |-5 |16 | 4 |25 |45 |61 0,59|-0298|-0 745|178, 8 | - 89 4 |-223, 5
s -3 4 |-5 | 9 |16 |25 |50(707-042| o568|-0707~ 84,8| 13,2|-441,4
v 0 |-3 [-5 | 0|9 |25]34|583 0000-0514[-0857 — |- 51,4 |- 857
"2 4|2 -5 [ 1] 4 [25] 30548 0183] 0,365-0913] 14,6 | 29,2 |- 73,0
4 Rx | Ry R,
; 29,0 1,6 5236

ce R md velikost

R = RL+ R} + RE =)/ (-249,0)% 1,62+ (-523,6)°

= 580N,
&y x, 3, P
cos X = g"‘ P -ggg =-0,429 = « = 115° 26' ,
cos 6 = oL =28 = 0003 = 4= 89°50,
cos * =%‘ =-5528366=-0,903 = = 154°34’,

1¥15 ve spoledném plsobidti O, a leff v kvadrantu omezeném soufadnicovymi
'—X1)Y1J-z1'

Fsznovte rovmovédZinou silu Fe dané prostorové soustavy sil se spoladnym
stém na obr, 75 pro F, = 300N, , = 0°, 3,= 9, =90°; F, = 400N,

~sisn

= 30°, 5,=60° ¢, =30°; F= 500N , 3= By=45°, p,= 90

F

Fe Fe

ey
Fe = 923,88N, ofg = 135%01", 3, = 126°48’, pa= 112°01".

L, =—653,55N, R, =-55355N, F,=-34641N,




Obr. 75 Obr. 76

P#{klad 49

V hrandoh &tyrbokého jehlanu o &Etvercové zdklednd a = 6m, vysce
(obr, 76) pisobi sily F = 5 kN . Stanovte jejich vysledny iidinek !

Redeni

Dand soustava sil je v rowvnovéze, nebot podle rov. (92) je Rx= Ry= Rz =R =0

P¥{klad 50

T3leso o tize G = I0kN je zavédeno ve styéniku m prutové konstrukce na
obr, 77, sklédajic{ se ze t¥{ prutd. Stanovte osové sily prutd N Nz ) Na,;]e-
<& CB0 = 5 BCO =60° a & DAD = 45°.

ReZeni

Souradniocovy systém XY,
8 poldtkem QO zvolme jak je
ukézéno na obr., 77. Za danéhc
zat{fen{ budou pruty 1, 2,
3 pnamihény pouze osovymli si-

X 450 lami N, Ng, N3, jejichi
Na G velikosti a spréwvné smysly
v s . stanovime z podm{nek rovnové-
uvolneny stycnik m hy (92) na uvolnéném styéniku
m (obr, 77)
Obr. 77
2 F,=0: N,cos 80°-N,cos 60° =0,

2 Fiy= 0 : N, cos 30° -N, cos 30° - N, cos 45° = 0
2_F_,=0:-N,cos 45°-6 =0

Po dosazeni, lpravd a vyiFeden{ soustavy rowvnic dostévéme



A=
\_,311 — 0,5 Nz = 0 ......N1

5,77 kN
- 0,866N,~ 0,866 N, - 0,707 N,

----- N, = 577kN
= 0,707Ny = 10... . N, =-14,14 kN

i
o

={nus u sily N, znemend, Ze jeji pifedpokiédany smysl na obr..77 je Spat=-
ve gkuteénosti mi¥i do styéniku m .

E”

: srevotodivém pravoihlém souradnicovém systému X ,Y) Z 8 pocétkem 0= m

= svou velikosti, pisobistém m e smérovymi dhly &« , A3, 7

“®prskd s11 F{ (i = 1,2,3) prochizejicich ‘bodem m (obr. 78)
“em je rozlozit -~ nahradit resp.

Ziinek sily R silami F., ; Fas Fa.
=#%04mych s11 F; (i =1, 2,3), pisobi-

V4
" ¥ ®“:rych paprscich, zvol:l’.me zcels 1ibo- '
| S i smysly., nap¥. podle abr, T8, kte=
u_???-;_sn smerovd uh.ly xXi; B¢, P
Bl . 5d il ada 8 {1k R
S S5k - sl Fy ;s Fa, Fy obdrifua velie
e ﬂ‘:-amy smysl neznamg,uh sil FH ba "-_
A
£ ;
3 ,
(93) Obr. 78
! g
[ Frustavyi j 3 3 i-det
- né-hodnotu—riznou od-nuly -
caos 0(1 Cos 0(2 208 O<3 \
D=| cos 4, cos 8, cos B, |# 0 (94)
cos ¥y cos P,  COs ¥y

= nule, znamend to, Ze pasrsky viech t¥{ sil F, ) Fz, Fa 1leZf v jedné
= feSeni dlohy je bud neurZité e nedo dokonce nemoiné. O tom, ktery z

‘5 Z5adl nasteane, rozheodne poleha rozklddané sily R . Lezi-11 sile R mimo
.1, Je TesSeni nemozne; pisobi«li v3ek v roviné sil F'” Fa J F‘s Je
.T31té, nebot velikost jedné z téchto neznémych sil miZeme volit zcele




libovolné a zbyvajic{ dvé pak urdit ze dvou statickych podminek ekvivealence (35)
rovinné soustavy sil se spolednym pisobiStém m, Vyjde-li ném FeSenim zneménke
nékteré sily zéporné, znemené to, Ze tato sila mé sprévny smysl opadny neZ pred-
pokliéddany.

Ulohu zrudeni 871y R tfeml slofkemi - silami F,, Fo , F
pisobicimi v zadanych paprscich, se spolednym pisobiStém m (obr. 78), vySetfuje=

me obdobné. Rozdil je jen v tom, Ze sily R, F,, F, , Fa tvo¥i rovnovéZnou bo-
dovou prostorovou soustavu sil, pro kterou musime nepsat t¥i statické podminky
rovnovéhy (92) =

[
(@)

Fycos o, + F,cos o, +F,cosx,+ Rcos ,

Fycos B, + F, cos B,+F,cos 83+ Rcos 4 = 0,p (95)

Ficos #, + F, cos ¢+ Fycos py+ Reos ¢ = 0

Podminkou Fe&itelnosti dlohy je platnost vztehu (94)

Priklad 51

Nehradte sflu R = 10kN , prochézejic{ polétkem sourednic 0 a svirajic{
8 kladnymi souradnicovymi osami X , Y, Z dhly x = A = 80°} 7 =4%5%, tiemi
silemi F, Fz) F3 pisobicimi v paprscich o smérovyeh idhlech ot,= 1209, /3‘=60°"_
0 : °
‘{I =45‘:.°(2 =0°/ By, = 9,=90, Xz=nR,= 45") Py, 1= 90 a spoledném pisobis-
m = 0.

Reseni

'Podminky ekvivelence (93), napsané mezi neznémymi silami F, , F,_ , F3 @ zedanou
silou R , maji tvar .

F, cos 120°+ F, cos 0° # F, cos 45°

R cos 60°

]
o

F,cos 60° + F,cos 90" + F, cos 45° = R cos 60°

"
(8]

Fy cos 45°+ F, cos 90°+ F, cos 90° = R cos 45°= 7,07

a feseni: F, = 10kN, Fo = 10kN ,Fy=0"

Priklad 52

Zrudte sfilu F = 7kN s pisobidtém m v poddtku souiadnic 0 a smérovymi
thly X = 3 = ¢ =54° 44’ tiemi silami F, ) Fa') Fa pisobicimi v soutadnico-
v¥oh oséch X ,Y,Z,.

Redeni

Pro rovnovéznou soustavu sil F ,F,, F,, F3  se spolednym plsobistdm m napiZe-
me t¥i statické podmfnky rowvnovéhy (95), majici jednoduchy tvar

Py +-F cos -2, FrfFcos 3 =0, Fy+Ficos ! =0
a Fedeni

F =F"Z =F. =-Fcos x =-7. 0,577 =-4,04 kN .

-




e e=yal sil !-"1 ] F'z; Fa je nesouhlasny se smyslem kladnych soufadnioovyoh
R =X +Y  +Z

~+. " Ti7ICKY MOMENT SsfTLY K BODU VvV PROSTORTU

T platnosti zlstévd vide, oo je uvedeno v kapitole 2.5 o "statiokém momentu

W £ libovolnému bodu S v roviné", Vyjimku tvoi{ pouze Varignono =
. : , kterd zde zni:

“Is2:icky moment vyslednice R jakékoliv prostorové soustavy sil k libovol=-
e bcdn S v prostoru je roven vektorovému (nikoliv alsebrai_ok_é-_l
 s=coud tu statickych momentd jednotlivych sil soustavy k tému% bodu

. 50),."

T——

"1 obecné poloze sily F a bodu S je vipodet statického momentu Mg=F
.- ° & nomentovému st¥edu S pom&rnd pracny a zdlouhavy. VyuZijeme-li z&vérd
b wi7 3.5, miZeme podle odstavce 3,5.,3 ziskat velmi snadno a rychle statickj
Ll [ "'?s sfly F k bodu S vektorovym souStem statickych momentid Msu M

M
- 39)
1 ° % azomentovym osém X ,Y, Z , prochdzejicim momentovym stfeaem s z g sz
~ur. 86 a pPiklad 59 s obr, B8),

sancvte staticky moment sfly F, rovnob&Zné se sourednicovou osou X o k
scufednic 0 = S (obr, 79) pro F = 2kN , p =4 m.

msament sily F' x bodu $ podle vztahu
Mg =Fp=24=8kNm
® pouzitim prﬁvé;diée I pisobistd M sily F

M, =Frsing = ‘2-5-%— =8kNm .,

rzomentu b_’l’s je vézany na bod s , leii v Ms_ e
ifadnicové ose Y a mé s nf souhlasny smysl _-0=s Y
netst smysl otd8enf sily F kol bodu s G
s 2 Wrotu kladné osy Y kladné, tje. proti : ’x’
modinovych rudidek. Obr. 79

Stasovte staticky moment soustavy sil F, = 3kN, F, = 4kN se spolednym pi-
bodu S = 0 (obr. 80a) pro Py = Py = 3m

zomenty jednotlivych sil soustavy k momentovému stiedu S

M13= F;‘p1=3-3=9kNmI M23= 2-P2='4-3='12kNm

M'J.a vézanymi ns bod s (obr.80b).




-

a) b)

Obr. 80

-—’
Vektor vysledného momenttg Ms né velikost

Ms =\/M?s+ My =\/ 924+ {-12)% = 15kNm,

prochézi momentovym st¥edem S , le¥i v soufadnicové roviné XY .
mi soufednicovymi osemi X ,Y, Z dnly A, u, Y, pro né% plati

M -1
cos A == =55 =- 08> A= 180°-36°52' = 143 0},

M, 9
cosu = F§ =375 =06 ==>(u=53°08’; cosvV=0=> v =90°

Vyslednice R soustavy sil F,) F, se spolefnym pisobiitém M (obr. 80a) mé& w»
likost

sviréd s kladnymi souradnicovymi osami X ) Y/ Z thly «, 3,7, pre nd% plati
vztahy

F
cosa“%=%=0,6 => o = 53°08,
F, 4
cos B =5 =5 =08= A= 36°52) cos p=0=> 9 = 90°

a vyvozuje podle Varignonovy véty staticky moment k bodqu S =0
Ms-_— R‘r=5-3=15kNm,

jehoZ vektor védzeny na bod S Je kolmy ne svislou rovinu statického momentu ®
obsahujici paprsek R a momentovy st¥ed S .




3.5% STATICKTE X OMENRT SLE L ¥ K O S E v PROSTORU
e e I e e IS Sl s

3.5.1, POJEM A VEKTOR STATICKEHO MOMENTU SILY K OSE V PROSTORU

Vedeme~11 momentovou osou 0 libovolnou rovinu Q@ protinajic{ papresek .
F v bod8 @~ (obr., 84), bude statickym momentem M, sily F x ose 0 vyrez

My = F'p = Fpsinx, (96)
v ném¥ X je \dhel, ktery svird paprsek efly F s rovinou Q@ » p Je i
nost bodu M od momentové osy Q a F '= F sin X je primdt sily F do normély k

viné

s-Zje vztahu (96) vyplyvé, Ze staticky moment 8fly F k momentové ose 0 je r
ven statickému momentu jeji slozky F' k bodu s = prisediku momentové osy Q &
rovinou G, vedenou sloZkou sfly F’' kolmo k rovind P o PH x= %- lez{ F
v roviné kolmé na momentovou osu 0 a dostévéme

M0= Fp, (97)

kde p Je nejkratd{ p¥i&ka dvou mimobdZek FaO.

Z4vér:
|"Statickj moment My k momentové ose O vyvozuje pouze sila nebo sloZky sily,
| le¥fcf v roviné kolmé na momentovou ogu 0 ,"

0,F" tezi vo,FLg¢ 0,
o obsahuje F}6‘.L9 |

Wy o .
- P
Mo o Rl
m
> >
MSLQ (s,m,F) Myleg (s,m,,Fo)
libovalny bod paprsk
Obr. 84 Obr. 85

_Jinak a vyhodnéji lze stanovit staticky moment sily F x ose 0 jako pravo-
Jhly primét vektiru momentu Mg této sfly k libovolnému bodu s , leZicimu na
ose 0 , do této c¢ey (obr. 85) ] :

https://drive.google.com/File/d//RoBmFRPeTKie  TTZetryADPOLXWY4WtE/view?usp=sharing




Dvojice sil v prostoru

w22 2 (obr. 90) & na- smysl
w=zizni dvojice sil rovinou
o se miZeme divat z obou
! w==== roviny ¢ . Ne obr,
07 0 ;= nskreslena dvojice sil
@ _izovolné rovind Q 4 obsa=
= iz zvoleny polédtek ¢
==roihlého soutadnicového
enés EaS=y X/Y/Z e YVolny
ﬂq.»:‘ﬂf-tor momentau
- o dvojice gil o veli-

Z

M...volny vektar
momentu dvojice sil

Qbr. 90

(ne obr, 90 v poddtku O ) kolmo
‘m ssvinu @, mé ve zvoleném soufednicovém systému X, Y,Z smérové unly )\/

Ne M.

2£KIADNT POUEKY O DVOJICI SIL V PROSTORU

o .’?ﬂ.'

vig

Trchédzime z pletnych zdkladnich poudek o dvojici' 8il v roviné (viz odsteveo
— wi ., které lze pro dvojicl sil v prostoru pondkud rozsSirit.

@

o tci sil 1ze v jeji rovind libovolnd posunouti nebo pootoditi, anif by
1 je3df vysledny iinek,"

®

2 . sil je moZno posunouti do libovolné roviny ¢ rovnobéiné s rovinou g
. tvojice sil (obre 91." (STEHOVAN SKRINE |

‘zlofenim dvojice sil z @ do § W @ zachovévé vektor ™ momentu dvojice
@kﬁixf smér. M8ni se pouze plisobidté - poddtek vektoru M (viz poucka o pie=
= :lsobidté m sily F do libovolného bodu Jjejiho paprsku),___ ale vysledny
=listévéd stejny.



Poucka @

| "Dvojici sil 1lze nehradit libovolnou jinou dvojici sil, kterd méd s pw=

ci sil moment stejné velikosti, smyslu a pisobi v roviné ¢ rovnobézné
@ pivodni dvojice sil (obr, 92)."

| dezi pivodn{ a néhredni dvojici sil plati podminke ekvivalence

----- Fipy = Rp,.

U dvojice sil v rovind @ 1lze volit zcela libovolné nap¥, velikost sily F2 a
prisludné rameno P, stanovime z rov, (106)

_ Fi P
2 Y
Fa
pii volbé ramene P2 dvojice plati pro velikost sil F2 vztah
E Fi P
2 P2
Pouclhs. @
"Staticky moment dvojice 8il v
ru mé ke vdem bodim v prostoru
hodnotu rovnou momentu dvojice
| o, F
Poudkn
ouska (5
A - ESE=ssswessoigEEL
'/ 5 | 93), je roven
/X métu vektoru M momentu dvojice sil
Obr 93 do osy 0"
Mg = Mcosy = Fpcos v, (108)

--’
kde ¢ Jje Uhel, ktery sviréd vektor M momentu dvojice sil s osou 0 nebo té%,
ktery svird rovina @ dené dvojice sil s rovinou ¢ 10.

Pleti té€3%

"Staticky moment Mo dané dvojice sil, plsobici v rovind P , k libovolné o_s_e_‘[}
Je roven momentu dvojice sil, kterou obdrZime promitnutim dané dvojice sil do ro
viny ol 0 (obr. 93)"

My = F)-p = Fp cos v, (109;

kde
(410)

— - =cosy => F‘= F cos 9.




e ix. =-0,3957 ;

€KL PROSTOROVL SOUSTAVA SIL
m_ et E——
e ;Tostorovou soustevou sil rozumime soustavu sil, jejJ{¥ paprsky
sovind e ani neprockizej{ jednim bodem. V pravotihlém souiadnicovém
Z s poldtkem 0 Je wedé sfle ascustevy Fj ({= 1,2,...,n) padé-
oz pleodistém m (X, Vi, Zi) e smwdrovymi dhly o;, A3i, y; (obr,

+Z
(JEE8c-11 rovaobdZnd kaZdou silu sousta- ’
i=wreinlioh slofkéon Fi, , Ry, F !
= F; cosx; , :
L -
& T cos A4 -

o

g - q oty

= F. cos (158}

.\.

do zvolemého podétku O souFsdni- +X," Yi
X, Y, Z , doatévéme prostorcvou
2 ) 1
spgle&mim piscbistém m =9 - Obr. 107
i=ice R této soustavy sil mé podle
o~ mlsobiEtd m ve zvwolieném puiitkw soufadnio QO ; velikost

(A)

|
| (157)
%, ®; jeou pravoiklé prim¥iy sily R do scufednicovyen os X, Y, Z,
L == zlzebraiokym soudtim primstd vissh sil soustavy do téohZe os

n - n

) Ry = Rc.oso<=-%:;rg099 o “‘,Li"'ix,»
‘ = is

;azpc. X =N n

2) Ry = Rcos A =) _Ficos "‘ZFiy, (158)

i=4 Y

2 n
M R, = R cos a}a_z_;“} cos 4 & ZF‘-z

125 i=1

T 4sou emérové Ghly sfly R , pro nd% plat{ vetahy

Ry
) cos A ="p , cos ¢ y (159)




cos'x + cos'a + cos’y (160)
Nemé-11i se na vysledném idinku dané soustavy sil nic zm3nit, nutno pFidat podle
odstavce 3,7.1 k posunutym silém F; v poEitku 0 dvojice sil o momenteoh Mto
JeZ se rovnaji statiokym momentim danyoh 8il T; k po¥dtku O . Zobrazime-1i tytec
dvojioce sil volnymi vektory momentd M 0 vztyéonymi ve zvolon‘m poddtku 0
-oundnicového systému, predstavuji primdty ﬂ‘m ,H ) M‘z vektorl mamenti

M;o do soufednicovych os X,Y,Z statiocké momonty M 3 H(y, M, sil

[.-1 (1=1, 2, .)N) k osém X Y Z

o« =
Mix=F.'zV;‘ Fiyz.‘""Fi (Yi cos # ~Z; cos NA;) -
-
Miy = Fix 2, = Fizxi = F (2; cosi - xj cos ),
M = Fiyxi = Fxyi = Fi(x{cos 4;-ycos xi). (161} B
V§slednym iEinkem soustavy silovych dvojic v prostoru o momentech H‘o Jo podle
odstavce 3,6,2 jJedind dvojice sil o momentu M, , jehoZ volny vektor M 8
biétdm v poddtku O soufednioové soustavy mé velikost »
2 -0
‘VMx Y n Mrz ) (162) pe—
kde Mpy ) M,-y J Mr: Jsou pravoihlé priméty vektoru momentu Pf,. vysledné dvoj T
oe sil do soufednioovych os X,Y,Z , rovmajici se algebraickym soudtim statio- s
kyoh momentd sil soustavy F; (i =1,2,...,n) kosém X,VY, Z
-
-
E =
i
1 Pro mé\rové\ dhly A,"kﬂ.l py) .
M, plat{ vstahy
cos A = Pex cos ]
M, M=,
P
cos V= " )
M, (164)

2 2
cos'A +cosu tcosw =1

—’
Vektory R a bT v poldtku sourednio
sviraji nnvzdjom thel y (obr. 108),
Obr. 108 nehoZ plat{ vstah




81l plisobici ne tuhé té€leso je v rovnovéze jen
gy 1zi soulty primEtd viech sil soustavy do kazdé ze t¥{ navzdjem kole
T (obecmé 1 kosodhlych, které nejsou rovnob&%né s jednou rovinou)
« & £dyZi soudty statickych momentd vSech sil soustavy k témZe osém

To¥=y oule
‘. ‘Zﬂ ?_;F cos «; =0,
n

- e (184)
“r;.g,(ﬁzvr )“lZ”Fc(Y cos ¢~ Z; cos ;) =0,

h
™~ Hrvagi(ﬁng-ﬁzx. ZFl z cos; = x;cos ;) =0

i=1

5) Mrz'—',}?—(ly Witk




Misto uvedenych t¥{ vyminek soudtovych (1) aZ (3) a t¥{ momentovych (4) aZ (6) 1ze
nékdy s vyhodou pouZit rovnéf dvou souétovych a &tyr momentovych nebo jedné soud-
tové a péti momentovych, piipadné ¥esti momentovych k vhodné svolenym osém. Pouki-
Jeme-1i Sesti vyminek momentovych, nesmi téchto #Hest momentovych os patrit nulové-
mu systému, nebot by byly vyminky rovnovéhy splndny i pro nerovmovéinou soustavu
il Nulovy s8ystém urdité prostorové soustavy sil je tvoren sou-
hrnem véech nulovyoch pFrimek, k nimf méd uvefovand soustava sil
statické momenty rovny nule,

P¥{klad 72

Jaky je vysledny tilinek prostorové soustavy sil F,=4kN,f, =6kN, Fy =3 kN,

F, = 2kN, Fs=6kN , FG = BkN pisobfof ve hrandch kvddru pa obr. 109 ?

Reden{

Translain{ sfla R mé pravoihlé primdty
Rx, Ry, R; do souiadnicovych os X,Y,Z

n e
| | Rx=§F‘*=F5'F2=G‘G=0,
0 Qfg Fiy =R+ Fy=-4+2=-2kN,
_ i |
Obr. 109 Ry = 2 Fig = Fy-F = 3-8=-5KN,

velikost

R =\ RL+ R: +R% = | 0%+ (-2)+(-5)" = 5,385 kN

a smérové ihly o, 73, ‘f

Ry 0
cos &« = R = 5,‘385 = 0 = = 900[
R -2 . . 0 _. n~npl0g0n) . 0
= =X =) — == = = - = )
cosd = | =g3gg =0 =4 180°~ 68°12" = 111°4g’
R -5 .
cos # =R = 5ags =" 0928=> 7= 180" 2148 = 158°12"

Kontrola .
cos'ox + oS A +cod = 0+ (-0,371) + (-0,928)* = 1,000.

Transla&ni sila R mé plsobi’td v pod4tku soufadnic 0 (obr. 110) a leif v sou-

fadnicové rovin& (-Y, - Z) . .
g A~ T — —> - '
Volny vektor momentu M, vysledné dvojice sil mé primdty er ; M"y ) Hrz do

soufadnicovych os X,Y,Z

§
Mo =2 Mix=F, -5 +F,.10=4.5+ 3.10= 50 kNm),

f

3‘a
¥ |

¥
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vazby

1y Prosdorove ok s Lt by aiotye Ipeades toeaba

abulka 15.1. Vazby jednoduchého prostorového prutu - nosniku

Néazev vazby

Kyvny prut

Kulovy kloub posuvny po plode

Kulovy kloub posuvny
po kiivee €i pfimce

Kulovy kloub pevny — neposuvny

Nasobnost Ognateni b lork
znadeni vaz slofkami reakef
vazhy vazby se sloZkami reaked
a
1
R, =N,
a a

Valcovy kloub posuvny ve sméru osy o 4

Vilcovy kloub pevny — neposuvny

Dokonalé vetknut{

1 Prostoron oo i beo il

15.2. Prostorove namahani pfimého nosniku

15.2.1. Vyslednice vniténich sil ve tvaru bivektoru R, M
a jejich Sest slozek

Uvazujme piimy nosnik ab staticky urcite

podepfeny, napi. jednostranné dokonale

vetknuly, zatizeny obecnou  prosiorovou

soustavou sil (obr. 15.1a). Libovolnym bodem /
m stiednice nosniku ab vedme rovinu ¢

kolmou ke stfednici nosniku, kterd rozdcli

vySetfovany nosnik na dvé &ast (obr. 15.1a).

T&Fidem ¢ = m prifezu nosniku, leziciho

v roviné ¢, proloZme lokalni pravothly .l
soufadnicovy Sysl€mx, ¥,z Lak, aby osax tezela .

v ose nosniku aosy y,25€ ztoto¥nily s hlavnimi .
centralnimi osami setrvacnosti prifezu (obr. ‘.\\
15.1b). Na ob& navzdjem oddélené  casu oAl e
nosniku ptsobi prostorovil soustava vnitinich ‘(‘,., \ »
sil. klerou mizeme nahradit v (37131 prafesu Y "
bivektorem, (j. vektorem sily R a vekltorem (
momentu M (viz odstavee 3.7). Pravonhlé

praméty (slozky) vektoru sily a vektoru

momentu  do soutadnicovych os vy, 0

oznacme:
N — normdlovi sila (ve sméru = .
) o=m
08y nosniku x),
V. |4 posouvajici sily (ve sméru V. (©)
os vy, 7), : g
TeM ‘ k ) .. i Obe 15 1 Slozhy vyslednec vidimehe
=M - routici ¢i torzni momend primeho nosniku
{otadi kolem osy nosniku x),
M M ohybove imomenty (monenly plisob v tovinach vy kolmyc b b o

N

Kladné smysly Sesti slozek vyslednice vmitinich sit v priie sz prosionows TRTITHIN

piimcho nosniku budeme nvazovat podle obr 15 s vehtotovyn zobrzennaobe

Obdobnym postupem jiko u tovinneho nosniku v odstaver T4 T ze tovnesz nprond
Satizenchio nosmku dokazat velmi duleziton vetus JSomsfuya yiir Irosal v Biben
privie wm yosnihae, g prisobrrap Ferver ¢ aasd nospeh g cost provent, jo stafi b chvonad
e sotstayon vnepach ol fats e ok va eb), prisobicech s levouscand rosi
s onanchio prire 1 Analopi bt zavislont plate e ze vy dedcr vartron Il v e
feve Candt nosnthu e vyslodneevaegho el purobiachimr pray o Aot nonko Ve

(Lo o amomie ko ‘nll‘lllllll' vk rvalone e sdovn b ol e ednotin v ho.
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vysledince vintomc e gl A b / AMCCM A v iboyolnen proesu e prostorove
ramahaneho nosnih

Normlova sila NV v Libovolnen prores e nosmkhie e rovina adeebiaichénin soudlu
prameti vieeh vacysich sil, pisobicich na levon neho pravon cast nosnika od privvesu m, do
08y nosniku v

Posouvajici sila Voresp. Vov libovolném priticsum nosniku jerovnaalgebraickému soudtu
pramétd viech vngjsich sil, pasobicich na levou nebo pravou cast nosniku od prifezu m, do
SMEru 0sy y resp. z.

Ohybovy moment My resp. M, v libovolném pritezu m nosniku Je roven algebraickéma
souctu statickych moment viech vngjsich sil, pisobicich na levou nebo pravou ¢ast nosniku
od prirezu m, k ose y resp. z.

Iroutici moment T'=M_v libovolném priitezu m nosniku je roven algebraickému souctu
statickych imomentt viech vngjsich sil, plsobicich na levou nebo pravou ¢dst nosniku od
prafezu m, k ose nosniku x.

Ve vySe uvedenyceh definicich sloyek vyslednice vnitinich sil se sumace vztahuji na
vsechny vngjsi sily (osaméla bfemena, osamélé momenty, spojita zatizeni), tj. dané zatizeni
1 podporové reakee, plisobici na jednu (levou nebo pravou) st nosniku.

Hodnoty slozek vyslednice vnitinich sil v libovolném prifezu m prostorové namdhané
primé konzoly na obr. 15.1a pri vypoltu postupem Zprava:

N =1 (ah), Vv, =-F, V.=I,
d h h /
=M, =-F, 5+E 5 M, =-F -E—Fz KM=y

y

15.2.2. Diferencialni podminky rovnovahy
primého nosniku

Diferencidlni podminky rovnovahy, uddvajici vztahy mezi VSIS zalizenim a voilinmni
stlami- piimého prostorové namahancého nosniku, odvodime analogickyn postupem jako
u primcho rovinng namahaného nosniku, viz odstavee 11.4.4 vztahy (11.15).
W Spojic 0sove zatizeni n a normdlovi sila N (obr. 15.24):
7. podminky rovnovihy sil, pusobicich na uvolnény nosnikovy elenment, ve smeng osy
nosniku v dostavame znimou zavislost

dN
® —= . (s h
d
DY SPojite piicné zatizeni q amomentove zatizeni nrove sVISIEtovine vaslozhy vindin Iy
sil v ,/V/\ (obr. 15.2Db);
Ze stloveé podminky rovinovihy » =0 0 momentove podminky N M, 0 na
uvolnéném nosnikovém clementu plynoun vzahy
dv M.
D . V%m\, (I "
h dh ‘

snamne Ztovimnelio popadu namaling, viz dileren e podinmky tovnovahy (11 15)

P Beocdorove o e petioebno e il o

/
}’,’
q;
"y /Y
M\.< odx
. —— =
V,+dV,
v/ z :
» 'fl-“d"M‘.+dMV
it T ("
\
M dv_v
. —
X
M +dM.
y
P’s mdx |
i<
mX
T T+dT i
( s
v
VA )]
'z
A\

Obr. 15.2. Nosnikovy element s vn&j¥im zati¥enim a sloZkami vnit¢n{ch si|

c) Spojifé pfiné zatiZeni g, a momentové zatiZeni m, ve vodorovné rovin& xy u slo¥k
vnitinich sil Vy, M, (obr. 15.2¢): .
Ze statickych podminek rovnovéhy > F,=0, > M,,.= 0 1ze odvodit ohdobné vztuh

k (15.2)
(] ﬂ/z-=—qy, %:—Vy+mz. (15.3
dx

Zména znaménka u V, vyplyva z pfijaté konvence vnitnich sil na obr_. l5.|h:c. Pt
pootogeni nosnikového elementu i se zatiZenim a sloXkami vnit¥nich sil # roviny

(obr. né roviny xy obdrZime analogické vztahy k (15.2) véetm
znam ni konvence pro posouvajicf sflu vV,
d) Spoji zatiZeni m s rozm&rem kNm-m™ = kN a krouticl momen

T=M_(obr. 15.2d):
Momentova podminka rovnovéihy k ose x na nosntkovém clementu mé tvar
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DMy =0 —=T+T+dT +mdx=0
a odtud vziah

dT .

o =-m,. (15.4)
Zavery plynouci z prvnich péti diferencidlnich podminek rovnovéhy (15.1) aZ (15.3) jsou
logické jako v odstavei 11.4.4. Z Sesté diferencidlni podminky rovnovahy (15.4) Ize
inovat tyto zavéry:

I} Lokalni extrém krouticiho momentu T nastane v prifezu, v ném? je intenzita spojitého
zkrucujiciho momentového zatiZeni m _rovna nule

%:—mfo. (15.5)

2) Integraci diferencidlni podminky rovnovahy (15.4) lze ziskat sloZzku vyslednice vnitini
sily — kroutictho momentu

T=—[mdx+Cj. (15.6)

Integra¢ni konstantu Cyur¢ime z okrajové podminky nosniku.

Z vy§e uvedenych obr. 15.2a~d, rovnic (15.1) aZ (15.4) a z platnosti principu superpozice

nkd (viz odstavec 1.3) vyplyvd, Ze prostorové namdhdni pfimého nosniku miZeme

rivalentné rozloZit na &ty diléi stavy:

1) osové namdhdni — tah, tlak (vyvolavé osové zatiZeni F_, n a vznika vnitini sila V),

) ohyb se smykem ve svislé roviné xz (vyvolava zatiZeni F,.q, M ,m.a vznikaji vnitini
sily V,, M),),

) ohyb se smykem ve vodorovné roviné xy (vyvoldva zatiZeni F., q,.M,, m_a vznikaji
vnitfni sily V., M),

Iy kroucent (vyvolava osamé€lé i spojité zkrucujici momentové zatiZeni kolem osy x
a vznikd vnitini sila T= M),

ni dva diléi stavy byly detailné vySetfovany u rovinn& namahanych nosniki v kapitole 11.

eni tfetiho stavu — ohyb se smykem ve vodorovné roving — je analogické jako u ohybu sc

ykem ve svislé rovin€. Zcela novy je Etvrty stav — krouceni nosniku — vyvolané zatiZenim,

¢ neprochézi osou nosniku, viz piiklad 15.1. Vné&j§i vazby museji byt v jednom mist&

niku (napf. na jednom konci) uspotadany tak, aby zachytily krouceni a zabranily pootodeni

fczu nosniku kolem jeho osy x.

Ti TeSeni obecn€ zatiZeného pfimého nosniku je velmi vhodné pfidriet se rozlo¥eni

storového namdahéni na &tyfi dil&i stavy, aby tak Iépe vynikly souvislosti mezi vingj$im

Zenim, jednotlivymi sloZkami vnitfnich sil a pfipady namahéni. Je rovndZ vhodné rozlo¥it

j81 osamé&l¢ i spojité zatiZen{ nosniku na sloZky rovnob&Zné sc soufadnicovymi osami,

07il je do osy nosniku a doplnit pFislu§nymi osam&lymi i spojity mi zkrucujicimi momenty.

stalické vySetfovini prostorové zati¥eného nosniku spo&iva v tom, %e po stanoveni reukci

jSich vazeb urtujeme sloZky vnitinich sil v charakteristickych prifezech nosniku. Pomoci

1 pak kreslime obrazee normdalovych sil N, posouvajiclch sil V.. V,, ohybovych momenti

M _a krouticlch momentdd 7'= M. Dodrfujeme pfitom /x’lsudu re N V..M . Tvyniiime

I'eo tetoe rundw patiee bvocie ol

vesvislotovime v b AL v vodortovie tovine vy podle znamenkove bonvenc naobn 1
)

Ohybove momenty A A vynasime vzdy o stianu Bzenych viahen poore za nosniloo
- 1l

Obr. 15.3. Znaménkové konvence pro pofadnice N, V,, V;, T=M,, My, M,

Priklad 15.1

Pridbéh sloZek vnitinich sil na pfimém vodorovném konzolovém nosniku obdélnfkového
priffezu pro prostorové zatizeni F; = Fy=1kN, F,=2 kN, F, = 1,5 kN, F, = 2,6 kN,
g=2 kNm™ L =30° M, =1 kNm (obr 15.4a).

Regeni

Spojité rovnomérné Sikmé zatiZeni g rozloZime do dvou pravotdhlych slo¥ck 4, 4.
rovnobéZnych s osami y, z

q, =gcosp=2-cos30°=1,73kNm ', g, =gsing=2-5in30°=1,0kNm™".

Posuneme-li rovnob&Zné osaméla bfemena F, F, ..., Fa spojitd rovnom&rn4 zatf¥en( q,. 4,
tak, aby prochézela stfednici nosniku, musime dop]mt _]e_]lCh U¢inek momentovym /ullhnlm:

h d
F: M, =F-==1-04=04kNm, M, =—F-—=-1-02=-02kNm,
s 2 2 2

h

F,i M, =—F, -E=—2-0,4 =—0,8 kNm,
d

Fy: M, =—F, -5=—] *0,2=-0,2 kNm,

h
Fpe M, =F, —2-—15 0,4 =0,6 kNm.

V pfipad& &asteCnych rovnomérnych spojitych zatiZeni q, . 4, plipojime dv& rovnomé&rna
zkrucujici momentova zatiZenf o vysledné intenzitd

h d
m,=q, -~2——qz -2- =1,73:-04-1-0,2=0,49 kNm-m-!,

Statické schéma zatf¥enf v ose x, v rovindch xz a xy o zkrucujlctho momentového zatf¥ent
k ose nosnfku je uvedeno na obr, 15.4b,
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Obr. 15.4. Konzolovy vodorovny nosnik s prostorovym zatiZenim

U konzolového nosniku fesime sloZky vnitinich sil postupem z volného konce (v nasem
pfipadé zprava) a nepotfebujeme pfedem znal sloZky reakce vetknuti a.

Pritbéhy N, V.. M, nakreslené na prvnich tfech diagramech v obr. 15.4¢, od ratizeni
pusobiciho ve svislé roviné xz, ur€ujeme stejnym postupem jako u rovinné namdhaného
nosniku (viz odstavec 11.4.5) a uvadime je bez vypoétu.

Silové a momentové zatiZeni, piisobici ve vodorovné roving xy nosniku, vyvolava slozky
vnitinich sil V,, M, jejichZ pribéhy jsou nakresleny na patém a Sestém diagramu v obr. [5.4¢
# hodnot

Vpy =V, =F,=2kN,V, =F, +q,°2=2+173-2=546kN,

¢,y a,y
M,,=-M,, ==02kNm, M, =F-1-M, =2-1-02=18kNm,
M, =F,-2-M, =22-02=38kNm,

M, =F-4=M, —Q 1=2-4=02+173-2-1=1126kNm.

ZKrucujici momentové zatizeni miobr. 15 4b vyvoliva kioutici momenty 1'— M jepchy
prabéh na nosniku je nakresten mwaobre 15 ¢ 2 hodno
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Obr. 15.4. Konzolovy vodorovny nosnik s prostorovym zatiZenim

U konzolového nosniku fesime slozky vnitinich sil postupem z volného konce (v naSem
pfipadé zprava) a nepotiebujeme pfedem zndt slozky reakce vetknuti .

Priibéhy N, V.. M, nakreslené na prvnich tfech diagramech v obr. 15.4¢, od zatizeni
puasobiciho ve svislé roviné xz, urlujeme stejnym postupem jako u rovinné namahancého
nosniku (viz odstavec 11.4.5) a uvadime je bez vypoétu.

Silové a momentové zatiZeni, piisobici ve vodorovné roviné xy nosniku, vyvolava slo7ky
vnitfnich sil V,, M, jejichZ pribéhy jsou nakresleny na patém a Sestém diagramu v obr. 15.4¢
# hodnot

V,,=V,,=F,=2kN,V =F, +q,-2=24+173-2=546kN,

¢y ay
M, = —M,, =—02kNm, M, =F-] —-M,,=2-1-02=18kNm,
M, =F, 2-M, . =2-2-02=38kNm,

[

M, =F-4=M, —Q, 1=2-4—02+173-2-1=1126kNm.

Zkrucujici momentové zatizeni naobr. 15 4b vyvolava kroutici momenty "= M jejichy
prabeh na nosniku je nakiesten na obe 15 ¢ hodnot
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