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3D dloha (téleso)

Rekapitulace veli¢in

vektor napéti

{U} = {Umvayya'sza:nyyz,Tzz}T

vektor deformace

{e} = {5x’5y75z,"/xy,"/yz’7zx}T

vektor premisténf{

{u} = {u7 v, w}T

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednaska 3 (v.25/26.1) 2/37



3D dloha (t&leso)

Rekapitulace vztahi

diferencialni podminky rovnovahy (3x)

[OHo}+{X}=0

geometrické vztahy (6x)
{e} — [0 {u} =0

fyzikalni vztahy (6x)
{e} =[Cl{g} nebo {o} = [D}{e}
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Prut

S vlivem smyku

rekapitulace velicin
= vnitfni sily: N, V, M
= deformace: ey, €y, epr

= pfemisténi: u, w, ¢

rekapitulace vztah(

= statické podminky
N 4+n=0 V' +gq=0 M —-V+m=0
= fyzikalni podminky
N =FEAey V =GAxey M = Ele)y,
= geometrické podminky

en=u em=¢ ey=w+¢

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 3 (v.25/26.1)

normala po deformaci pfimka obecného sméru

Obr. 1: Prut s vlivem smyku
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Prut

Bez vlivu smyku

rekapitulace velicin
= vnitfni sily: N, V, M
= deformace: ey, e

= premisténi: u, w

rekapitulace vztah(

= statické podminky

N +n=0 V' +gq=0 M -V+m=0

= fyzikalni podminky
N = EAEN M = EIEM

= geometrické podminky

ENZ’U,/ aM:—w”

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 3 (v.25/26.1)

normala po deformaci kolma ke stfednici

Obr. 2: Prut bez vlivu smyku
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Rovinny problém FAST

Rekapitulace veli¢in

vektor napéti

{0‘} = {Uﬂh Oy, sz}T

vektor deformace

{e} = {vaeyv%cy}T

vektor premisténf{

{u} = {u,v}" resp. {u} = {uz,uy}"
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Rovinny problém FAST

Rekapitulace vztahi

diferencialni podminky rovnovahy (2x)

[OHo}+{X}=0

geometrické vztahy (3x)
{e} — [0 {u} =0

fyzikalni vztahy (3x)
{e} =[Cl{g} nebo {o} = [D}{e}
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Desky

Rekapitulace veli¢in: Mindlinova (tlusta) deska s vlivem smyku

meérné vnitrni sily

Mg My; Mgy; Vz; Vy

deformace priirezu

Ema; Emy; Emay; Eva; Evy

premisténf{

W; Px; Py
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Desky

Rekapitulace vztahii: Mindlinova (tlusta) deska s vlivem smyku

statické podminky (3) geometrické podm. (5) fyzikalni podminky (5)
6&_{_8&_“0:0 5mz:8ﬂ mz:D[gmz“FVemy]
oz dy oz

my = D [emy + vEmy]
omg  Omay T I _ Opq L
oz 15 v Y 9y May = D Vamxy
7] 0
Oy %_vy: gmzy:ﬂ_ﬁ Gh
Ox dy Oy oz Vg = 1_251195
ow ’
Eve = — + Py Gh
oz Uy = ﬁsvy
I w ’
vy ay Pax

kde D = (1%13) je deskova tuhost
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Desky

Rekapitulace veli¢in: Kirchhofova (tenkd) deska bez vlivu smyku

meérné vnitrni sily

Mg My; Mgy; Vz; Vy

deformace priirezu

Ema; Emy; Emay

premisténf{

|
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Desky

Rekapitulace vztahii: Kirchhofova (tenka) deska bez vlivu smyku

statické podminky (3) geometrické podm. (3) fyzikalni podminky (3)
2
6&+aﬂ+p:o gy =D Mg = D [ema + veEmy]
oz dy v y?
my = D [emy + Vemy]
Omgz  Omgy 0%w
— vy =0 B = — 1-v
oz oy me Ox2 Mgy = D Emay
Omgy Oomy o — 02w
Oz Oy Y Emay = _28yaz

_ _ER® .
kde D = vz Je deskova tuhost
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Metody Fedeni

Délen{ z hlediska kvality dosazeného vysledku

1. Pfesné metody
= pfimé Feseni diferencidlnich rovnic, vétsinou pro jednoduché ; fit1 — fi—1
konstrukce napf. FeSeni ohybu prutu pfimou integraci Ji=
2. P¥iblizné metody
= nadhrada hledané funkce néjakou aproximaci, se kterou se lépe
pracuje. Napf.:

feSeni pomoci nekoneénych trigonometrickych ¥ad (pouzije se
koneény pocet &lenil)

diferenéni metoda, metoda siti (funkce je definovana v diskrétnich
bodech, derivace funkce jsou vyjadfeny pomoci hodnot v okolnich
bodech a vzdalenosti téchto bodi)

Ritzova metoda

metoda koneénych prvka

Obr. 3: K metodé sitf
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Metody Fedeni

Déleni podle toho z ceho vychazi

= piimo z diferencidlnich rovnic sestavenych pomoci zikladnich vztahi (statické, fyzikalni, geometrické
rovnice, popt. podminky kompatibility), napf.:
= YeSeni pomoci nekoneénych fad
* metoda siti
= z energetickych principl (vyjadfeni potencilni energie, pop¥. virtudini price)
= Ritzova metoda
= metoda koneénych prvki
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Metody Fedeni

Déleni dle primarnich neznamych a vyuZitych rovnic

= silovd metoda
= primarni neznamé jsou silové veli¢iny: vnitfni sily nebo napéti
= vyuziji se podminky kompatibility, fyzikalni a statické podminky
= napf.: sténova rovnice
= deformaéni metoda
= primarni nezndmé jsou premisténi
= vyuziji se geometrické, fyzikalni a statické rovnice
= napr.: deskova rovnice, ohybova &ara prutu
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Metody Fedeni

Ptiklad silové metody: odvozen{ sténové rovnice

= vychozi rovnice: podminka kompatibility (1), fyzikalni rovnice (3), statické rovnice (2)

9oy OTyx —
oz Oy +X=0

92 a2 % ve
P+ Sy =52 (e} = [C){o}
OTay oy

oz + oy +Y =0

= neznamé: deformace (3), napéti (3)
= podminka kompatibility se vyjadFi v napétich pomoci fyzikdlnich podminek (3 rovnice pro 3 napéti)
= vyslednd sténova rovnice (pro X =Y =0)

oF I o'r n 0'F B
Ox4 dx20y? oyt
= kde F(z,y) je je tzv. Airyho funkce napéti, ze které Ize pfimo odderivovat slozky vektoru napéti

_ 9%F _ 9%F _ _8°F
Oz = 3,7 Oy = 52 T2y = ~azoy

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 3 (v.25/26.1) 15 / 37



Metody Fedeni

Ptiklad deformaéni metody: odvozeni ohybu prutu bez vlivu smyku

= vychozi rovnice: statické rovnice (2), fyzikalni rovnice (1), geometrické podminky (2)

V'i=—q ®
M = Elpm,
M/ = V 'UJI = —Sg
= nezndmé: vnitini sily (V, M), deformace prifezu (e.,,), pfemisténi (w, o)
= podminka kompatibility se vyjad¥ v napétich pomoci fyzikdlnich podminek (3 rovnice pro 3 napéti)

= vysledna rovnice ohybové ¢ary
(ETw")"”
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Metody feseni FAST
Pfiklad deformaéni metody: odvozeni deskové rovnice pro Kirchhovofu desku

= mérné vnitini sily: ma; my; May; Vs vy
= deformace priitezu: ema; Emy; Emay

= premisténi

statické podminky (3)

geometrické podm. (3) fyzikalni podminky (3)
2
%+%+p=0 gmy=__‘22’ ma =D [eme + vemy ]
Yy
Omy OMmgy ey =0 92w my = D [Emy + usmy]
oz dy Eme = T oz2 1—v
om om Mgy = D Emaxy
Ty v _ 82w
_— vy =0
oz Oy Emay = —2
dydx

= Dosazeni podminek geometrickych do fyzikalnich — dosazeni fyzikalnich do statickych a 2. a 3. statické
rovnice do 1. Deskova rovnice:

otw otw *tw P

Ox? Ox2y? * oyt D

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednaska 3 (v.25/26.1) 17 / 37



Energetické principy

= princip virtudlnich praci

= princip minima potencialni energie
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Energetické principy

Princip virtualnich praci

= Virtualni deformace — libovolny mysleny deformaéni stav télesa (popsany premisténimi a deformacemi),
ktery spliiuje kinematické okrajové podminky (pfedepsana pfemisténi v podporach) a geometrické
podminky (vztah mezi premisténimi a deformacemi)
= Virtualni sily — libovolny mysleny silovy stav télesa (popsany vnéjSimi a vnitfnimi silami), ktery splfiuje
statické podminky rovnovahy
= Virtualni prace:
* Prace skute¢nych sil na virtualnich deformacich

SW = Z{Ju}T {F} - /{55}T {N}dz
L

* Prace virtudlnich sil na skute¢nych deformacich

W =Y (5P} - {u) ~ /{6N}T {e}da

L

= Skuteéné a virtudlni veli¢iny jsou na sobé nezavislé — posuny nevznikly diky silam
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Energetické principy

Princip virtualnich praci

= Virtualni prace vnéjsich a vnit¥nich sil je nulova §W =0

= Lagrangeiv princip virtualnich premisténi
oW = {ou}T {F} - /{JE}T {N}dz =0
L

= Pouziti: napF.: odvozeni deformaéni varianty metody koneénych prvki

= Castiglianutiv princip virtualnich sil
SW =Y {oF}7 - {u} - /{6N}T Aeyde =0
L

* Pouziti: napf.: Metoda jednotkovych sil pro vypocet premisténi
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Energetické principy

Princip virtualnich sil

= Aplikace: Metoda jednotkovych sil pro vypocet premisténi

= Virtualni prace
W= {6F}T - {u} 7/{6N}T-{ Yda
> ; ;

= Pro prut plati

5W:A~6F7/5N6Ndxf/€V6Vd17/5M6de
L L L

= Dosadi se deformace z fyzikalnich vztahi

A-6F = i6Nd30+ v oVdzx + %6de
. EA . GAx ., BT

= Za virtudlni silu F' se uvazuje jednotkovy impulz (sila nebo moment) v misté a sméru hledaného premistén{
(posun nebo pootoéeni). A predstavuje hledané premistén{

" NN VvV MM
A= / dz + / dz + / dz
L FA L GAx L EI
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Energetické principy

= Ptetvarna prace vnéjsich sil
= prace, kterou kond zavazi na protazeni tdhla

n wt
Lo = Z FiAu = / F(u)du
i=1 0

= Doplitkova prace vnéjsich sil
= prace, ktera je kondna pri pfesouvani zavazi na
plosinu
n

Fy
L= ZuiAF:/ w(F)dF
0

=1

= Obecné
Le + L = Fruy

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

= |inearné pruzny material

L, 1
Le=L7 = Fou

= Silové a deformaéni veli¢iny jsou na sobé zavislé a

nostiinnd narfistaii — 1

LLLLs Zﬁ(é/ Ll 77744

31— |.
ER T

F

DDD__DD_ijJtD_ﬁ[

A

NF 5 AF o AF <
oLy 0y j =
il
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Energetické principy

= Deformacni energie

= energie, kterd se akumuluje v konstrukci pfi jeji deformaci vlivem zatéZzovan{
= konstrukce je schopna ji vydat zpét pfi odtézovani
= odpovida pretvarné praci vnéjsich sil (pro pruzné téleso)

II; = Le

= Obecné pro téleso plati

I, — % / (e} {o}aV
\%

1 1 1
II; = - enyNdz + — eyVdr + — ey Mdx
2 Jr 2 )z 2 Jr

® a3 po dosazeni fyzikalnich podminek

1 1 1
I = = | EA%dz+ = | GAxelde+ = | Elida
2 L 2 L 2 L

= Pro prut plati
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Energetické principy

= Mechanicky systém = Celkova potencialni energie

= mechanicky systém je soubor konstrukce a zatizeni

= Potencialni energie systému =1L + 1l
zgz;zvcéenl?ove energie mechanického systému vlivem = Lo — (Le+ L:) _ —LZ
" Potencialni energie vnitfnich sil
= energie akumulovana v konstrukci (kladna) y227% wps
Hi = L. F
Xive 0 B

= Potencialni energie vnéjsich sil
= ztrita polohy bfemene (z4porna)

M, = —Fu=—(Le + LY)
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Energetické principy

Princip minima potenciélni energie

Princip minima potencialni energie

Ze vsech moznych deformacnich stavil pruzného télesa, které neporusuji jeho spojitost a respektuji veskeré
kinematické okrajové podminky nastane pravé ten, pri némz je potencialni energie systému minimalni.

II = min
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Variaéni metody

Variaéni metody

= matematické postupy k hledani funkce udélujici extrém danému funkciondlu F
= funkcional — integral z operatoru nad funkcemi a jejich derivacemi

F = /L(y7 y/’yll7 "'7y(n))d1’7 kde y = f(w)
1

= variace funkce — infinitesimalni zména celého pribéhu funkce

w(x) + dw(x)
w(x)
dw(x) ... variace w(x) -
Y v “x

Obr. 4: Variace funkce
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Variaéni metody FAST

Variaéni metody

= pripustna funkce — funkce spliujici okrajové podminky
® variaéni metoda prevadi tlohu o nalezeni funkce udélujici minimum funkcionalu F

F = extrem

na tvar
0F =0

Obr. 5: Pfipustna funkce
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Variaéni metody
Pt¥ipad ohybu prutu

Funkcional — potencialni energie
I = F(w,w")
Podminka extrému
II = min

hledana funkce — funkce prihybu w(x)

pripustna funkce — funkce splniujici okrajové
podminky. Napf.:

r=1

w(x) W =0
(:=7)

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

Obr. 6: P¥ipustna funkce
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Ritzova metoda FAST

Aproximace premisténi

w(z) =Y aii(@),
i=1

kde ¢;(x) je bazova funkce definovand na celé oblasti konstrukce, splfiuje okrajové podminky a a; jsou nezndmé
koeficienty majici pouze matematicky vyznam — definuji vahu dané bazové funkce

Bazové funkce

= voli se omezeny pocet funkei
® variaéni princip z nich vybere nejlepsi mozné fesSeni z hlediska minima potencialni energie

® pokud je mezi zvolenymi bazovymi funkcemi spravné presné feseni, je variacnim principem vybrano
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Ritzova metoda

= Podminka minima
IT = min

= vyjadrend jako
oII=0
= Vyjadreni variace: parcialni derivace podle vSech proménnych parametrii vede na soustavu rovnic
o
da;
jejiz feSenim jsou nezndmé koeficienty a;. Tyto koef. se zpétné dosadi do plivodni aproximace a ziskame

rovnici premisténi
n

w(z) = Y aidi(@),

i=1
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Metoda kone&nych prvkii

Aproximace premisténi

® rozdéleni konstrukce na prvky a uzly
aproximace
premisténi

w=f(ALA)

= Bazové funkce N; patfici k jednomu uzlovému Aj
parametru jsou nenulové pouze na okolnich prvcich

k danému uzlu

Uzlové parametry A maji konkrétni fyzikalni
vyznam — hodnota daného pfemisténi v uzlu.
Predstavuji primarni neznamé, pomoci kterych se
vse ostatni vyjadii

e S

uzel prvek

Vyjad¥eni premisténi po oblasti prvku
bazové funkce: N; = f (x) Nj=f)

u(z) = [N[{A}

Obr. 7: MKP
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Metoda kone&nych prvkii

= Vyjadreni deformaci z geometrickych podminek
{e} = [0l{u} = [9]IN[{A} = [B{A}
= Vyjadreni napéti z fyzikalnich podminek

{o} = [D]{e} = [D][B{A}

= Vyjadreni potencialni energie

m=1 / [} {o}av = L{A)" / (B [DI[BlaV{A} = S {A}T[K]{A)
14

2 \4
. = —{A)7{F)
=T+ = (A} [KI{A} - {A}7{F}

= kde [K] je matice tuhosti, {A} je vektor uzlovych pfemisténi a {F'} vektor uzlovych sil
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Metoda kone&nych prvkii

= Vyjad¥eni minima potenciélni energie z variaéniho principu: [K|{A} = {F} Ize provést pro
= pro kazdy prvek
= pro celou konstrukci

= soustava se stava fesitelnou po zavedeni okrajovych podminek

feSenim jsou uzlova premisténi {A}, pomoci kterych se zpétné vyjadfi
= premisténi {u}
* deformace {e}
* napéti {o} (resp.) vnitfni sily na jednotlivych prvcich

okrajové podminky

= homogenni, nehomogenni — dosazeni ptislusného premisténi do uzlového parametru
= pruzné vazby — pridani tuhosti pruziny do matice tuhosti konstrukce na pozici odpovidajici dané sile a posunu

zatizeni

= prvkové (spojita zatizeni po oblasti prvku) — ptetransformuje se do uzli — vektor zatiZzeni prvku — vektor zatizen{
konstrukce
* uzlové (osaméla bremena pfimo v uzlech) — dosazuji se pfimo do vektoru zatizeni konstrukce
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Metoda

Faze vypoctu

konecnych prvki

=
H O ©W 0 N O O & W N -

e
w N

. analyza prvku

. sestaveni matic tuhosti prvki (dle geometrie, priifezovych a materidlovych charakteristik)
. sestaveni vektord zatizeni prvkii (dle zatizeni po oblasti prvku)

. analyza konstrukce

. sestaveni vektoru uzlovych parametrid konstrukce

. sestaveni matice tuhosti konstrukce (z matic tuhosti jednotlivych prvkii)

. sestaveni vektoru zatiZeni konstrukce (z vektori zatiZzeni prvkil a z bfemen pusobicich v uzlech)
. zavedeni okrajovych podminek

. feSeni soustavy rovnic — vektor uzlovych parametri konstrukce, reakce

. dokonceni analyzy prvku

. sestaveni vektoru uzlovych parametri prvku (z vektoru uzlovych parametri konstrukce)

. vypocet deformaci (z geometrickych vztahii)

. vypoclet napéti (z fyzikalnich vztaha)
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Metoda kone&nych prvkii

Definice dlohy

= typ prvku

= dimenze tdlohy
= tvar prvku, uzly na prvku
» uzlové parametry, klouby na prutech

= geometrie modelu

= definice uzld (soufadnice) a prvki (dle uzld)

= definice oblasti + automatické generovani uzl a prutd

= priifezové charakteristiky + pfifazeni k prvkiim (&iselng, z katalogu)

= materidlové charakteristiky + pFifazeni k prvkim (&iselng, z katalogu)

= podepreni
= pfedepsand premisténi uzld, pruzné vazby
= zatiZzeni a kombinace zatéZovacich stavi

= uzlova, prvkova
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Metoda kone&nych prvkii

Prvky a jejich stupné volnosti (uzlové parametry)

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

rovinn rovinny roét
pfihradovina ram wLw,Q, w, 0,9,

w, 0,0,

prostorova prostorovy
prihradovina ram

wo,w wo,w, 9,0, 0,

wow, 9,09,

Obr. 8: 1D koneéné prvky
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Metoda konecénych prvki

Prvky a jejich stupné volnosti (uzlové parametry)

sténovy deskovy prvek deskosténovy prvek
prvek wy w, (Px’y wou,w, 9,9,

[TRY)

uv
W, 9, Py wu,w, 9,9,
uv ©
4 w, ¢, P, [TRIRTING)
N rostorovy
skorepinovy prvek P prvekvy u,v,w
wuw, 9,0, Lo
LU,
wo,w, P, P, w,v,w
uv,w, 9,9,
u,v,w

wow, 9,9,

Obr. 9: 2D a 3D koneéné prvky
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