FAKULTA

STAVEBNI

stavebni mechaniky

NDAOQ15 Pruznost a plasticita
prednaska 1 (v.24/25.1)

Kombinované studium

Vyuéujici>  Ing. FILIP HOKES, Ph.D.

Brno, zimni semestr 2024 /2025



Obsah

. Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti
. Vypoctové modely
. Zakladni veli¢iny pruznosti

. Zakladni rovnice pruznosti ve 3D

oA W N =

. Zakladni rovnice pruznosti v 1D

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 1 (v.24/25.1) 1/45



Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

Zakladni pojmy

pruznost je odvétvi mechaniky kontinua

kontinuum je spojité prosttedi jehoZ fyzikalni (mechanické) vlastnosti |ze popsat spojitymi funkcemi

kontinuum muze vyplfiovat objem télesal s kone¢nymi rozméry (deska, prut) nebo miize byt v jednom i
vice smérech nekonecné (tunel, opérna sténa)?

téleso (ozn. 2) je mnoZina bodi ve 3D prostoru (kazdé 2 body lze spojit ¢arou) omezené hranici (ozn. T')
coz je plocha, kterd samu sebe neprotina

uvazujeme-li body télesa jako ¢astice (hmotné body), tak mluvime o hmotném télese, pro které mizeme
definovat napéti a deformace

= .. that is the question (SHAKESPEARE)

Abychom byli v8ak schopni provést matematicky zapis, musime zavést idealizaci a zjednodusujici pfedpoklady ...

1PFedpokIédejme téleso v pevné fazi.
2Vice viz 2D dlohy (rovinnd napjatost a rovinna deformace).
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti
Zakladni pojmy a predpoklady

Z hlediska fyzikalnich vlastnosti:

Prepoklady

® |itka télesa je dokonale linearné pruzna

Linedrné pruzny material: Hookiiv zakon o,
= deformace od normélového napéti: e, = ‘%
G, o,
= pro ostatni sméry plati: 6, = &, = —ve, = — 2% .

p Yy P Ty 2 @ E I [l s| &= @edo/dx
® smykové napéti: vy = —&- L] L]~ €,=(dy-dy)/dy
= materidlové charakteristiky: ,L%J:

= E ... Youngliv modul pruznosti
= v ... Poissoniiv soudinitel p¥i¢né kontrakce g3 =k
= G ... modul pruznosti ve smyku

£.‘<

Obr. 1: Fyzikalni rovince pro lin. material
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Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti T |[FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

Z hlediska fyzikalnich vlastnosti:

Prepoklady

= |atka télesa je dokonale linearné pruzna

Linearné pruzny material: Hookdv zakon Ty h

= deformace od normélového napéti: e, = %

Ty
B pro ostatni sméry plati: ey =€, = —ve, = —% — _‘—-”l
B i
= smykové napéti: yzy = T’"‘T“ Txyl - 'TTxy Yo~ 00+ B
= materidlové charakteristiky: ‘_:t
Tny

= E ... Youngiv modul pruznosti

= v ... Poissoniv soudinitel pri¢né kontrakce

= G ... modul pruznosti ve smyku 1gd=G

Yo

Obr. 2: Fyzikalni rovince pro lin. material
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Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

Prepoklady
= |itka télesa je homogenni (vykazuje ve viech bodech télesa stejné mechanické vlastnosti) a izotropni (ve
v8ech smérech vychdazejicich z jednoho bodu jsou stejné vlastnosti)
= deformace télesa jsou v porovnani s jeho rozméry velmi malé
= yvaZujeme jen se statickym piisobenim sil a zanedbdvame vliv setrvaénych sil (dynamika)

= v nezatizeném télese nevznikaji vnitini sily (napéti), tj. tzv. poéatedni nenapjatost

Uvedené predpoklady jsou stavebnimi kameny klasické linearni teorie pruznosti a pridame-li k tomu, zZe
sestavujeme podminky rovnovihy na nedeformovaném télese (teorie 1. Fadu), tak hovofime o
= fyzikalné linearni teorii (linedrni vztah mezi slozkami tenzoru deformace a napéti) a
= geometricky linearni teorii (1. ¥ad)
— plati princip superpozice ((i¢inki).
F F
3. fad

Obr. 3: 1. vs. 3. fad
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti T |[FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

Jaka je vsak realita?

Obr. 4: Blue or red pill? (zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/Matrix_digital_rain)
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Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Teorie plasticity a poskozeni

= neexistuje dokonale pruzny material
= vétSina materialil vykazuje trvalé deformace

5\ - )
B i
mez mez
f, " pevnosti
Jyp-—--= pevnosti
mez poruseni
mez kluzu Y
P i mez porudeni
mez Gmérnosti
04-f |-
mez imérnosti
€ -€

Obr. 5: Pracovni diagram oceli Obr. 6: Pracovni diagram betonu
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti

Zakladni pojmy a predpoklady

— Teorie plasticity a poskozeni

= pokud napéti pfekro&i mez plasticity nastavaji nevratné deformace (ziistavaji i po odtizeni)

= idedlné pruzno-plasticky diagram bez zpevnéni deformace narlistaji bez narlstu napéti

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

) |

e zatéZovani
e odtéZovani

Obr. 7: P¥iklad idealné pruzno-plastického materidlu

NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 1 (v.24/25.1)
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Teorie plasticity a poskozeni
= plasticita na ohybaném prifezu: zahrnutim plasticity do vypoétu obdrzime vyssi vypoctenou inosnost nez je tomu u
pruzného vypoétu

pruzné &astecné “Gplné”
chovani zplastizovani zplastizovani

Obr. 8: Plasticita ohybaného priifezu
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Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Teorie plasticity a poskozeni
= pfi dosazeni pevnosti materidlu nastava porusovani
= viceosd napjatost — podminka poruseni
= beton: rGizné pevnosti v tahu a tlaku

Gl
o ocel
beton
62
62
Obr. 9: Podminka plasticity: ocel Obr. 10: Podminka plasticity: beton
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti T |FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Ortotropie, anizotropie, €asticové modely, mesoscale modely

Obr. 11: Struktura betonu (generovéano Al) Obr. 12: Struktura dfeva (generovano Al)
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti T |FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Geometricka nelinearita

= teorie 1. Fadu plati docela dobre }
= principialng jde v dimenzovani o navrh takovych konstrukci, aby byly pohodIné a bezpe¢né (2. MSU)

Obr. 13: "Unosné"stropy (generovano Al)
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti

Zakladni pojmy a predpoklady

— Geometricka nelinearita

= rovnovaha se vyjadfuje na deformované konstrukei (nap¥. vzpér prutd, bouleni, klopeni)

— Konstrukéni nelinearita

= pfi zméné znaménka napéti nedochazi k pfenosu tohoto napéti (nap¥. zdkladova spara — prenasi jenom tlak, lano —

prenasi jenom tah)

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

a)

b)

tahové napéti
nepfeneseno

Obr. 14: a) geometricka nelinearita, b) konstrukéni nelinearita

NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 1 (v.24/25.1)
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Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Dynamika

= statické plsobeni lze v podstaté uvazovat jen pro stélé slozky zatizeni
= pro nahodilé je vhodné vyuZit dynamické vypolty s uvazovanim setrvaénych sil (zatizeni dopravou, vitr)

Obr. 15: Tacoma Narrows Bridge (zdroj: https://en.wikipedia.org/wiki/ Tacoma_Narrows_Bridge_(1940))
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Uvod do teorie klasické linedrni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Reologie
= vlastnosti ménici se s ¢asem — nejvyssi narlst na pocatku
= Smrstovani
+ deformace vyvolana prostfedim
+ suché prostredi — smrstovani, mokré prostfedi — nabyvani
- zavadi se do vypoltu obdobné jako teplota
= Dotvarovani/relaxace

+ zmény vyvolané dlouhodobé plisobicim napétim v konstrukci
+ zavadi se redukci modulu pruznosti nebo pomoci reologickych modelii (Kelviniiv fetézec, Maxwelliiv fetézec)

G = konst

& =konst

t t

Obr. 16: Dotvarovani a relaxace

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 1 (v.24/25.1) 15 / 45



Uvod do teorie klasické linearni pruznosti T |FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

— Pocatecni nenapjatost
= zrani betonu
= svafované konstrukce

Obr. 17: Tepelné ovlivnén4 oblast v okoli svaru (generovéno Al)
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Uvod do teorie klasické linearni pruznosti FAST

Zakladni pojmy a predpoklady

® prestoze, jsme si ukazali, Zze redlné predpoklady Gplné presné neplati, tak teorie klasické linearni pruznosti
nam umoziiuje vytvaret metodiky dimenzovani (viibec néco spoéitat)

= pokrodilé teoretické oblasti mechaniky kontinua Ize zkoumat jen na zdkladé znalosti z linearni teorie
pruznosti

® v ramci linedrni pruznosti se budeme zabyvat:
vypoétovymi modely
zakladnimi veli¢inami (pole posunuti, pole deformace, pole napéti)

vztahy mezi zikladnimi veli¢inami (statické podminky rovnovahy, rovnice fyzikalni, rovnice geometrické, rovnice
kompatiblity)
metodami feseni Uloh pruZnosti
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Vypoétovy model konstrukce

= |dealizace konstrukce (tvorba vypoé&tového modelu zahrnuje idealizaci):
= tvaru

materialu

okrajovych podminek

zatizeni

= Typy modelli konstrukei (dle dimenze)
téleso (3D)
sténa (2D zatiZeni a podepfeni v roviné stfednicové plochy)
deska (2D zatiZeni a podepFeni kolmo na rovinu stfednicové plochy
deskosténa (2D zatiZeni a podepFeni kolmo na rovinu i v roviné stfednicové plochy)
skofepina (2D st¥ednicova plocha neni rovinna)
prut (1D)
= Vlastnosti 3D vypoétovych modeli:
= nejvérohodnéjsi, bez dalSich zjednodusujicich geometrickych pfedpokladil, ale obtizné Fesitelné
= pfesnymi postupy nefeSitelné
= pracuje se s napétimi a pomérnymi pretvorenimi

= Vlastnosti 2D a 1D vypoctovych modeli
= zavadi geometrické predpoklady, kterymi se redukuje jeden nebo dva méné vyznamné rozméry
= 1D modely a vybrané 2D modely lze fesit pfesné v ramci lineadrni pruznosti
= pracuje se integralnimi hodnotami napéti po prifezu vnitfnimi a mérnymi vniténimi silami a deformacemi prifezu
= kromé posunuti se jako pfemisténi zavadi také pootoceni prirezu
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Zatizeni vypoctovych modeld T |FAST

= Silové

= tiha konstrukci, predmétd, snéhu ...
= tlaky vétru, zemin, kapalin, sypkych hmot...
= pisobeni jinych téles
= priklady silovych zatiZeni (z hlediska mechaniky)
+ osaméla bremena: F' [kN], M [kNm]
+ liniova zatizeni: n, ¢ [kNmfl], m [kN]
- ploéné tlaky: g5 [kNm™2]
- objemové sily (od vlastni tihy): X1, [kNm™—3]
= Deformaénf
= vynucend premisténi (poklesy zakladi), zrychlenf
= teplotni deformace
* deformace od smrstovani a dotvarovani
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Zakladni veli¢iny T |FAST

P¥emisténi (posunuti)

Premisténi ()

= vyjadfuji zménu polohy (posun) daného bodu v :f\_T xu
télesa vlivem zatizeni u —————— T

= premisténi vztahujeme k pravotocivému yv .
kartézskému systému soufadnic T_\?I

= pro 1D a 2D modely (pruty, desky) jsou definovany o) ’
premisténi celého prifezu ve formé posunii u a // o
pootoéeni ¢ (Ghel natoleni prifezu vlivem zatiZeni Tdefirrj;‘ad \_,fdefo;:;aci

= ve 3D je zména polohy bodu déana vektorem -
premisténi (tenzorem 1. ¥adu) {u} xou

Obr. 18: Pfemisténi

{u} = {u7 v, w}Tv

= kde u, v a w jsou slozky vektoru posunuti a
zaroven funkcemi soufadnic z, y a z

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 1 (v.24/25.1) 20 / 45



Zakladni veli¢iny FAST

Deformace (pomérna pretvoreni)

Deformace a0

= vyjadfuji relativni délkové a thlové zmény vyvolané

1
zatizenim i
1
® omezime se zatim jen na zakladni definici ze _d
zakladd pruznosti (vice viz geometrické rovnice) L ] [ ] L
= pomérné protazeni/zkraceni ¢ # -
Al b) P
e = ¥ )
/
] B/ /
= zkoseni ) /
I/ -
l///'l(x
y=a+t+p

Obr. 19: a) Pomérné protazeni, b) Pomérné zkoseni
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Zakladni veli¢iny FAST

Vnitini sily a napéti

Vnitini sily |

. Z avs o~ . sily jsou v rovnovaze
= jsou vyvolané vnéjsim zatizenim

® jsou definovany na fezu télesem
® vyjadfuji vzajemné plsobeni dvou casti téles
oddélenych fezem z principu akce a reakce ity jsou opatng

= yvadéji do rovnovahy jednotlivé ¢asti téles
oddélené fezem

Napéti Obr. 20: Vnitni sily na oddélenych ¥ezech

® vyjadfuji miru silového namahani daného bodu fezu

= normalova napéti (pisobi kolmo na plochu Fezu) myslen ez télesem
i A]\7 ar AF
g = m ——-
AA—0 AA -
AN
= smykova napéti (ptisobi v ploSe fezu) st lchy
X AT
7= lim —
AA—0 AA Obr. 21: Napéti
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Napéti na prostorovém modelu

zakladni veli¢iny a vztahy nejlépe odrazeji skutecnost

= obtizné fesitelny systém rovnic

obtiznéjsi interpretace vysledki

zakladni vztahy poskytuji rdmec pro odvozeni 1D a 2D modeld

1D a 2D modely zavadi dalsi predpoklady, pomoci kterych se redukuje dimenze Glohy i pocet rovnic a jejich
neznamych velicin

Y
= normélové napéti o; S,
= plsobi kolmo k plose T
) vor 7'4.T
= smykové napéti 7;; Ty
Ty

= plsobi v plose

Tay, .1‘1 [ e BN

znaceni slozek napéti o~ Te
= prvni index (;) — normala k plose gl
= druhy index (;) — smér pisobeni

kladna plocha — plocha s vétsi soutadnici Z

kladnd smér napéti — na kladné plose piisobi
souhlasné s kladnymi soutadnymi osami

Obr. 22: Diferencialni element télesa
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model)

Momentové podminky rovnovahy

momentova rovnovéha k ose 2’
Z M. ;=0
dzx d
(Tay + T;y)dde? — (Tys + T;x)dl‘dZ?y =0

%)

. Tx
z Taylorova rozvoje: 75, = Toy + —5-2dz a
o,
/ — yzr
Tye = Tyz + By dy

vynechaji se ¢leny: da? a dy? a ziska se 7oy = Tyx
analogicky pro dalsi osy: Ty> = Ty, Teax = Taz
tato zdkonitost se nazyva vzajemnost smykovych napéti

diky vzajemnosti smykovych napéti Ize pracovat jen se 6

slozkami napéti a pouze se 3 silovymi podminkami rovnovahy

vektor napéti ma tvar (tenzor 1. Fadu)

{U} = {O—Z:Uy’o'%’rzy,’ryz,’rzz}T

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednaka 1 (v.24/25.1)

Obr. 23: Vzijemnost smykovych napéti
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Statické rovnice: diferencialni podminky rovnovéhy (silové)

vyjadfuji silovou rovnovahu na diferencidlnim elementu télesa

" v bodé posunutém o diferencialni délku je mozno jejich
hodnotu definovat pomoci Taylorova rozvoje vyuzitim prvni
parciélni derivace dané veliciny

" papf. o, se v bodé posunutém od dx definuje

N oy

On =0z + 5 dx

" napt. pro smér x se podminka Z Fy ; = 0 vyjadii ve tvaru

(o) — o) dydz + (T;y — Tg;y) dzdz + (7, — T22) dedy+
+Xdxdydz =0

Doy OTya " 0Tz X =0
ox oy 0z

Obr. 24: Rovnovaha v ose =
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Statické rovnice: diferencialni podminky rovnovéhy (silové)

® zbyvajici se ziskaji z podminek rovnovahy pro dalsi sméry Z Fy;=0a Z F, ; = 0 nebo cyklickou
zdménou indexii z >y — 2z >
0oy OTyz . OTzz
ox + oy + 0z TX=0
Orey Oy | Oy
ox Jy 0z
OTez  OTye 00z

ox oy + 0z

+Y =0

+72=0

= maticové
[8{o} +{X} = 0

{U} = {Uzzo'yvgz,szyTymTzz}T

o o] o]
PR B
0= 19 3 > s 9z °
..an—y%

= kde {X} = {X,Y, Z}T je vektor objemovych sil
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Geometrické vztahy

= vyjadfuji zavislost mezi pfemisténimi a deformacemi {u} — {e}

= y(A)=u(z) =u | ,
= u(B)=u(z+dz) =u+ %dx ch- —————————— TD
= odvodi se z geometrickych zavislosti na elementu télesa, ktery ) e R
deformaci méni tvar c ! D : i =1
Adxr dz’ —dzx ! T
T T T e ST =
(dz + u(B) —u(A)) — d=x (da:+u+ %dx) —dz A | B g
- de - da - o d L, uB
du ey T
=5 -
pan

Obr. 25: Posunut{
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model)

Geometrické vztahy

C) = u(z,y + dy) = u(z,y) + §4dy
=a(z +dz,y) = v(z,y) + Ldz

" u(B
Av  Au
’Yzy—a+ﬁN7+7_
dy’
_vB) —v(A) | u(@) —ud)
dz’ dy’
v—&—%dz—v u+ Bydy_u
dz dy
o o
T8 By

NDAO015 Pruznost a plasticita, prednaka 1 (v.24/25.1)

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.

u(C)
U
| Tuw), TAu
T
B -
— ¥
I
! /]
| .c D/
= /1 1 <
=) I -
o 1 o
|—¢ =
| NA S
A B =2 2
bodx g
L
xu
Obr. 26: Zkoseni
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Geometrické vztahy

= zbyvajici slozky vektoru deformace se odvodi ze zavislosti ve zbyvajicich dvou rovinich nebo je Ize ziskat
cyklickou zdménou indexil z -y >z >z au—v —>w = u

— 9u — v — Sw
€z = 3g Eyiay €z = B,

_ Ov ou _ Ow ov _ Ou ow
Yoy =9z T oy WrT oy To: VT gor o
= maticové
T
{e} = [0] {u} =0

{5} = {Ezysyyfz»”Yzy» "sz:'Yzz}T
s}

9 9
AR
o=le & o
..E.Ty%

= kde {u} = {u,v,w}T
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model)

Fyzikalni vztahy
= vyjadfuji z4vislost mezi napétimi a deformacemi {o} — {e}
= deformace od normalového napéti e, = %‘ G,
® pro ostatni sméry
Oz S, O
Sy T &z T TVEx =TV i [112Ts| 8- @rdo/ar
Hn 1127 &,=dy-ayyay
1
= smykové napéti d
~ . Ta:y tgd =E
Yy —
G
€y

= Materidlové charakteristiky:

= E ... Youngiim modul pruznosti

= v ... Poissonlv svouar.ntel pricné kontrakceE Obr. 27: Hookilv zakon v tahu a tlaku
= G ... modul pruznosti ve smyku G = FreEmn
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Fyzikalni vztahy

= vyjadfuji z4vislost mezi napétimi a deformacemi {o} — {e}

= deformace od normalového napéti e, = %2

E Tv‘.'/
® pro ostatni sméry
Oz —T;“‘—-'v
Ey =€z = —VEgx = fuf i !
Wl o flte Yo
==
= smykové napéti "1,
Tzy .
Yy = tgd =G
YT a
= Materidlové charakteristiky: Yo
= E ... Youngiim modul pruznosti
= v ... Poissoniiv soudinitel pfi¢né kontrakce
* G ... modul pruZnosti ve smyku G = 2(1+v) Obr. 28: Hookiiv zdkon ve smyku
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Fyzikalni vztahy

= deformace e, od napéti ve vSech smérech ¢, = %UI Ex = —%ygy £p = 7%110-2
= soultem se ziskd ez = %[Uz —v(oy+0z)] ey = %[ay —v(oz +0z)] €= %[az —v(oz + oy)]

= deformace od smyku jsou pro jednotlivé roviny nezavislé, opét lze ziskat zdménou indexi

Txy Tyz Tza

Yzy = ¢  Tyz = g Yz = g

= maticové
{e} = [Cl{o}
{5} = {Ez:ayyez,"r’zy» "YyZ:'Yz:v}T

{o}= {O'x,Uy,O'z,Txy,Tyz,sz}T

= kde [C] je matice poddajnosti (tenzor 2. ¥adu)

1 —v -V 0 0 0
—v 1 —v 0 0 0
[c] = 1= —v 1 0 0 0
E|O 0 0 2(1+4+v) 0 0
0 0 0 0 2(1+v) 0
0 0 0 0 0 2(1+v)
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Fyzikalni vztahy

= vyjadreni zavislosti napéti na deformacich se ziska inverzi vyse uvedenych vztahi
{o} = [Dl{e}
{5} = {517: Eyy€zy Vays Yyz» 'Yzz}T

{U} = {Uz,Uy,O‘z,sz,Tyz,TZ$}T

= kde [D] je matice tuhosti (tenzor 2. Fadu) a ziska se inverzi matice poddajnosti

1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
E v v 1—v 0 0 0
D=C] = — —~
[D] = [C] Q+v)(1—20) | O 0 0 la-2v) 0 0
0 0 0 0 11-2v) 0
0 0 0 0 0 11-2v)
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Rovnice kompatibility

= vyjadreni vzajemné zavislosti sloZzek deformaci, tedy zachovani spojitosti — rovnice spojitosti
(kompatibility)
0%, %y 0%vay 0%y | 0%e. 0%y, 0% 0% 0%y
oy? 822~ dxdy’ ~ 0z2 8y2 ~ Oyoz 022 822 9z0y’

0 [ 9vzx + aWry _ Ovy= 23 cx
oz Oy oz — “9yoz?
8 [ 2yxy + ‘9'sz _ Oyza | _ 252514
Oy Oz dy — “9z0z’
9. Ovyz + OVew _ Ovay —92 82sz
0z ox oy 0z oxzdy’
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Rekapitulace veli¢in

vektor napéti

{U} = {Umvayya'sza:nyyz,Tzz}T

vektor deformace

{e} = {5z’5y75z,"/wy,"/yz’7zw}T

vektor premisténf{

{u} = {u7 v, w}T
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Zakladni rovnice pruznosti ve 3D (télesovy model) T FAST

Rekapitulace vztahi

diferencialni podminky rovnovahy (3x)

[OHo}+{X}=0

geometrické vztahy (6x)
{e} — [0 {u} =0

fyzikalni vztahy (6x)
{e} =[Cl{g} nebo {o} = [D}{e}

Ing. Filip Hoke$, Ph.D. NDAO015 Pruznost a plasticita, prednagka 1 (v.24/25.1) 35/ 45



Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Zakladni predpoklady rovinného prutu

= prifezy zistanou po deformaci rovinné a

= kolmé na osu prutu — prut bez vlivu prace posouvajicich sil
= obecné libovolné natocené vzhledem k ose prutu — prut s vlivem prace posouvajicich sil

= normélové napéti ve sméru kolmém na osu prutu je nulové

N SN N B Y SN N EX

norméla po deformaci kolma ke stfednici forméla po deformaci pfimka obecného sméru

Obr. 29: Typy prutil
= 7z predpokladd plyne
= linearni pribéh deformace €, a napéti o, po vysce prifezu
= svisly posun je po vysce konstantni
= vodorovny posun, resp. normalovou deformaci po vysce lze vyjadFit pomoci veli¢in na ose prutu (u, ) resp.
(en,em)
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Geometrické rovnice

= tah (deformace v ose prutu) % N
= e oo = g ew = — - -
EN*Ez,(z:O)*a_}SN*U I —
| \ u(z) = usz-Q
= tah & ohyb ] M =
®

= vodorovny posun, resp. normalovou deformaci po
vysce Ize vyjadFit pomoci veli¢in na ose prutu (u, ¢)
resp. (en,enm) Obr. 30: Tah

wz)=u+z-¢
Ou(z) Ou Iy

= _—+_—z=en+tem- 3,

oz oxr  Ox .

-~ M !

'kdeaM:gl%EA[:Lp, J (-’
z | \ £ =Ey+zEy

Obr. 31: Tah & ohyb

ex(2) =
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Geometrické rovnice

= ohyb & smyk

= natodeni stfednice je zplisobeno natocenim prifezu -
¢ a zkosenim ey v : ztr
ow / . T [
— =—ptey weEy =w + @

ox

%13 L
; m‘gj ,

Obr. 32: Ohyb & smyk
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Diferencialni podminky rovnovahy (statické rovnice)

= hodnota funkce v posunutém bodé (z Taylorova rozvoje) _—
N*=N+%dz Vv =v+4+Zdz M* =M+ IMdx LI iiiile

M
'ZFw,i:O N‘é |
—N+N4nde=0—- N +n=0 %’

=Y F.;=0 K

V4V 4qdz=0—=V'+q¢=0

Obr. 33: Diferencialni podminky rovnovahy
"> My ;=0

d
7M+M*+mdwdex+qda:?x=OHM/7V+m=O
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Fyzikalni rovnice

N:/crsz:/Essz:/E'(eNqueM)dA:
A A A

= Een / dA + Eepy / 2dA = EAen + ESeym %
A A N

| L u(z) = u+z-Q
7

v.

m k téZistové ose S =0

N = EAeyn

M:/zasz:/Ezssz:/Ez(5N+z5M)dA:
A A A \vz

:Ez-:N/sz+EsM/z2dA:ESsN+EIsM
A A

N—

Obr. 34: Tah

= k tézistové ose S =0
M = Eleps
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Fyzikalni rovnice

VI/TZIdAI/G’}/ZZdAIGAKEV .
A A =

V = GAgey %

= A, je redukovana smykovy plocha (odvozeno z energetické
podminky)

| L\ €.(2)=8Ey+2.Ey

7
z L_/S\
Eu

Obr. 35: Ohyb

N—
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Vliv smyku na priihyb

= Prut s vlivem smyku

Obr. 36: Smyk

= Prut se zanedbanim vlivu smyku
= normala ke stfednici ziistadva normalou i po deformaci prutu
= pfedpoklad: ey =0, A, = ©
= podminka V = GA,ey nelze vyjadfit

= podminky ens = ¢’ a ey = w’ + @ se upravi na tvar epy = —w'’
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Rekapitulace: prut s vlivem smyku

rekapitulace velicin
= vnitfni sily: N, V, M
= deformace: ey, €y, epmr

= pfemisténi: u, w, @

rekapitulace vztahi
= statické rovnice
N +n=0 V' +q=0 M -V+m=0
= fyzikalni rovnice
N:EAEN V:GAKEV M:EIEM

= geometrické rovnice

en=u epmy=¢ ey=w -+

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.
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normala po deformaci pfimka obecného sméru

Obr. 37: Prut s vlivem smyku
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Zakladni rovnice pruznosti v 1D (prut)

Rekapitulace: prut bez vlivu smyku

rekapitulace velicin
= vniténi sily: N, V, M
= deformace: ey, €7

= premisténi: u, w

rekapitulace vztahi

= statické rovnice
N +n=0 V' +q=0 M -V+m=0

= fyzikalni rovnice
N = EAEN M = EIEM

= geometrické rovnice

ey =u ey =—w"

Ing. Filip Hoke$, Ph.D.
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normala po deformaci kolma ke stfednici

Obr. 38: Prut bez vlivu smyku
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Pouzita literatura FAST

Podékovani

Vazim si Vasi pozornosti a dékuji, Ze jste to vydrzeli.

1. SERVIT, Rabpiv; DOLEZALOVA, Eva A CRHA, MILOSLAV. Teorie pruznosti a plasticity I. Praha:
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