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MKP řešení v 1D
Aproximace posunutí

Uvažujme aproximaci posunutí na konečném prvku ve
tvaru

𝑢(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥

Maticový zápis aproximace

{u} = [M] {𝛼}

{u}
{︀

𝑢(𝑥)
}︀

[M]
[︀
1 𝑥

]︀
{𝛼}

{︁
𝑎0
𝑎1

}︁

Vektor uzlových posunů lze s ohledem na zvolenou
aproximaci vyjádřit takto

{Δ} =
{︁

𝑢𝑎

𝑢𝑏

}︁
=

[︁
[Ma]
[Mb]

]︁
{𝛼} = [S] {𝛼}

[S] =
[︁

1 0
1 𝑙

]︁
Vektor přemístění lze potom s pomocí uzlových
parametrů vyjádřit ve tvarua

{u} = [M] [S]−1 {Δ} = [N] {Δ}
a{𝛼} = [S]−1 {Δ}
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MKP řešení v 1D
Aproximace posunutí

Matice bázových funkcí má tvara

[N] =
[︀
1 𝑥

]︀ [︁ 1 0
− 1

𝑙
1
𝑙

]︁
=

[︀
1 − 𝑥

𝑙
𝑥
𝑙

]︀
aVýpočet inverze [S]−1:

[︁
1 0 | 1 0
1 𝑙 | 0 1

]︁
=[︁

1 0 | 1 0
0 𝑙 | −1 1

]︁
=

[︁
1 0 | 1 0
0 𝑙 | − 1

𝑙
1
𝑙

]︁
[S]−1 =

[︁
1 0

− 1
𝑙

1
𝑙

]︁

Grafické znázornění bázových funkcía

𝑁1(𝑥) = 1 −
𝑥

𝑙

𝑁2(𝑥) =
𝑥

𝑙

a𝑁1(0) = 1, 𝑁1(𝐿) = 0 resp. 𝑁2(0) = 0, 𝑁2(𝐿) = 1

Ing. Filip Hokeš, Ph.D. NDA015 Pružnost a plasticita, MKP řešení: osově namáhaný prut č. 1 (v.24/25.1) 2 / 10



MKP řešení v 1D
Geometrické a fyzikální vztahy

Osová deformace lze vyjádřit pomocí geometrického vztahu

𝜀𝑁 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥

Dosadíme-li posunutí vyjádřené pomocí bázových funkcí a uzlových parametrů získáme vztah

{𝜀} = [𝜕] {u} = [𝜕] [N] {Δ} = [B] {Δ}

V daném případě má matice derivací bázových funkcí podobu

[B] =
[︁

𝜕

𝜕𝑥

]︁ [︀
1 − 𝑥

𝑙
𝑥
𝑙

]︀
=

[︀
− 1

𝑙
1
𝑙

]︀
Normálová síla lze vyjádřit pomocí fyzikálního vztahu

𝑁 = 𝐸𝐴𝜀𝑁

Napětí můžeme s využitím bázových funkcí zapsat takto

{𝜎} = [D] {𝜀} = [D] [B] {Δ}

kde matice tuhosti má tvar (obsahuje pouze jeden člen: osovou tuhost)

[D] = [𝐸𝐴]
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MKP řešení v 1D
Potenciální energie vnitřních a vnitřních sil

Potenciální energie vnitřních sil vyjádřená v napětích a deformacích má tvar

Π𝑖 =
1
2

∫︁
𝑙

{𝜀}T{𝜎}d𝑥

Dosadíme-li z fyzikálních vztahům tak získáme potenciální energii vnitřních sil ve tvaru

Π𝑖 =
1
2

{Δ}T
∫︁

𝑙

[B]T [D] [B] d𝑥{Δ} =
1
2

{Δ}T [K] {Δ}

Matici tuhosti [K] lze odvodit takto

[K] =
∫︁

𝑙

[B]T [D] [B] d𝑥 =
∫︁

𝑙

[︂
− 1

𝑙1
𝑙

]︂
[𝐸𝐴]

[︀
− 1

𝑙
1
𝑙

]︀
d𝑥 = 𝐸𝐴

∫︁
𝑙

[︂
1
𝑙2 − 1

𝑙2

− 1
𝑙2

1
𝑙2

]︂
d𝑥 =

𝐸𝐴

𝑙

[︁
1 −1

−1 1

]︁
Potenciální energie vnějších sil vyjádřená pomocí uzlových parametrů deformace má tvar

Π𝑒 = −{Δ}T{F}

kde {F} =
{︁

𝐹𝑎

𝐹𝑏

}︁
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MKP řešení v 1D
Princip minima potenciální energie

Celková potenciální energie je minimální
Π = Π𝑖 + Π𝑒 = min

Variací potenciální energie získáme předpis

𝛿Π =
𝜕

𝜕Δ𝑖

(︁1
2

{Δ}T [K] {Δ} − {Δ}T{F}
)︁

= 0

Derivováním výše uvedeného výrazu a úpravou získáme soustavu algebraických rovnic ve tvaru

[K] {Δ} = {F}
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MKP řešení v 1D
Zadání příkladu

Pomocí MKP vyřešte příklad osově namáhaného prutu dle obrázku. Působící síla má velikost 𝐹 = 100 kN a
tuhosti jsou následující:

𝐸𝐴1 = 1, 0 · 108

𝐸𝐴2 = 1, 5 · 108

𝐸𝐴3 = 2, 0 · 108
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MKP řešení v 1D
Rozdělení konstrukce na prvky a stanovení dílčích soustav na prvcích

Rozdělení na prvky lze provést například dle níže uvedeného obrázku

Předpis matice tuhosti prvku je následující

[Kab] =
𝐸𝐴𝑎𝑏

𝐿𝑎𝑏

[︁
1 −1

−1 1

]︁
Takže pro jednotlivé prvky můžeme psát

[K12] = 100 · 106
[︁

1 −1
−1 1

]︁
[K23] = 75 · 106

[︁
1 −1

−1 1

]︁
[K34] = 66, 67 · 106

[︁
1 −1

−1 1

]︁
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MKP řešení v 1D
Sestavení globální matice soustavy a její řešení

Sčítáním přes všechny prvky získáme matici soustavy ve tvaru⎡⎣ 100 −100 0 0
−100 100 + 75 −75 0

0 −75 75 + 66, 67 −66, 67
0 0 −66, 67 66, 67

⎤⎦ · 106

⎧⎨⎩
𝑢1
𝑢2
𝑢3
𝑢4

⎫⎬⎭ =

⎧⎨⎩
𝑅1

100 · 103

0
𝑅4

⎫⎬⎭
Kterou lze vzhledem k 𝑢1 = 𝑢4 = 0 redukovat do podoby[︁

175 −75
−75 141, 67

]︁
· 106

{︁
𝑢2
𝑢3

}︁
=

{︁
100 · 103

0

}︁
Řešením této soustavy jsou parametry deformace

𝑢2 = 739 · 10−6

𝑢3 = 391 · 10−6

A příslušné reakce vyplývající z 1. a 4. řádku neredukované soustavy mají velikost

𝑅1 = −100 · 106 · 𝑢2 = −73, 9 kN

𝑅4 = −66, 67 · 106 · 𝑢3 = −26, 1 kN
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MKP řešení v 1D
Analýza prvku

1○

{𝜀1} = [B1] {Δ1} =
[︀
− 1

1
1
1

]︀ {︁
0

739

}︁
10−6 = 739 · 10−6

{u1} = [N1] {Δ1} =
[︀
1 − 𝑥

1
𝑥
1

]︀ {︁
0

739

}︁
10−6 = 739 · 10−6𝑥

{𝜎1} = [D1] {𝜀1} = 𝑁1 = 𝐸𝐴1𝜀1 = 1 · 108 · 739 · 10−6 = 73, 9 kN

2○

{𝜀2} = [B2] {Δ2} =
[︀
− 1

2
1
2

]︀ {︁
739
391

}︁
10−6 = −174 · 10−6

{u2} = [N2] {Δ2} =
[︀
1 − 𝑥

2
𝑥
2

]︀ {︁
739
391

}︁
10−6 = (739 − 369, 5𝑥 + 195, 5𝑥)10−6 = (739 − 174𝑥)10−6

{𝜎2} = [D2] {𝜀2} = 𝑁2 = 𝐸𝐴2𝜀2 = 1, 5 · 108 · (−174 · 10−6) = −26, 1 kN
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MKP řešení v 1D
Analýza prvků

3○

{𝜀3} = [B3] {Δ3} =
[︀
− 1

3
1
3

]︀ {︁
391
0

}︁
10−6 = −130, 33 · 10−6

{u3} = [N3] {Δ3} =
[︀
1 − 𝑥

3
𝑥
3

]︀ {︁
391
0

}︁
10−6 = (391 − 130, 33𝑥)10−6𝑥

{𝜎3} = [D3] {𝜀3} = 𝑁3 = 𝐸𝐴3𝜀3 = 2 · 108 · (−130, 33 · 10−6) = −26, 1 kN
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