FAST - Transformace dvojného integrdlu 1 ze

Urcete hmotnost ¢asti roviny () , jestlize:

e souradnice bodi tvoricich Q vyhovuji nerovnicim sl |

x-y=21l;, x-y<3; x<2y;y<4x; x>0 D

o mérna hustota (hmotnosti) materialu je dana T \

y ;
Q=2';- 2l _|_V
Nacrtneme si hranice oblasti Q (tu¢né cerné kiivky) a pro _
néktery bod (naptiklad V=[1;2]) ovéfime, zda do dané oblasti 1 N =3
patii. V naSem pripadé vidime Ze ano, takZe dany bod je vniti- ‘B Tau
nim bodem zadané oblasti (vSechny vnitini body oblasti () ‘ ‘ I
budeme oznacovat int() ).

Vime, Ze hmotnost vypocitame podle vzorce:

m = [[ oGy axay
Q

adalevime,ze: D(o)={[x;y]:x# 0,y € (—o0;0)} .

Proto je funkce ¢ nauzavéru Q oblasti (oblast véetné hranic) Q definovana, spojita i ohra-
nicena. Tedy nikde na oblasti Q ani nikde na jeji hranici , neutikd do nekonecna“ A protoZze lze
uzavienou oblast Q) rozdélit na trojici (viz dale) elementarnich oblasti I. nebo II. druhu v roving,
je podle Véty 1.4.[] integrovatelna.

Nyni zbyva prevést tento dvojny integrdl na dvojndsobny.

1. varianta - elementarni oblasti v roviné

RovnobéZKky s osou y

V bodé D spustime a v bodé B vzty¢ime kolmici na osu x. Tyto kolmice ndm oblast @ rozdéli na
tfi elementarni oblasti prvniho druhu. Pro kazdou z téchto oblasti ur¢cime meze a dvojny integral
poté vypocteme jako soucet tfi dvojnasobnych integrali.

RovnobéZzKky s osou x

Vbodé A vztyc¢ime a v bodé C spustime kolmici na osu y. Tyto kolmice ndm oblast B rozdéli na tri
elementarni oblasti druhého druhu. Pro kaZdou z téchto oblasti ur¢cime meze a dvojny integral
opét vypocteme jako soucet tfi dvojndsobnych integraldi.

1 Strana 10 ve skriptech: DANECEK, ]., DLOUHY, O., PRIBYL, O.: MATEMATIKA I - Dvojny a trojny integrdl. Akade-
mické nakladatelstvi CERM, s.r. 0. Brno, kvéten 2006,
ISBN 80-7204-453-2.
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FAST - Transformace dvojného integrdlu 2 ze

2. varianta - transformace oblasti ()

PrepiSeme si rovnice kazdé ze ¢ty hranic do vhodnéjsiho tvaru, kde wuy ;uy ;v4 ;vy  jsou
patficné konstanty zapsané obecné:
hyperbola AB: x-y=1 = 1=x'y = ugz=x-y

hyperbola CD: x-y=3 = 3=xy = uy=x-Yy

pfimka BC: x=2y =

RIS
U
N
I

RIR NP
RIR RIR

pfimka AD: y=4x =

U
i

Vidime, Ze
hyperbolu miizeme zapsatve tvaru u=x-y

a primku ve tvaru V==
X

Ptitom pro parametr u kazdé takové hyperboly protinajici
zadanou oblast () (ve vedlejsim obrazku je jedna z nich
nakreslena ¢ervené) plati: Ug <u<uy
Podobné pro parametr v kazdé takové primky protinajici
oblast Q) (ve vedlejSim obrazku je jedna z nich nakreslena
zelené) plati: Vg <v<vy

Tim jsme vlastné tranformovali staré proménné x;y nanové proménné u; v
. Y vt s . . 1
a zaroven jsme urcili i nové meze pro tyto proménné: u€e(l;3);ve (5; 4)

Tedy transformace T urCena funkcemi u(x;y)=x-y a v(x;y)= %

prevede kaZzdy bod o souradnicich [x; y] ze soufadné roviny “x y” na jeho obraz v souradné

: bl ” A L] z y [e] v
roviné “u v” o soutadnicich [x -y; =| . Obrazy bodi budeme oznacovat apostrofem. Potom
x
(viz nasledujici obrazek):

V=[1;2] >V =[2;2]; A=[05;2] = A" =[1;4]; [2; 1] —[2; 0,5] atd.

Nyni zbyva jesté transformovat diferencidly, nebo-li urcit koeficient, kolikrat se zvétsi ci
zmens$i obsah libovolné malého plosného elementu A, (naptiklad malinkého ¢tverecku kolem
bodu V) vzhledem k ploSnému obsahu jejiho obrazu A, .

Véta 1.6. (ve zminénych skriptech) uvadi, Ze tento koeficient je roven absolutni hodnoté ja-
kobidnu a jakobian ma tvar:

dx Ox
du v
J=
dy 0y
du v
u=x-y
Musime tedy ptivodné uvazovanou soustavu dvou transformacnich rovnic y
vy
ktera je tvaru l; ; gg:g , prevéstna tvar ;C] ; I(ZEZ: 2 :
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(OO ]

A
¥ v
4 1 4+ A'e¢ ¢ D'
1|II||rI
2T 2T L
1+ T Ee
FI
0,5t B' & o e ('
T T T LI,..-'—
0 0 1 2 3
Proto z prvni i druhé rovnice vyjadrime y .Potom
u
— = VX
X
u = v-x?
u
Z o= x2
v

a protoZe vSechny body oblasti  maji X« soufadnice kladné (viz obrazek oblasti vlevo), do-

stavame
u 1 _1
pu;v):x= f;zx/u-v—lzuzm 2

a po dosazeni do druhé rovnice

1 1 1 1
Y(u;v):y=v-x=v-uz-v 2 =uz- vz
Nyni jizZ mize stanovit hodnotu jakobidnu
1 .+ 1+ 1 1 s
2t e L 1 1
]:1 111 1 :Zv_(__v>:ﬁ
Sou v S Uz v

A pokud jsou splnény i dalsi podminky uvedené Véty 1.6.

e kazdy bod [x;y] se pomoci uvaZované transformace T zobrazijednoznacné (existuje k
nému jediny obraz) a ke kazdému obrazu [u;v] existuje jediny vzor = zobrazeni zpro-
stredkované témito transformacnimi rovnicemi je prosté;

/ato v naSem pripadé plati/
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e funkce po(x;y) je spojitaa ohrani¢end naoblasti (), ktera je sjednocenim kone¢ného poctu
elementarnich oblasti prvniho nebo druhého druhu;

/a to v nasem pripadé plati - problém jsme diskutovali, kdyZ jsme zkoumali integrovatel-
nost zadani/

» funkce ¢(u;v) , Y(u;v) avSechny jejich prvni parcialni derivace jsou spojité na uzavéru
Q' (coZje obraz pivodné zadané oblasti Q )

/ato v nasSem piipadé plati - obé uvedené funkce a vSechny jejich prvni parcialni derivace
jsou spojité mimo jiné pro u € (0;0) a v € (0;0) ,coznase Q' spliuje/

e jakobian J(u;v) #0 V]u;v] €'

/a to v naSem pripadé také plati/

potom podle uvedené véty plati:

ﬂf@mﬂuw= f F@Qu;v) (s v)) - (s v)] dudv

o Q'=T(Q)

coZ v naSem pripadé:

y u%-v% 1 or 1 : 4
ﬂZ-—dxdy=ﬂ 2. — | |= dudv=j jZU-—dv du=“v] du =
X = == 2v 2v 0,5

Q Q uz-v 2z 1 \05 1

= [@-05)u] =35-B-1=7

Hmotnost ¢asti roviny () je 7 vahovych jednotek.
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Transformace do polarnich souradnic

Vypoététe Jf\4—x%—y2dxdy jestlize pro soufadnice bod oblasti A plati:
A

2

cvee D
O

[4—x%—y?>0] Zavedeme polarni souradnice: x = g cos ¢
y =psing
1J1=¢
0 €(0; 2)
¢ €(0; 2m)

kde pro kazdy bod modré oblasti nova proménna o vyjadiuje jeho vzdalenost od pocatku
a nova proménna ¢ je thel, ktery svira privodic¢ (spojnice bodu s pocatkem) daného bodu
s kladnym smérem vodorovné osy.

2 /21 2] 2m
f f\/4—g2cosz(p—gzsin2(p. o do dng f@. 4 — 02(cos? ¢ + sin® ) do| do =
0 \0 ITI 0 |o 1

Jisa=t
4— g% =2
2 —2p0dp =2t dt 0 1370 93
=2th 4—@2.&= odo=—tdt =2ﬂjt.(—t)dt=—2nlgl =—2n<0—?>=
0 olt 2 2
210
02
16
=
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Vypoi’:téte Jf(x +y)dxdy jestlize pro soufadnice bodd oblasti B plati:
B

3

1<x*4+y%2<9 //N
N

[[x; ¥] € (—00; 00) X (—00; 0)] Zavedeme polarni souradnice: x = g cos ¢
y =psing
1 J1=¢
0 €(1;3)
@ € (0; 2m)

3[2m 3[2m
j J(Qcosgo+gsm<p) Q do dg—flj o(cos@ +sinp)ode| do =
1 I]I

3

6 ze |

3 3
=f[ j(cos<p+sm<p)d<p do =f@2 sm<p—cos<p]0 =.f [(0-0)—(1—-1)]do=
1 1

1

3
:f()dg:
1

o
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Vypoététe ff(x? +y?)dxdy jestliZe pro soutadnice bodti oblasti C plati:
¢

4
x?+y% <4y
x2+y2—4y<0
x2+y?—4y+4<4
x4+ (y—2)2<2?
[[x; ¥] € (—00; 00) X (—00; 00)]
Zavedeme polarni souradnice:
X =0C0oSQ (0 cos @)? + (osinp)? =4psing
y=gsing 02(cos? ¢ + sin” @) = 4o sin @
J1=e ' = 4sin
o € (0; 4 sin @) ¢ v
¢ € (0;m)
T [ 4sing T 4q4sing T
2 2 2 cin2 Q . 4
j f (o”cos“ @ +p“sin“ ). o dg d(p=f[zl d(p=j64sm pdp = ..
ol o 171 0 0 0

Zavedeme posunuté polarni souradnice:

X =0cCos@
y=2+gsing ox 0x
do 0 cos —sin

|J1=e ] = A _ v el ¢) =gcos? g +osin®g =g

€ (0;2) dy dy singp pcosg
0 ; 90 3¢
¢ € (0; 2m)

2 (21

] J[(Qcosq))2+(2+gsinq))2]. 4 de ¢ do =

0o \o [

2T

2
=f Qf[choszgo+4+4Qsin<p+gzsin2<p]d(p do =
o L 0

2 2T 2

. 2 2 2
f Qf [0? + 4 + 4osing| dp ¢ do = f{g3 [o]y" + 40 [@]y" + 40 [ cos (p]on} do =
0 0 0

412 212
=27 . + 81 e + 0 =241
40 2 0 —

Brno 2014 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Transformace dvojného integrdlu 8 ze

Transformace do zobecnénych polarnich souradnic

Vypoététe If ’4 — % — ¥ dxdy jestlize pro souiadnice bodd oblasti D plati:
D

2 2 Y
4x“ +9y“ <36 0.2)
Q
4 9 X
2 2
—x24+—y2<1
36" * 367 = 0 (3.0)
X2 y?
4+ <1
9 + 4 =
x2 yZ
[4 — 57 > 0] Zavedeme zobecnéné polarni souradnice:
x =3pcos¢ dx 0x
y =2¢sing do 0d¢ 3cos@ 3p(—sin@) " 5
_ J = = . = 6pcos“ @ + 6psin” ¢ = 60
|| =60 dy dy 2sing  2pcos¢@
¢ €(0; 2m) de d¢

Meze nové proménné o (kterd pro kazdy bod vyjadiuje jeho vzdalenost od poc¢atku, proto musi
byt nezaporna) urc¢ime tak, Ze zobecnéné polarni souradnice dosadime do vymezeni oblasti D .

4(30cos @)? +9(20sinp)? <36
3602 cos? ¢ + 3602 sin® ¢ < 36

3602( cos? ¢ + sin® @) < 36 | : 36
1
0=)o=<1
2| 1 (3 )2 (2 . )2 2wt/ 1
0 COS @ osing
ffj4_ 5 — 7 . 6 do d<p=6f fg\/4—92d9 do =
0 |o [ ] 0 \0
Ji—o0%=t
—20do =2tdt 2m (V3 2n. 3
t 8 27
QdQ:—tdt =—6f ft'tdt d¢:—6f[§l d¢:_6(\/§_§)[(ﬂ]0 =
ol ¢ 0 \2 0 z
NG = 41(8 — 3./3)
0] 2
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