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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli
Ma-li vektorova funkce f(x,y,z) popisujici vektorové (silové) pole spojité vSechny slozky na
t €{a; B),

hladké (orientované) krivce y, kde
e oblouk y je dan parametrickymi rovnicemi: x = (p(t) y = 1/;(1:) z=x(t);
coz lze vyjadrit vektorové takto y : 7 = (p(t)L + l/)(t)] + )((t)k

o TECKA ma vyznam skalarniho sou¢inu dvou vektort
\/ d_) = \/ ! ! !
@ =5, pak i = (@) dt = (@' (0.9 O.X'®)

e oznacuje-li
mizeme podle str. 13 dole skript[], zavést kifivkovy integral ve vektorovém poli jako

| 7

14
B
- d = | F(x0y0.20) - (¥ 0,7 0,7 ©)

B
f f (@@, 9, x(@®) - (¢'@©,¥'©,x' ©) dt

nebo jinak
a

coZ (po provedeném predepsaném skalarnim soucinu) nékdy také piSeme ve tvaru
8
X !

S—
\‘\

£ dx dy dz
[FGwyw.00) (G o5
* a

1. Vypocitejte krivkovy integral druhého druhu:

B
) dt _f x(t)dx + y(t)dy + z(t)dz =f x(®).x' () + y(©).y' (£) + z(t).z (t))

kde souradnice bodt krivky y vyhovuji vztahiim
z = 2x% + 3y?

0<x<1; x=y;

|
||
|
f

0

f(y?—xf+ 2212) - dr,
Y
/xER; yER; Zz€ R/
NapiSeme parametrické rovnice krivky y z
kdyZ za proménnou x zvolime parametr t.
x=t x'=1
y=t y' =1
z = 2t? + 3t% = 5t2 z' =10t
te(0; 1)
1
f(yl—x] +2zk) - dF = f(t?—tf+ 102k) - (1{+ 1]+ 10t k) dt =
14 0
1 1 4 1 1
j(t —t+100t3)dt = f 100 ¢3 dt = I100 Zl |25 t4]0 =
0
te(0; 1), proto

=25(1-0)=25

0
primitivni funkce je spojita pro t € R, tedy i pro
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli 2 ze [f

2. Vypocitejte krivkovy integral druhého druhu:

f(z i+ xzf+ x fé) - dr, kde krivka y je tvorena body o souradnicich:
/XER; yER; ze R/ [sint; t; cost] a OSth
K zadanym parametrickym rovnicim krivky y
pripiSeme derivace jednotlivych souradnic.

x =sint x' =cost

y=t y' =

Z=cost z' = —sint

t e <0; E)
2

T

j(zf+xzf+xl€)- d?=j(costf+sint costf+sintl€)-(costf+ 1f—sintl€)dt=

Y 0

f 2t=u t
f[(cos t —sin®t) + = (2 sint cost)]d f <cos 2t + = sin 2t> dt = |2dt=du g T
0 0 dt = du 0lo0

2

f EURAT R 1 i
cosu > sinu > = > sinu ) cosu , =
0

primitivni funkce je spojiti prou € R,tedyipro u €(0; m), proto

1|1 NS PR |
= 2 SIN T > COST Sin > COS —z

0 -1 0 1

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli 3 ze [f

3. Vypocitejte cirkulaci (krivkovy integral druhého druhu pies uzavienou kiivku):

X + - X — -
Y i— Y j)-dr kde uzavrena krivka y je kladné orientovana kruznice,
xZ + y2 xZ + yZ
se sttedem S=[0;0] apolomérem r=2.
/x#=0Vvy=+0/

NapiSeme parametrickeé rovnice KrivKky y, véetné prvnich derivaci:

x =2cost x'=—2sint
y =2sint y'=2cost Xty {— X7V 2 cdit =
x2+y2 x2+y2]
t € (0; 2m)

-(—ZSintf+ 2costf) dt =

: 1=
(2cost)? + (2sint)? 4(cos?t + sin®t) g
1

2m
] 2cost+ 2sint . 2cost—2sint .
0

2m
_ ] (2cost+2sint) - (—2sint) (2cost— 2sint) - (2cost)
B 4 4

0

2T 2T

=J(—costsint —sinzt—coszt+sintcost)dt=—f dt=—[t]0 =
-1

primitivni funkce je spojitaprot € R,tedyipro t€(0; 2m), proto =-2n—0)=-2n

4. Vypocitejte krivkovy integral ve vektorovém poli:

2
7= f I(l - y_z cos X) i+ (Sin Y + L cos X)]_)l - dr , kde kfivka y je isecka zacinajici v bodé
X X X x X

14 A =[1;7] akondicivbodé B = [2;m].
/x#0; yeR/
NapiSeme parametrické rovnice isecCKky y , rovnobézné s osou x :

!

x=t x' =1

, LCHEE | A T M T\ 5 .
y=m y =0 sz l—t—zcos? i+<sin?+?cos?>j -(1i+0j)dt =
te(1; 2)
T_ T
2 T W t|w 2 2 2
‘r[ —
1——cos— dt = —=dt=dw 2|z = | dt—| = cosw-—dw =
t 5 2 t2 Tt
1 de=—Sdw 1w 1 m
2 2

primitivni funkce jsou spojité prot € R,w € R,

2 _ 5
:f dt+1'[fcosde=[t]l+1'r[smw]1T = tedy i pro tE(l;Z),W€<§J“> proto

T

A

o
=2-1+m-( sing— sint) =1+
0
Brno 2020 RNDr! Rudolf Schwarz, CSc.




FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli 4 ze [f

5. Vypocitejte krivkovy integral:

f G +x))- di, kde kiivka y : y = x2 za¢inad v bodé [1;?] a konéi v bodé [2;7?].
Y
/xER; yeER/
x=t x'=1
NapiSeme parametrické rovnice krivky y : y=t* y' =2t
t e(1; 2)
2 2 t3 2
f(?+xf)- d7 = f(1?+ t)-(1i+2t))de = f(l +2t3) dt = [t+2§ =
y 1 1 1
) : _ 23 13 17
primitivni funkce je spojita pro t € R, ... =2+ 2? {1+ 2? =3
6. Vypocitejte krivkovy integral:
5 . .. x=t—sint x'=1-cost
f[(Z—y)t—(l—y)]]-dr, kde krivka y : y=1—cost y =sint t €(0; 2m)
Y 2 1
/x ER; yER/ 15 ]
[1@-yi-a-nj- - :
y 0.5
2m -

= f{[z —(1—cost)][i—[1—(1—cost)]j} - [(1—cost)i+sintj]dt =
0
2Tt 2T

= f[(1+cost)f—costf]-[(1—cost)?+sint]7]dt= f(l—coszt—costsint)dtz
0 0

1=cos?t+sin’t 2t=w
_ 24 <inl =
cos 2t =cos“t —sin“t 1 + cos 2t 2dt = dw
1+ cos2t=2cos*t = cos’t=———— dr = ¥
2 t= 5
2T 2T
1+cos2t 1 ) 1 ) tlw
=.[ 1———————=-2costsint dt=—f(1—c052t—sm2t)dt= 2m|4m
2 2 — 2
0 sin 2t 0 0|0
4T
_1]‘ 1 . dW_l[ . + ]4'“_
=5 (1 —cosw —sinw) >~ =z W—sinw+cosw| =
0

primitivni funkce je spojita pro w € R, tedyipro w € (0; 4m), proto

=2 [(411 — sin4n+ cos4m) — (0 — sin0+ cos0)| =1
0 1 0 1
Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli 5 ze [f

7. Vypocitejte krivkovy integral:

f (xyi+ (y—x)))- d# , kdekfivka y : y = x3 za&{na vbodé [0;?] akon&i v bodé [1;7].
Y

/x ER; y R/
x=t x'=1
NapiSeme parametrické rovnice krivKky y : y=t> y =3t
te(0; 1)

1 1
f(xyf+ (y—x)))- dF = f(t B+ E -0 Ai+3t2))dt = f(t4 +3t5 —3t3)dt =
Y 0 0
I N N 2 (1,1 3 _-1
=T + 3E - BZL = primitivni funkce je spojitapro t ER, ... = <§ + 5~ Z) —(0) = E

8. Vypocitejte krivkovy integral:

7= f [xi+yj+@+y—1)k|- dF , kdekfivka y je tisetka zacinajici vbodé A = [1;1;1]

Y akoncicivbodé B =[2;3;4].
/XER; yER; z€E R/

NapiSeme parametrické rovnice usecky v :

x=1+t¢t x'=1

y=14+2t y' =2

z=1+4+3t z'=3
te(0; 1)

1
7=f{(1+t)?+(1+2t)f+[(1+t)+(1+2t)—1]12}-(1?+2f+312)dt=
0

X g 14¢2]"
=f[(1+t)+(2+4t)+(3+9t)] dt=f(6+14t) dt=[6t+ 5 l =
0 0 0

primitivni funkce je spojita pro t € R, tedyipro t € (0; 1), proto
14
=<6+7>—(0)=§

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli 6 ze [A

9. Vypocitejte krivkovy integral:

7= jg [(x2 +y2) i+ (2% — yz)f] - d7 kde ktivka y je kladné orientovany obvod AABC
14 o vrcholech A =1[0;0], B=[1;0], C=[0;1].
/x ER; y eR/
[0;1]
NapiSeme parametrickeé rovnice 5 B
ti{ jednoduchych oblouki (sloZené) kiivky y
(tedy tfi stran trojuhelnika): y =a U B U [1;0]
0;0 a
a B s 1o
x=t x'=1 x=1-t x'=-1 x=0 x'=0
y=0 y'=0 y=t y' =1 y=1-t y'=-1

t€(0; 1) te(0; 1) t€(0; 1)
ﬂzf[(xz+y2)f+(x2—yz)f].dﬂf[(xz+y2)?+(x2—yz)f].dﬂﬂ(xz+y2)7+(x2—y2)f]-d?
a B )

1
=f{(tz+02)f+(t2—02)f}-(1f+ 0/)dt +
0 1
+f{[(1—t)2 +t2] [+ [(1 - t)% = ¢?] f}-(—1?+ 1))dt +
0 1
+f{[02+(1—t)2] i+[02— (16?2} - (0i-1))de =

0
1 1 1

=jtzdt+f[(1—2t+t2+t2)f+(1—2t+t2—t2)f]-(—1?+1f)dt+l(1—t)2dt=
0

0 0

1
742

1 1 1
t
=ft2dt+f(—1+2t—2t2+1—2t)dt+f(1—2t+t2)dt=f(—2t+1)dt=l 5 +tl =
0 0 0 0 0

primitivni funkce je spojitd pro t € R, tedyipro t € (0; 1), proto
= -1+ D)= (0 =0

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli 7 ze [f

10. Vypoctéte praci, kterou vykonasila F = (3x2 + 2y?) i + (4xy — 3y?) ]

pfi premisténi hmotného bodu po oblouku kruznice x? + y? = 1 zbodu [1;?] dobodu [?;1],

kdyz vite, Ze prace v tomto pripadé je urCena vzorcem A= | F- d?# /x ER; y R/
prdce je ptisobenti sily po drdze 14

NapiSeme parametrické rovnice krivky y

kladnd orientace zaporna orient.

x=cost x'=-—sint . x=sint x' =cost ,

y=sint y'=cost - y=cost y'=-—sint '

. \
t € <O; E> - \ t € <E; 21‘[>
2 ] 2

3
2

Ay = f [(3 cos? t + 2sin” t) i+ (4costsint —3 sin® t)f] . [(— sint i + cos tf)] dt =
0

T

2
= f [(—3 cos? tsint — 2 sin® t)+ (4 cos? tsint — 3 sin® t cos t)] dt =
0
s

T
2

=f(coszsint—25in3t)dt—f351n2tcostdt= cost=u sint = v
0 0 —sintdt = du costdt = dv

3sintcostdt =

O i3

7
= f[— cos? +2(1 — cos? t)](—sint) dt —
0

3]

3 ], 3 ],
primitivni funkce jsou spojité pro u € R,v € R, tedyipro u € (0; 1),v € (0; 1), proto
=[(0)-@-D]-[1-0] =2

0 1
=j(—u2+2—2u2)du—13v2dv=

1 0

2T

Asp = f [(3 sin®t + 2 cos?t) i+ (4sint cost — 3 cos? t)f] : [(costf— cos tf)] dt =

T

2

T

2
= J [(3sin”tcost + 2 cos? t) + (—4sint cos? t + 3 cos® t)] dt = = -2
0

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



