FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 1 ze

Jsou-li splnény podminky Véty 2.2.[], tedy Ze
¢ oblouk y je dan parametrickymi rovnicemi: x = @(t); y =y(t); z=x(t); t €(a; L)
e funkce f(x,y,z) je spojita na oblouku y

muzeme krivkovy integral funkce f(x,y,z) pres oblouk y nahradit urcitym integralem takto:

B
[ 1y nrds= [ flo®p@.201 lp©F + O + r©F @
y a

B /(p
Pokud chybi souradnice z, pak p
ﬁ S
[ renas= [ flowpor-Jlor + wor a s by
% a
kde: As = ds = AETO J(Ax)? + (Ay)? =/ dx? + dy? = /A ™

Ay -0

de? = \/[go'(tnz +lw O] de

- (o) o (o - (8 ()

1. Vypocitejte krivkovy integral prvniho druhu:

f(Sx —9y)ds , kde krivka y je nejkratsi spojnici bodi o soutadnicich [1;2] a [5;5]
Y

/x ER; y R/ Nejkratsi spojnici je dsecka! . [5;5]

NapiSeme parametrické rovnice krivky y

x=1+4t x'=4 smeérovy vektor
y=2+3t y' =3 §=(4;3)
te(0; 1) [1:2]

1
j(Sx—gy)dszf[5(1+4t)—9(2+3t)]- 42432de= 0
y 0

0

1 1
£2
= —f(7t + 13)Vv25dt = -5 [7? + 13t] =
0

primitivni funkce je spojita prot € R,tedyipro t € (0; 1), proto

(7 5 | - 352180 _ 165
)] m-
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 2 ze

2. Vypocitejte krivkovy integral ve skalarnim poli:

_16-t?
kde krivka y je casti kiivky « , ktera lezi mezi =T
f ds , prisediky kiivky a se souradnymi osami 1+
y a jejichz souradnice vyhovuji vztahiim: Y= 3
t<3
/x ER; y ER/ Vlastné pocitame délku oblouku.
Uréime meze parametru t jako priseciky kiivky a
se souradnymi osami: y
16— t? O_1+t3
T2 T3 ' 2 : '
0=16 —t? 0=1+1¢3
t?=16 —1=1¢3
t =44 —1=t ’ A
te(—4; —-1)
16 — t? g 1 2 = —g
= = - = = = — )
=T 2 * ’
1+t 1. 1, I
= = — —_ ﬁ — Fis
Y= T3 7373 Y
-1 -1 -1 -1
f ds = f /(—t)2+(t2)2dt= f t2 +trdt = f t2(1+t?)dt = f\/t_z-\/1+t2dt=
% ~4 ~4 ~4 ~4
1+t2=u
1+t2=u?
-1 -1 2tdt = iu du Vi7 y u3 Ji7
= f lt]-V1+t2dt = f—(t)-\/l—i-tzdt: dt =—du | = f fu- — du = [?l _
4 4 t | u V2 V2
-1| V2
—4 | V17

primitivni funkce je spojita prou € R, tedyipro u € <\/§; \/17>, proto

) V2| 17VTT-242
|3 3| 3
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 3 ze

3. Vypocitejte krivkovy integral

kde kiivka y je usecka AB, pricemz souradnice bodt jsou:

+y%—2)ds,
f(x y—2)ds A=1[2;-1;1],B=[1;3; 3]
Y

/xER;, yER; z€ R/

NapiSeme parametrické rovnice usecky vy,
kde AB=(—1; 4; 2)

x= 2-—t x'=-1

=—1+4t y' =4

z= 142t z'=2
te(0; 1)

1

f(x+y2—z)ds=f[(2—t)+(—1+4t)2—(1+2t)]-J(—1)2+42+22dt=
14 0

1 1
=\/21f(2—t+1—8t+161:2—1—2t)dt=\/2_1f(16t2—11t+2)dt=
0 0

1

t3 t?
=v21 |16— —11— 4+ 2t| =
3 2 0

primitivni funkce je spojita prot € R,tedyipro t € (0; 1), proto

32-33+12 11-v21

=\/ﬁl16%—11%+2—(0)l=\/ﬁ

6 6

Délka (mira) kiivkyf y: L = J ds
Y

Mezi dvéma sloupy, vzdalenymi od sebe 4 m, je zavéSené
lano (krivka y). Vlivem vlastni hmotnosti se lano prohne
do tvaru kiivky, ktera se nazyva retézovka. Zavedeme kar-
tézskou souradnou soustavu s osami x a y, kde osa
x prochdazi patami sloupii a osa y je uprostied mezi ni-
mi. Urcete délku prohnutého lana, jestliZe v této souradné
soustaveé je retézovka popsana funkci

X

x -
y=ez+e 2

vV
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 4 ze

NapiSeme parametrické rovnice (lana) kiivky y

x=t x'=1 x=2r x'=2
t t t t _ , _
y=ez+ez y =ez —+e"_'(_%) nebo y=e te " y'=e —e"
2 2 2 2
1/ ¢ _t 1 1
jds:f 12 + E(eZ—e 2) dt=j 1+Z(€t—2+6’_t)dt=f Z(et+2+e_t)dt=
1% -2 -2 -2
2 2 2 2
1/t _t\? 1 L 1 t 1 _t
:f\/z<ez+e z) dt:zf ez+32dt=5ft\e_idt+5f€?jdt=
-2 2 “2 =u “2 —I=v

11 t7? 1 _t7?
=—[2e2] +—[—2e 2] =
) _

2
primitivni funkce jsou spojité prot € R, tedyipro t € (—2; 2), proto
2
=(et—et)—(et—el)=2e—-
Nebo €
1 1 1
f ds = f\/Zz + (e" — e‘T)2 dr = f 44 e2r —2e" T o727 dr = f /(er + e‘T)2 dr =
% 1 1 1 1
1 1 1
1 1 2
=f|er+e_r|dr=ferdr+fe‘r dr=[er] +[—e"r] = =2e——
— -1 -1 e
-1 -1 -1 TTEW

Obsah P &asti valcové plochy ®f P = J [f(x,y) —g(x,y)] ds
s ridici kiivkou y vroviné z =0, v
tvoricimi pfimkami rovnobéZznymi s osou z a vymezenymi
plochami z = g(x,y), z=f(x,y), 9(x,¥) < f(x,y) V[x,y] €y

Kdyz napftiklad pro soutadnice vSech bodt valcové plochy plati:

x =2cost y = 2sint t €(0; 2m) 0<z<3

tedy g(x,y) =0, f(x,y) =3 apocitame ploSny obsah valcové plochy, kterda ma polomér 2
aje vysoka 3. Podle vzorce pocitdime obsah plasté valce = P=2mrv=2mn2-3=121

Ovérime si spravnost uvahy:
2m

P = jU(x,y) —g(x,y)] ds = f[3 — 0] -y/[2(=sint)]? + (2cost)? dt =
Y

0

2m 2m
2m
=3f\/4-(sin2t+coszt)dt=6jdt=6[t]0 = 6-(2n—0)=12n
0 1 0
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 5 ze

Vypoctéte plosny obsah P rotacni valcové plochy

dané rovnicemi x =2cost x' =-2sint aomezenéplochami 0<2z<2++V4—x?

y =2sint y' =2cost
t € (0; 2m)

2T
pP= f[f(x,y) —g(x,y)] ds = f [(2 ++/4 —xz) - 0] J[2(=sint)]? + (2 cost)? dt =
Y 0

2m 2m 2m
= f [2+ 4—(2cost)2]-\/4-(sin21:+cos2 t) dt = fZ-\/Z dt+f\/4-(1—cos2 t)-V4 dt =
0 1 0 0 sin? ¢

2Tt 2T 2T TC 2Tt
=4Jdt+4]|sint|dt=4jdt+4](sint)dt+4j(—sint)dt=
0 0 0 0 T

2T TC 2T
=4[t]0 +4[— cost]0 +4[cost]n =
primitivni funkce jsou spojité prot € R, tedyipro t € (0; 2m), proto

=4-2n—-0)+4-[—cosm—(— cos0)] +4-(cos2m— cosm) = 8 + 16
-1 1 1 -1

Hmotnost kiivky ] y: m = j o(x,y,z)ds
Y

kde o(x,y,z) je mérna hmotnost/specificka hustota

(lana, fetézu, kabelu, ...) ve tvaru krivky y .
Urcete hmotnost homogenniho (o(x,y,z) = konst.)
oblouku (jednoho piilzavitu) Sroubovice dané paramet- Y
ricky:
X =cost x' =—sint
y =sint y' =cost
z=t z'=1
t €(0; m) X
e T
T
m = ]st = QJ (—sint)? + (cost)? +(1)2 dt =oV2 Jdt =oV2 [t]o =
Y 0 1 0
primitivni funkce je spojitd prot € R, tedyipro t € (0; 1), proto =oV2(m—0)=0V2m
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 6 ze

Tézisté hmotné kf'leYﬁ v, kde o(x,y,z) je mérna hmotnost/specificka hustota

o g yfx-e(x,y)ds Jy-e(x,y)ds
rovinna krivka: T = Ey; E" = ;
Jo(x,y)ds  [o(x,y)ds
. Y Y
— ]{x-g(x,y,z)ds ){y-g(x,y,z)ds ){z-g(x,y,z)ds
prostorova: T= I% == Fyl = ; ;
yf@(x,y.Z) ds yf@(x,y,Z) ds yf@(x,y,Z) ds

kde

* Sy, Sy jsou statické momenty hmotné kiivky y vzhledem k soufadnicovym osam;

* Sxy»Sxz Syz jsou statické momenty kiivky y vzhledem k souradnicovym rovinam.

Tézisté rovinné hmotné krivky

y
Urcete téziSté kostry draka, ktera je vyrobena z dratu ten- 7 "
kého prifezu o mérné hustoté o(x,y) = 2. Rozméry
kostry jsou na vedlejsSim obrazku
ProtoZe je kostra draka symetricka vzhledem k ose y je ;" I ‘
staticky moment §,, vzhledem k této ose roven nule. Sami ‘ ‘
se nasledujicim vypoctem presvédcte, Ze } o 5 \
\
\ \
$= [ x-e@y)ds =0 | .y
y -3 3

vVviev

Tedy x-ova souradnice téZisté je také nula: T = [0 ; yr] .
Zbyva urcit y-ovou souradnici téZiste.

Krivka y je sloZena ze tfi jednodussich krivek: y=aUfB Uk,
proto napiiklad hmotnost urcime:
m= jg(x,y)ds =Jg(x,y)ds+]Q(x,y)ds+jg(x,y)ds = ZJ ds+Zf ds+2j ds
Y a B K a B K
kde

a je usecka s krajnimi body [—3; 4], [0; 0]
p je usecka s krajnimi body [0; 0], [3; 4]

k je horni polokruZznice se sttedem [0; 4] a polomérem r =3
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 7 ze

Jednotlivé krivky vyjadiime parametricky:

a 5 K

x=-3t x'=-3 x =3t x'=3 x=3cost x' =—3sint
y =4t y' =4 y =4t y' =4 y=4+3sint y'=3cost
te(0; 1) te(0; 1) t €(0; m)

Potom hmotnost kostry draka je:

m=2[ds+2fds+2fds=
a 4 K

1 1 T
=2f\/(—3)2+42dt+2f\/32+42dt+2f\/(—351nt)2+(3cost)2dt=
0 0

T

1 1 T
zf\/ﬁdt+zf\/ﬁdt +2fj9(51n t+cos2t)dt =4- Sfdt+2 fdtz
0 0 0 0

1 T
=20¢] +6[] =
primitivni funkce jsou spojité prot € R, tedyipro t € (0; 1) nebo t € (0; m), proto
=20(1—-0)+6(t—0)=20+6m = 38,85

Staticky moment S, Kostry draka vzhledem k ose x je:

=2fyds+2fyds+2fyds=

a B K
1 1 T
= 2.[41:-\/(—3)2 + 42 dt+2f4t-\/32 + 42 dt+zf(4+3 sint)-y/(=3sint)? + (3 cost)? dt =
0 0 0

1

1 TC
8ft-\/ﬁdt+8ft-x/ﬁdt +2f(4+351nt)-\/9(sin2t+coszt)dt=

1

0 0 0

T

T 1
£2
=2-8-5ftdt+2-3f(4+3sint)dt=80[71 +6 |4t —3cost| =
0 0 °
primitivni funkce jsou spojité prot € R, tedyipro t € (0; 1) nebo t € (0; m), proto

—801 0)+6
N 2

76+24m
20+6T

(41 — 3 cosm) — (0 — 3 cosO)] = 40 + 241 + 36 = 76 + 241 = 151,4
-1 1 -

= 3,9 = Tézisté draka ma (priblizné) souradnice: T =[0; 3,9].
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FAST - Krivkovy integrdl ve skaldrnim poli 8 ze

vV WV ewv v 7 7 ALl Z
Tézisté prostorové hmotné Kkrivky \

Urcete polohu tézisté homogenniho (o(x,y,z) = konst.)
oblouku (jednoho ptilzavitu) Sroubovice dané paramet-
ricky:

x =cost x' = —sint

y=sint y' =cost

z=t 7z =

t €(0; m)

T

jestliZe mérna hustota materialu Sroubovice je: o(x,y,z) =4

m=f:g ds=4[\/(—sint)2+(cost)2+(1)2dt=4.f\/§ dt = 442 [t]:= /ds =2 dt/
y Q 0 1 0

primitivni funkce je spojita prot € R, tedyipro t € (0; 1), proto =4 -v2(m—0) = 4nv2

T

e
e
Syz=]x-:‘5ds=4fcost-\/§dt=4-\/§jcostdt=4-\/§[sint]0 =
0

y ° 0

primitivni funkce je spojita prot € R, tedyipro t € (0; m), proto = 4.\/5( sif)ln— si:)l 0) =

=

T T
T
sz=f}”f5ds=4jsint-\/fdt=4-\/§fsintdt=4-\/§[—cost]0 =
y e 0 0

primitivni funkce je spojitd prot € R, tedyipro t € (0; m), proto

=4-\/§[(— cosn)—(—gs_(/)) =8-V2
-1 1 -

T T T
t2
Sop= [z4ds =4[ e VEar =42 [ear =42 |G| -
0 0

Y 0

primitivni funkce je spojita prot € R, tedyipro t € (0; 1), proto = 2 -V2(m? — 0) = 2n?V2

T = Iyz.xz. l 8\/_2‘[[ \/_ I()EEI
[m m m 4m/_ 42 4mV2 ‘2
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