
FAST – Křivkový integrál ve skalárním poli 1 ze 8

Jsou‑li splněny podmı́nky Věty 2.2. ¹ , tedy že
• oblouk 𝛾 je dán parametrickými rovnicemi: 𝑥 = 𝜑(𝑡) ; 𝑦 = 𝜓(𝑡) ; 𝑧 = 𝜒(𝑡) ; 𝑡 ∈ ⟨𝛼 ; 𝛽⟩
• funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) je spojitá na oblouku 𝛾

můžeme křivkový integrál funkce 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) přes oblouk 𝛾 nahradit určitým integrálem takto:

න
𝛾

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠 =
𝛽

න
𝛼

𝑓[𝜑(𝑡), 𝜓(𝑡), 𝜒(𝑡)] ⋅ ට[𝜑′(𝑡)]2 + [𝜓′(𝑡)]2 + [𝜒′(𝑡)]2 d𝑡

Pokud chybı́ souřadnice 𝑧 , pak

න
𝛾
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑠 =

𝛽

න
𝛼
𝑓[𝜑(𝑡), 𝜓(𝑡)] ⋅ ට[𝜑′(𝑡)]2 + [𝜓′(𝑡)]2 d𝑡

kde: Δ𝑠 ≐ 𝑑𝑠 = lim
Δ𝑥 → 0
Δ𝑦 → 0

ඥ(Δ𝑥)2 + (Δ𝑦)2 = ඥd𝑥2 + d𝑦2 =

= ඨቆd𝑥 ⋅ d𝑡
d𝑡ቇ

2
+ ቆd𝑦 ⋅ d𝑡

d𝑡ቇ
2
= ඨ൥ቆ d𝑥

d𝑡 ቇ
2
+ ቆ d𝑦

d𝑡 ቇ
2
൩ d𝑡2 = ට[𝜑′(𝑡)]2 + [𝜓′(𝑡)]2 d𝑡

1. Vypočítejte křivkový integrál prvního druhu:

න
𝛾
(5𝑥 − 9𝑦) d𝑠 , kde křivka 𝛾 je nejkratšı́ spojnicı́ bodů o souřadnicı́ch [1 ; 2] a [5 ; 5]

/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ/ Nejkratšı́ spojnicı́ je úsečka!

Napíšeme parametrické rovnice křivky 𝛾
𝑥 = 1 + 4𝑡 𝑥′ = 4 směrový vektor
𝑦 = 2 + 3𝑡 𝑦′ = 3 𝑠 = (4 ; 3)

𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩

න
𝛾
(5𝑥 − 9𝑦) d𝑠 =

1

න
0

[5(1 + 4𝑡) − 9(2 + 3𝑡)] ⋅ ඥ42 + 32 d𝑡 =

= −
1

න
0
(7𝑡 + 13)√25d𝑡 = −5 ቈ7𝑡

2

2 + 13𝑡቉
1

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩ , proto

= −5 ቈቆ72 + 13ቇ − (0)቉ = −35 − 130
2 = −1652
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2. Vypočítejte křivkový integrál ve skalárním poli:

න
𝛾

d𝑠 ,
kde křivka 𝛾 je částı́ křivky 𝛼 , která ležı́ mezi
průsečı́ky křivky 𝛼 se souřadnými osami
a jejichž souřadnice vyhovujı́ vztahům:

𝑥 = 16 − 𝑡2
2

𝑦 = 1 + 𝑡3
3

𝑡 ≤ 3
/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ/ Vlastně počı́táme délku oblouku.

Určı́memeze parametru 𝑡 jako průsečı́ky křivky 𝛼
se souřadnými osami:

0 = 16 − 𝑡2
2 0 = 1 + 𝑡3

3
0 = 16 − 𝑡2 0 = 1 + 𝑡3
𝑡2 = 16 −1 = 𝑡3
𝑡 = ±4 −1 = 𝑡

𝑡 ∈ ⟨−4 ; −1⟩

𝑥 = 16 − 𝑡2
2 = 8 − 1

2 𝑡
2 ⇒ 𝑥′ =−𝑡

𝑦 = 1 + 𝑡3
3 = 1

3 + 1
3 𝑡

3 ⇒ 𝑦′ = 𝑡2

න
𝛾

d𝑠 =
−1

න
−4

ට(−𝑡)2 + (𝑡2)2 d𝑡 =
−1

න
−4

ඥ𝑡2 + 𝑡4 d𝑡 =
−1

න
−4

ඥ𝑡2(1 + 𝑡2) d𝑡 =
−1

න
−4

ඥ𝑡2 ⋅ ඥ1 + 𝑡2 d𝑡 =

=
−1

න
−4

|𝑡| ⋅ ඥ1 + 𝑡2 d𝑡 =
−1

න
−4

−(𝑡) ⋅ ඥ1 + 𝑡2 d𝑡 =

√1 + 𝑡2 = 𝑢
1 + 𝑡2 = 𝑢2
2𝑡 d𝑡 = 2𝑢 d𝑢

d𝑡 = 𝑢
𝑡 d𝑢

𝑡 𝑢
−1 √2
−4 √17

=
√17

න
√2

𝑡𝑢 ⋅ 𝑢𝑡 d𝑢 = ቈ𝑢
3

3 ቉
√17

√2
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑢 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑢 ∈ ർ√2 ; √17඀ , proto

= ቎൫√17൯
3

3 − ൫√2൯
3

3 ቏ = 17 ⋅ √17 − 2 ⋅ √2
3
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3. Vypočítejte křivkový integrál

න
𝛾
(𝑥 + 𝑦2 − 𝑧) d𝑠 ,

kde křivka 𝛾 je úsečka 𝐴𝐵 , přičemž souřadnice bodů jsou:
𝐴 = [2 ; −1 ; 1] , 𝐵 = [1 ; 3 ; 3]

/𝑥 ∈ ℝ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ/

Napíšeme parametrické rovnice úsečky 𝛾 ,
kde 𝐴𝐵⟶ = (−1 ; 4 ; 2)

𝑥 = 2 − 𝑡 𝑥′ =−1
𝑦 = −1 + 4𝑡 𝑦′ = 4
𝑧 = 1 + 2𝑡 𝑧′ = 2

𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩

න
𝛾
(𝑥 + 𝑦2 − 𝑧) d𝑠 =

1

න
0
ൣ(2 − 𝑡) + (−1 + 4𝑡)2 − (1 + 2𝑡)൧ ⋅ ඥ(−1)2 + 42 + 22 d𝑡 =

= √21
1

න
0
(2 − 𝑡 + 1 − 8𝑡 + 16𝑡2 − 1 − 2𝑡)d𝑡 = √21

1

න
0
(16𝑡2 − 11𝑡 + 2)d𝑡 =

= √21 ቈ16𝑡
3

3 − 11𝑡
2

2 + 2𝑡቉
1

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩ , proto

= √21 ቈ1613 − 1112 + 2 − (0)቉ = √21 32 − 33 + 12
6 = 11 ⋅ √21

6

Délka (míra) křivky ² 𝛾 : 𝐿 = න
𝛾

d𝑠

Mezi dvěma sloupy, vzdálenými od sebe 4 m, je zavěšené
lano (křivka 𝛾). Vlivem vlastnı́ hmotnosti se lano prohne
do tvaru křivky, která se nazývá řetězovka. Zavedeme kar‑
tézskou souřadnou soustavu s osami 𝑥 a 𝑦 , kde osa
𝑥 procházı́ patami sloupů a osa 𝑦 je uprostřed mezi ni‑
mi. Určete délku prohnutého lana, jestliže v této souřadné
soustavě je řetězovka popsána funkcı́

𝑦 = 𝑒
𝑥
2 + 𝑒−

𝑥
2

Protože 𝑦(0) = 2 , je nejnižšı́ bod lana 2 m nad zemı́.

² Strana 9 ve skriptech: DANĚČEK, J., DLOUHÝ, O., PŘIBYL, O.: MATEMATIKA II – Křivkové integrály. Akademické
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Napíšeme parametrické rovnice (lana) křivky 𝛾
𝑥 = 𝑡 𝑥′ = 1

𝑦 = 𝑒
𝑡
2 + 𝑒−

𝑡
2 𝑦′ = 𝑒

𝑡
2 ⋅ 12 + 𝑒−

𝑡
2 ⋅ ቀ−1

2ቁ
𝑡 ∈ ⟨−2 ; 2⟩

nebo
𝑥 = 2𝑟 𝑥′ = 2
𝑦 = 𝑒𝑟 + 𝑒−𝑟 𝑦′ = 𝑒𝑟 − 𝑒−𝑟

𝑟 ∈ ⟨−1 ; 1⟩

න
𝛾
d𝑠 =

2

න
−2

ඨ12 + ቈ12 ൬𝑒
𝑡
2 − 𝑒−

𝑡
2൰቉

2
d𝑡 =

2

න
−2

ඨ1 + 1
4 (𝑒

𝑡 − 2 + 𝑒−𝑡) d𝑡 =
2

න
−2

ඨ1
4 (𝑒

𝑡 + 2 + 𝑒−𝑡) d𝑡 =

=
2

න
−2

ඨ1
4 ൬𝑒

𝑡
2 + 𝑒−

𝑡
2൰

2
d𝑡 = 1

2

2

න
−2

ฬ 𝑒
𝑡
2 + 𝑒−

𝑡
2 ฬ d𝑡 = 1

2

2

න
−2

𝑒
𝑡
2ด

𝑡
2=𝑢

d𝑡 + 1
2

2

න
−2

𝑒−
𝑡
2ต

− 𝑡
2=𝑣

d𝑡 =

= 1
2 ൤2𝑒

𝑡
2 ൨

2

−2
+ 1
2 ൤−2𝑒

− 𝑡
2 ൨

2

−2
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨−2 ; 2⟩ , proto

= ൫𝑒1 − 𝑒−1൯ − ൫𝑒−1 − 𝑒1൯ = 2𝑒 − 2
𝑒Nebo

න
𝛾

d𝑠 =
1

න
−1

ට22 + (𝑒𝑟 − 𝑒−𝑟)2 d𝑟 =
1

න
−1

ඨ4 + 𝑒2𝑟 − 2𝑒𝑟−𝑟ถ
1

+𝑒−2𝑟 d𝑟 =
1

න
−1

ට(𝑒𝑟 + 𝑒−𝑟)2 d𝑟 =

=
1

න
−1

| 𝑒𝑟 + 𝑒−𝑟| d𝑟 =
1

න
−1

𝑒𝑟 d𝑟 +
1

න
−1

𝑒−𝑟ต
−𝑟=𝑤

d𝑟 = ቂ𝑒𝑟ቃ
1

−1
+ ቂ−𝑒−𝑟ቃ

1

−1
= … = 2𝑒 − 2

𝑒

Obsah 𝑃 části válcové plochyΦ ³ 𝑃 = න
𝛾

[𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)] d𝑠
s řı́dı́cı́ křivkou 𝛾 v rovině 𝑧 = 0 ,
tvořı́cı́mi přı́mkami rovnoběžnými s osou 𝑧 a vymezenými
plochami 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦) , 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) , 𝑔(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓(𝑥, 𝑦) ∀[𝑥, 𝑦] ∈ 𝛾

Když napřı́klad pro souřadnice všech bodů válcové plochy platı́:
𝑥 = 2 cos 𝑡 𝑦 = 2 sin 𝑡 𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩ 0 ≤ 𝑧 ≤ 3

tedy 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 , 𝑓(𝑥, 𝑦) = 3 a počı́táme plošný obsah válcové plochy, která má poloměr 2
a je vysoká 3. Podle vzorce počı́táme obsahpláště válce ⟹ 𝑃 = 2π𝑟𝑣 = 2π⋅2⋅3 = 12π

Ověřı́me si správnost úvahy:

𝑃 = න
𝛾
[𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)] d𝑠 =

2π

න
0
[3 − 0] ⋅ ඥ[2(− sin 𝑡)]2 + (2 cos 𝑡)2 d𝑡 =

= 3
2π

න
0
ඨ4 ⋅ ( sin

2 𝑡 + cos2 𝑡ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
1

) d𝑡 = 6
2π

න
0

d𝑡 = 6 ቂ𝑡ቃ
2π

0
= … 6 ⋅ (2π − 0) = 12π

³ Strana 9 ve skriptech: DANĚČEK, J., DLOUHÝ, O., PŘIBYL, O.: MATEMATIKA II – Křivkové integrály. Akademické
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Vypočtěte plošný obsah 𝑃 rotační válcové plochy

dané rovnicemi 𝑥 = 2 cos 𝑡 𝑥′ =−2 sin 𝑡
𝑦 = 2 sin 𝑡 𝑦′ = 2 cos 𝑡

𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩

a omezené plochami 0 ≤ 𝑧 ≤ 2 + √4 − 𝑥2

𝑃 = න
𝛾
[𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)] d𝑠 =

2π

න
0
ቂቀ2 + ඥ4 − 𝑥2ቁ − 0ቃ ⋅ ඥ[2(− sin 𝑡)]2 + (2 cos 𝑡)2 d𝑡 =

=
2π

න
0
ቂ2 + ඥ4 − (2 cos 𝑡)2ቃ⋅ඨ4 ⋅ ( sin

2 𝑡 + cos2 𝑡ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ
1

) d𝑡 =
2π

න
0
2⋅√4 d𝑡+

2π

න
0
ඨ4 ⋅ (1 − cos2 𝑡ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

sin2 𝑡
)⋅√4 d𝑡 =

= 4
2π

න
0

d𝑡 + 4
2π

න
0
| sin 𝑡| d𝑡 = 4

2π

න
0

d𝑡 + 4
π

න
0
(sin 𝑡) d𝑡 + 4

2π

න
π
(− sin 𝑡) d𝑡 =

= 4 ቂ𝑡ቃ
2π

0
+ 4 ቂ− cos 𝑡ቃ

π

0
+ 4 ቂcos 𝑡ቃ

2π

π
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 2π⟩ , proto
= 4 ⋅ (2π − 0) + 4 ⋅ [− cosπᇣᇤᇥ

−1
−(− cos0ᇣᇤᇥ

1
)] + 4 ⋅ ( cos2πᇣᇧᇤᇧᇥ

1
− cosπᇣᇤᇥ

−1
) = 8π + 16

Hmotnost křivky ⁴ 𝛾 : 𝑚 = න
𝛾

𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

kde 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) je měrná hmotnost/speciϐická hustota
(lana, řetězu, kabelu, …) ve tvaru křivky 𝛾 .

Určete hmotnost homogennı́ho (𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.)
oblouku (jednoho půlzávitu) šroubovice dané paramet‑
ricky:
𝑥 = cos 𝑡 𝑥′ =− sin 𝑡
𝑦 = sin 𝑡 𝑦′ = cos 𝑡
𝑧 = 𝑡 𝑧′ = 1

𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩

𝑚 = න
𝛾
𝜚 d𝑠 = 𝜚

π

න
0
ඨ(− sin 𝑡)2 + (cos 𝑡)2ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

1
+(1)2 d𝑡 =𝜚√2

π

න
0
d𝑡 = 𝜚√2 ቂ𝑡ቃ

π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto = 𝜚√2 (π − 0) = 𝜚√2π
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Těžiště hmotné křivky ⁵ 𝛾 , kde 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) je měrná hmotnost/speciϐická hustota

rovinná křivka: 𝑇 = ቈ
𝑆𝑦
𝑚 ; 𝑆𝑥𝑚቉ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∫
𝛾
𝑥 ⋅ 𝜚(𝑥, 𝑦) d𝑠

∫
𝛾
𝜚(𝑥, 𝑦)d𝑠

;
∫
𝛾
𝑦 ⋅ 𝜚(𝑥, 𝑦) d𝑠

∫
𝛾
𝜚(𝑥, 𝑦)d𝑠

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

prostorová: 𝑇=ቈ𝑆𝑦𝑧𝑚 ; 𝑆𝑥𝑧𝑚 ;
𝑆𝑥𝑦
𝑚 ቉ =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∫
𝛾
𝑥 ⋅ 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

∫
𝛾
𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

;
∫
𝛾
𝑦 ⋅ 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

∫
𝛾
𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

;
∫
𝛾
𝑧 ⋅ 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

∫
𝛾
𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

kde

• 𝑆𝑥, 𝑆𝑦 jsou statické momenty hmotné křivky 𝛾 vzhledem k souřadnicovým osám;
• 𝑆𝑥𝑦, 𝑆𝑥𝑧, 𝑆𝑦𝑧 jsou statické momenty křivky 𝛾 vzhledem k souřadnicovým rovinám.

Těžiště rovinné hmotné křivky

Určete těžiště kostry draka, která je vyrobena z drátu ten‑
kého průřezu o měrné hustotě 𝜚(𝑥, 𝑦) = 2 . Rozměry
kostry jsou na vedlejšı́m obrázku
Protože je kostra draka symetrická vzhledem k ose 𝑦 je
statickýmoment 𝑆𝑦 vzhledemk této ose roven nule. Sami
se následujı́cı́m výpočtem přesvědčte, že

𝑆𝑦 = න
𝛾
𝑥 ⋅ 𝜚(𝑥, 𝑦) d𝑠 = 0

Tedy 𝑥‑ová souřadnice těžiště je také nula: 𝑇 = [0 ; 𝑦𝑇] .
Zbývá určit 𝑦‑ovou souřadnici těžiště.

Křivka 𝛾 je složena ze třı́ jednoduššı́ch křivek: 𝛾 = 𝛼 ∪ 𝛽 ∪ 𝜅 ,

proto napřı́klad hmotnost určı́me:

𝑚 = න
𝛾
𝜚(𝑥, 𝑦)d𝑠 = න

𝛼
𝜚(𝑥, 𝑦)d𝑠 + න

𝛽
𝜚(𝑥, 𝑦)d𝑠 + න

𝜅
𝜚(𝑥, 𝑦)d𝑠 = 2න

𝛼
d𝑠 + 2න

𝛽
d𝑠 + 2න

𝜅
d𝑠

kde

𝛼 je úsečka s krajnı́mi body [−3 ; 4] , [0 ; 0]
𝛽 je úsečka s krajnı́mi body [0 ; 0] , [3 ; 4]
𝜅 je hornı́ polokružnice se středem [0 ; 4] a poloměrem 𝑟 = 3

⁵ Strana 11 ve skriptech: DANĚČEK, J., DLOUHÝ, O., PŘIBYL, O.: MATEMATIKA II – Křivkové integrály. Akademické
nakladatelstvı́ CERM, s. r. o. Brno, květen 2006, ISBN 80–7204–452–4.
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Jednotlivé křivky vyjádřı́me parametricky:

𝛼
𝑥 = −3𝑡 𝑥′ =−3
𝑦 = 4𝑡 𝑦′ = 4

𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩

𝛽
𝑥 = 3𝑡 𝑥′ = 3
𝑦 = 4𝑡 𝑦′ = 4

𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩

𝜅
𝑥 = 3 cos 𝑡 𝑥′ =−3 sin 𝑡
𝑦 = 4 + 3 sin 𝑡 𝑦′ = 3 cos 𝑡

𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩

Potom hmotnost kostry draka je:

𝑚 = 2න
𝛼

d𝑠 + 2න
𝛽

d𝑠 + 2න
𝜅

d𝑠 =

= 2
1

න
0

ඥ(−3)2 + 42 d𝑡 + 2
1

න
0

ඥ32 + 42 d𝑡 + 2
π

න
0

ඥ(−3 sin 𝑡)2 + (3 cos 𝑡)2 d𝑡 =

= ቌ2
1

න
0
√25d𝑡 + 2

1

න
0
√25d𝑡ቍ + 2

π

න
0
ඨ9( sin

2 𝑡 + cos2 𝑡)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
1

d𝑡 = 4 ⋅ 5
1

න
0

d𝑡 + 2 ⋅ 3
π

න
0

d𝑡 =

= 20 ቂ𝑡ቃ
1

0
+ 6 ቂ𝑡ቃ

π

0
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩ nebo 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto
= 20 (1 − 0) + 6 (π − 0) = 20 + 6π =̇ 38, 85

Statický moment 𝑆𝑥 kostry draka vzhledem k ose 𝑥 je:

𝑚 = 2න
𝛼
𝑦 d𝑠 + 2න

𝛽
𝑦 d𝑠 + 2න

𝜅
𝑦 d𝑠 =

= 2
1

න
0
4𝑡⋅ඥ(−3)2 + 42 d𝑡+2

1

න
0
4𝑡⋅ඥ32 + 42 d𝑡+2

π

න
0
(4+3 sin 𝑡)⋅ඥ(−3 sin 𝑡)2 + (3 cos 𝑡)2 d𝑡 =

= ቌ8
1

න
0
𝑡 ⋅ √25d𝑡 + 8

1

න
0
𝑡 ⋅ √25d𝑡ቍ + 2

π

න
0
(4 + 3 sin 𝑡) ⋅ ඨ9( sin

2 𝑡 + cos2 𝑡)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ
1

d𝑡 =

= 2 ⋅ 8 ⋅ 5
1

න
0
𝑡 d𝑡 + 2 ⋅ 3

π

න
0
(4 + 3 sin 𝑡) d𝑡 = 80 ቈ𝑡

2

2 ቉
1

0
+ 6 ቂ4𝑡 − 3 cos 𝑡ቃ

π

0
=

primitivnı́ funkce jsou spojité pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; 1⟩ nebo 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto

= 80ቆ12 − 0ቇ + 6 ൥(4π − 3 cosπᇣᇤᇥ
−1

) − (0 − 3 cos0ᇣᇤᇥ
1

)൩ = 40 + 24π + 36 = 76 + 24π =̇ 151, 4

76+24π
20+6π =̇ 3, 9 ⟹ Těžiště draka má (přibližně) souřadnice: 𝑇 = [0 ; 3, 9] .
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Těžiště prostorové hmotné křivky

Určete polohu těžiště homogennı́ho (𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡.)
oblouku (jednoho půlzávitu) šroubovice dané paramet‑
ricky:

𝑥 = cos 𝑡 𝑥′ =− sin 𝑡
𝑦 = sin 𝑡 𝑦′ = cos 𝑡
𝑧 = 𝑡 𝑧′ = 1

𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩
jestliže měrná hustota materiálu šroubovice je: 𝜚(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4

𝑚 = න
𝛾
4⏟
𝜚
d𝑠 = 4

π

න
0
ඨ(− sin 𝑡)2 + (cos 𝑡)2ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

1
+(1)2 d𝑡 =4

π

න
0
√2 d𝑡 = 4.√2 ቂ𝑡ቃ

π

0
= / d𝑠 = √2 d𝑡/

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto = 4 ⋅ √2 (π − 0) = 4π√2

𝑆𝑦𝑧 =න
𝛾
𝑥 ⋅ 4⏟

𝜚
d𝑠 = 4

π

න
0
cos 𝑡 ⋅ √2d𝑡 =4 ⋅ √2

π

න
0
cos 𝑡 d𝑡 = 4 ⋅ √2 ቂsin 𝑡ቃ

π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto = 4.√2( sinπᇣᇤᇥ
0

− sin 0ᇣᇤᇥ
0

) = 0

𝑆𝑥𝑧 = න
𝛾
𝑦 ⋅ 4⏟

𝜚
d𝑠 = 4

π

න
0
sin 𝑡 ⋅ √2d𝑡 =4 ⋅ √2

π

න
0
sin 𝑡 d𝑡 = 4 ⋅ √2 ቂ− cos 𝑡ቃ

π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto

= 4 ⋅ √2 ൥(− cosπᇣᇤᇥ
−1

) − (− cos0ᇣᇤᇥ
1

)൩ = 8 ⋅ √2

𝑆𝑥𝑦 = න
𝛾
𝑧 ⋅ 4⏟

𝜚
d𝑠 = 4

π

න
0
𝑡 ⋅ √2d𝑡 =4 ⋅ √2

π

න
0
𝑡 d𝑡 = 4 ⋅ √2 ቈ𝑡

2

2 ቉
π

0
=

primitivnı́ funkce je spojitá pro 𝑡 ∈ ℝ , tedy i pro 𝑡 ∈ ⟨0 ; π⟩ , proto = 2 ⋅ √2(π2 − 0) = 2π2√2

𝑇 = ቈ
𝑆𝑦𝑧
𝑚 ; 𝑆𝑥𝑧𝑚 ;

𝑆𝑥𝑦
𝑚 ቉ = ൥ 0

4π√2
; 8 ⋅ √2
4π√2

; 2π
2 ⋅ √2
4π√2

൩ = ቈ0 ; 2π ;
π
2቉
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