FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 1 ze @

1. Vypocitejte cirkulaci (kiivkovy integral druhého druhu pies uzavienou kiivku):

7€ (—x2y17+ xyzf) - d7 kde uzavicenakiivka y je kladné orientovana kruZnice,
y se sttedem S=[0;0] apolomérem r=2.

/x ER;y R/
Varianta - krivkovy integral

NapiSeme parametrické rovnice KkrivKky v, véetné prvnich derivaci:

x=2cost x' =—2sint
y =2sint y' =2cost jg(_x2yf+xy2f).d?=
t € (0; 2m) 14
2m

= f [—(Zcost)z-23intf+2cost-(25int)2f] - (=2sinti+2costj)dt =
0

2m 2m 2m
= f (16 cos? tsin® t + 16 cos® tsin’ t) dt = 8 f 4sin®tcos?tdt = 8 f(Z sint cost)?dt =
0 0 0

2m 1 =cos? 2t + sin” 2t 2m
. 2
=8f(sin2t)2dt= cos 4t = cos” 2t —sin” 2t | - (—1) :4[(1—005 4t )dt =
0 1 — cos 4t = 2sin® 2t = (sin 2t)? = 1mcosdt 0 at=w

2

2T
1 21
=4 [t — —sin 4tl = [4t — sin 4t] =
4 0 0

primitivni funkce je spojita prot € R, tedyipro ¢t €(0; 2m), proto

= <8T[— sin8n>—<0— sinO) =8n
0 0 -

Varianta - Greenova véta

Jsou-li splnény podminky Véty 3.2. (tzv. Greenova véta) na str. 17 skriptf], plati

g <an)cc,y) ~ 6Pg;,y)> dx dy = jgf(P(x,y),Q(x,y))' a7 = fp(x,y) dx + Q(x,y) dy
14

14

Ovérime podminky
e kiivka y je kladné orientovana jednoducha uzaviend krivka a je jedinou hranici oblasti Q
e funkce f ((P(x, y),Q(x, y)) je na této oblasti ohranic¢ené kiivkou y spojita, kde
P(x,y) = —x%y, Q(x,y) = xy*

1 DANECEK, J., DLOUHY, 0., PRIBYL, O.: MATEMATIKA II - K¥ivkové integrdly. Akademické nakladatelstvi
CERM, s.r1. 0. Brno, kvéten 2006, ISBN 80-7204-452-4.
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 2 ze @

0P(x,y) 0Q(x,y)
oy ' 0x

Pak %( . yl-|-x_‘y ] J‘f <6Q(x ,Y) aPé(;;:}’)) dxdy=f [yz_(_xZ)] dx dy =
Q Q

14

2
Zavedeme polarni souradnice X =0COoSQ
) asing /\
1J1=e
0 € (0; 2) K/
@ € (0; 2m)
21 2

=J (y2+x2)dxdy=j j(gzsin2<p+gzcosz<p)-£dg do =
0 171

e parcialni derivace jsou spojité na oblasti ohranic¢ené krivkou y.
) )

o*
(sin <p+c052<p)]9 -odo| dp = ]I l do =

primitivni funkce je spojita prop € R, tedyipro o €(0; 2), proto

pr1m1t1vn1 funkce je spojita pro @ € R, tedyipro ¢ €(0; 2m), proto
=4(2n—-0)=8m

2. Vypoéiteite cirkulaci (ktivkovy integral druhého druhu pres uzavirenou krivku):

i rd - v 77 v . v . , v .
f <ﬁ + j> - dr kde wuzavrenakiivka y je kladné orientovana kruZnice,
Ty se sttedem S=[0;0] apolomérem r=1.
Jestli to lze, pouzijte Greenovu vétu.

14

/x#0Vvy+0/

Ovérime podminky pouziti Greenovy véty

e krivka y je kladné orientovana jednoducha uzavrena krivka a je jedinou hranici oblasti ()
v nasem piipadé bod [0;0] € Q

¢ funkce f ((P(x, v),Q(x, y)) je na této oblasti ohranicené kiivkou y spojita, kde

1
P(x,y) = +2ﬂ@w—1

ovSsem v bodé [0;0] neni slozka P(x,y) atedy ani funkce f definovana, nelze tedy pouzit
Greenovu vétu.
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 3 ze @

ProtoZe vSak jsou splnény podmlnky Definice 3.1. (existence krivkového integralu ve vektoro-
vém poli) na str. 14 skrlpt@ a funkce f je spojita na orientovaném oblouku y vime, Ze

e - Z ird . -
jf-dr—f#(—x2+y2+]> dr
Y Y

existuje! NapiSeme parametrické rovnice krivky y, véetné prvnich derivaci:
X =cost x'=—sint .
. / [ -
y =sint y' =cost % —— 4| - dF =
x? +y?
t €(0; 2m) 14
2T > 2T

- - - 2m
+j -(—sinti+costj)dt=f(—sint+cost)dt= [cost+sint]0 =
0

i
- bf (cost)? + (sint)?

1

primitivni funkce je spojitiprot € R,tedyipro t € (0; 2m), proto

= <c052n+ sin2n>—<c050+ sinO) =0
1 0 1 0 -

3. Vypocitejte krivkové integraly

Jy = f (xf+ yf) A7 e = f (xf)+ yf) - dr kde kiivka y je tsecka
4 K a krivka k libovolna parabola.
/x ER; y ER/ Obé ktivky zacinaji vbodé A = [0;1] akoncivbodé B = [3;—4].

3. 1. Usecka

NapiSeme parametrické rovnice usecky v, véetné prvnich derivaci:

x =3t x'=3
y=1-5t y'=-5 Jy=f(x?+yf)-df=
te(0; 1) 14

1 1 1 1
- - - - 34t2
=“3ti+(1—5t)j]-(3i—51)dt=f(9t—5+25t) dt=f(34t—5) dtzl . —Stl =
0 0 0 0
primitivni funkce je spojita prot € R, tedyipro t € (0; 1), proto= (17 —5) — (0) = 12
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 4 ze @

3. 2. Parabola
NapiSeme parametrické rovnice paraboly k, naptiklad: 5x2 +9y —9 =0
x =3t x'=3
te(0; 1) 14

-

1 1 1
=f [3tf+ (1- 5t2)]] (37 —10t))dt =f(9t— 10t + 50¢%) dt =f(50t3 —t) dt =
0 0 0

2 5 primitivni funkce je spojitd prot € R, tedyipro t € (0; 1), proto

:<§_1>_(0):g

B lSOt4 tzll B
0

2 2

3. 3. Potencialni pole

Ovérime podminky podle véty 3. 5. na strané 22 skript

e kiivka y leZi uvnitt jednoduSe souvislé (s kazdou kruznici/kulovou plochou, kterd lezi v Q,
také cely vnitiek této kruznice/kulové plochy leZi v (1) oblasti Q: naptiklad kruh se stfredem
v pocatku a polomérem r =9, Q:x%+y%2<81;

e funkce f ((P(x, v,2),Q0(x,y,2),R(x,y, z)) je na této oblasti Q ttidy C?! (vsechny slozky této

vektorové funkce maji (=existuji) vSechny prvni parcidlni derivace v Q a tyto parc. der. jsou spojité):

daP P aQ aQ

P(x,y) =x, a=1, $=0, Q(x,y) =y, a=0, E=1

vSechny prvni parcialni derivace v () existuji a jsou spojité;
0P(x,y,z) 0Q(x,y,z) O0P(x,y,z) OR(x,y,z) 00Q(x,y,z) O0R(x,y, 2)

oy B ox ' 0z B ox ’ 0z - oy

coZ v naSem pripadé plati, protoze 0 = 0.

e plati

Pak existuje takova funkce V(x,y) (potencial nebo téZ kmenovd funkce) a plati:

B
[ 7 (P, 0w ) - a7 = [ Pey)dx + QGoy) dy = VG )T} = V(B - Vi)
Y A

oV (x,y) vV (x,y)

o P(x,y) y Q)
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL

aV(x,y)

Budeme hledat kmenovou funkci V(x, y): 3y =Q(x,y) =y

2
Ve = [yay =2 + g

6V(x,y)_ o,
Tox - P(x,y) = x=g"(x)
9'(x)=x
2

g(x)zfxdx=x7+c

g(x)

2 X2
V(x,y)=7+ 7+c

Tedy: fﬁ dr = x2+y2+ [3;_4]— 32+(_4)2+ 02+12+ =
edy: flx,y)-dr = 5 5 te > 5 c c|=
Y
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 6 ze @

4. Vypocitejte krivkovy integral v potencialnim poli

- 1 -
f(;?]_Z i— ;]) - d7 kde kiivka y zac¢indvbodé A =[2;1],koncivbodé B = [1; 2]
Y a neprotind osu y .
/x #0; yeER/

Ovérime, zda funkce f (x,y) popisuje potencialni pole:

e kiivka y leZi uvnitf jednoduse souvislé oblasti (napriklad kruh se stfedem v bodu A a polo-
mérem r=+3) Q:(x—2)>+(y—1)?<3;

b Yy op -2y oP 1 -1 00 1 GQ_O
(x,y)—xz, ox  x3 ' 9y «x2’ Q(x,y)—x, ox x2’' dy
vSechny prvni parciadlni derivace v ) existuji a jsou zde spojité;
o 1 00
dy x2  Ox
menova funkce: By xy) =

1
Ve == [ Sdy =4 g0

av(x,y) y ¥y .,

o Py =g=519®
9'(x)=0
gx)=c

—y gf_(ﬁgc\)
Vix,y) = - 7 (c)

2 L [y -2 -1 3
w2, (3)-(3)- 2
14 —
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 7 ze @
5. Vypocitejte krivkovy integral v potencialnim poli

f ((x +yz) i+ (y + xz)f+ (z + xy) 12) - dr kde kiivka y zac¢indvbodé A =1[0;0;0],
Y akonc¢ivbodé B =[1;2;3].

/xER;, yER; z€ R/

Ovérime, zda funkce f(x,y,z) popisuje potencialni pole:
e kiivka y lezi uvnitf jednoduse souvislé oblasti (napriklad koule se stfedem v
mérem r=8) Q:x?+y?+z%<64;

p . 6P_1 P 0P
(x,y,z) =x+yz, ax ay‘Z' oz Y’
aQ 2Q 2Q
Q(X,y,Z)—y+xz, E—Z’ 5_1’ E_x’
OR OR OR
R(x,y,z) =z+xy, — =1,

o = ) =X )] 5 -
ox 7’ dy 9z
vSechny prvni parcialni derivace v () existuji a jsou zde spojité;

pocdtku a polo-

aP_ _aQ aP_ _E)R aQ_ _aR
ay ‘T ax 0 8z YT ax 0 8z Ty
) aV(x,y,z)
Kmenova funkce: T =Q(x,v,z) =y +xz
y?

V(x,y,z)= | (y +xz)dy = > +xyz+ g(x,z)
wWV(x,yz) B _ dg(x,z)
T—P(x,y,z)—x+yz—yz+ ox

0g9(x,z) _

ox

2
g(x,z) = fxdx = % + h(2)

2 X2
V(x,y,2)= > +xyz + l7 + h(z)l

aV(x,y, z) ,
Q% =R(x,y,z)=z+xy=xy+h'(2)

h'(z)=z

72
h(z)=jzdz=7+c

2 X2 72
V(x,y,z)=7+xyz+—+ —+c

2 2

[1;2;3]

12 2 32
=<—+—+—+1-2-3

2 2 2

N X2 y? 72
Tedy:ff(x,y,Z)- df = |5+ 5 + 5 +xyz
2 2 2
14

[0;0;0]
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 8 ze @

6. Vypocitejte krivkovy integral v potencialnim poli

f (zi+ 0+ 2]+ @+y)k)- dF kde kiivka y za¢ina v bodé
Y a konci v bodé
/xER;, yER; z€ R/

=10;3;1],
=[2;6;0].

Se e N

Ovérime, zda funkce f (x,vy,z) popisuje potencialni pole:

e kiivka y lezi uvnitf jednoduse souvislé oblasti (napriklad koule se stfedem v pocdtku a polo-
mérem r=7) Q:x?+4+y?+2%2<49;

p B oP 0 P 0 oP 1
xy.2) =2 dx ay 9z
aQ 0Q aQ
— 1,2 — = —_— = —_— =
Qx,y,z) =y“+z I 0 3y 2y P 1
R . oRrR 1 R 1 oRrR 0
yz)=x+y ox dy 0z
vSechny prvni parcialni derivace v () existuji a jsou zde spojité;
aP_O_aQ aP_l_aR aQ_l_aR
dy ox ' dz = Ox ’ dz 0y
) aV(x,y,z)
Kmenova funkce: T ax - P(x,y,z) =z
V(ix,y,z)= j zdx =xz+g(y,z)
av(x,y,z) B B a9y, 2)
a—Z—R(x,y,Z)—x+y—x+ 57
090, 2) _
0z
902 = [ ydz = yz+ b
V(x,y,2) =xz+ [yz+ h(y)]
aV(x,y, z) ,
o =00y ) =y 2=z )
W) =y?
y3
ho) = [y2ay =%+

3
Vix,y,z)=xz+yz+ (% +c>

] 6° 33
=12-0+46-0+—)—-(0:-1+3-14+— | =60
| 3 3 f—
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[
3
Tedy: f f(x,y,z)-dr = Ixz +yz + y?l
[
14
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 9 ze @

7. Vypocitejte krivkovy integral v potencialnim poli

[0;0;0],

f ((3x2y2 —2z%) 1+ 2x3yj — 8x23 l_c)) - d7 kde ktivka y zalini v bodé
[1;1;1].

Y a konci v bodé
/xER;, yER; z€ R/

A=
B =

Ovérime, zda funkce f (x,vy,z) popisuje potencialni pole:

e kiivka y lezi uvnitf jednoduse souvislé oblasti (napriklad koule se stfedem v pocdtku a polo-
mérem r=2) Q:x2+y?+z2<4;

oP oP 0P

« P — 3x2y2 _ 244 o _ 2 g2 o _@a,3
(x,y,z) = 3x°y z I 6xy 3y 6x°y e 8z
a0 90 a0
= 2x3 — = 6x2 — =2x3 — =
Q(x,y,2) x°y Ix 6x°y 3y x PP 0
R P 6R_83 aR_O R 2 dxs?
(x,y,z) = —8xz 5 = 8z 3y~ PPl Xz
vSechny prvni parciadlni derivace v () existuji a jsou zde spojité;
daP 0 oP OR 0 OR
o—=6x2y=—Q , —=—8Z3=— , —Q=O=—
dy dx 0z dx 0z dy
aV(x,y,z
Kmenova funkce: (6—yy) =Q(x,v,z) = 2x3y
y?
V(x,y,z)= j 2x3ydy = 2x37 + g(x,2)
V(x,y,z) 2,2 4 2,2, 99(%,2)
o = P(x,y,z) =3x*y* — 2z* = 3x*“y +T
ag(x,
9%2) s
dx
g(x,2) = f —2z%dx = —2xz* + h(2)
V(x,y,z) = x3y% + [-2xz* + h(2)]
aV(x,y,z
(a—zy) = R(x,y,7z) = —8xz3 = —8xz3 + h'(2)
h'(z)=0
h(y)=c
V(x,y,z)=x3y? — 2xz* + (c)
S 1;1;1]
Tedy: ]f(x, y,z)- dif = [x3y2 — 2xz4][0_0l0] =(1%-12-2-1-1%)-(0)=-1
y 0; —
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FAST - Krivkovy integrdl ve vektorovém poli, POTENCIAL 10 ze @

8. Vypocitejte krivkovy integral v potencialnim poli

[1;1;1],

2 y 2 1 y > S " v s "
f 3x“ — [+ k |- dr kde krivka y zacinavbodé A =
akon¢ivbodé B =[2;2;2].

c+22| T x+z) T +2)?

/xER, yER;, z# —x/

Ovérime, zda funkce f(x,y,z) popisuje potencialni pole:
e kiivka y leZi uvnitf jednodusSe souvislé oblasti (napriklad koule se stfedem v bodu B a polo-
méremr=2) Q:(x—2)2+W—-2)2%+(z-2)?%<4;

p 3,2 0P_6+ 2y op -1 P 2y
(ry,2) =3x +2)? ox @+23 9y (x+2? 0z (x+t2)?
a0 -1 aQ 2Q -1
= _— _— = 0 _ = —_—
Q(X;Y;Z) X+ z Ox (x+y)2 ay 0z (x+y)2
. oy OR 2y R -1 OR 2y
(x,y,2) = (x + 2)? ox (x + 2)3 dy o (x+y)? 0z B (x + z)3
vSechny prvni parciadlni derivace v  existuji a jsou zde spojité;
apP _ -1 _ aqQ daP _ 2y _ JOR aq _ -1 _ OR
dy  (x+z2?2 ox ' 0z (x+23 ox ' 0z  (x+y)2 ady
K { funkee: wV(x,y,z) B
menova funkce: y Qx,y,z) = Ytz
_ _ Y
V(x,y,z)—fx_i_zdy— popp +9(x,2)
ov(xyz) _ Reoyz) = ——2 = 09 (x,z)
9z g4 (x+2)2  (x+2)2 9z
ag(x,
gx2) _
0z
g(x,z) = h(x)
V(x,y,2) = —— + [h(x)]
T X+ 2z
aV(x,y, z) y -y
_ ‘=P — 2 _ — 1
0x (x,y,2) = 3x (x+2)? (x+2)? R
h'(x) = 3x?
3x3
h(x)=f3x2dx= — tc
V(x,y,2z)= A + (x3 + C)
X+z
[2;2;2] 2 1
= - y
Tedy: ,y,2) - dFf = 3] =—+23|-—+13)|=
edy ff(xyZ) ar [x+Z+x [1;1;1] <2+2+ ) <1+1+ > Z
Y

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



