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Uvod

Jednou z nejpouzivanéjSich matematickych disciplin jak v prirodnich védach tak v technickych védach
jsou diferencidlni rovnice. Obycejna diferencialni rovnice vyjadruje vztah mezi hledanou funkci jedné
proménné (vétSinou oznacovanou y(x) nebo jen y),jejimi derivacemi a nezavislou proménnou (vét-
Sinou oznacovanou x).V nejjednodussi formeé jste se s nimi setkali jiZ u neurcitého integralu, kdy jste
vlastné resili rovnici:

y'=fx)
dy
= = /@
dy = f(x)dx
fdysz(x)dx
y=F(x)+c

S feSenim diferencialnich rovnic jsou spjaty tyto zakladni otazky:
Existence — kdy ma diferencialni rovnice reSeni .

Jednoznac¢nost — kdy danym podminkdm vyhovuje pravé jedno partikularni resent.

Metody FeSeni — nasledné budeme probirat pouze nékteré typy diferencidlnich rovnic.

Touto (stejné jako i nasledujici) otdzkou se nebudeme zabyvat vzhledem k tomu, Ze je probirdna na prednaskach a
v literature (napt. DIBLIK, ]., PRIBYL, O.: Obycejné diferencidini rovnice. Brno : VUT v Brné, Fakulta stavebni, 150 s., 2004.
ISBN 80-214-2795-7)
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Linearni diferencialni rovnice 1. radu y +g(x)-y=nh(x)
Priklad 1. Najdéte vSechna feseni diferencialni rovnice: y' =2y =x xER; yeER
1. PridruZena homogenni rovnice y' —2y=0 je separovatelna.
y' =2y =0
y' = 2y y#0
d
= 2dx
y
d
= ] 2dx
y
In|y|—In|c| = 2x c*+0
In %] = 2x vhodnou volbou znaménka ¢
In Y 2x
c
Y _
c
y = c-e?*
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Ovéreni podminky: ¢ =0 = y=0 = w =
0—-2-0=0 resime pridruzenou homogenni rovnici
Obecné reSeni homogenni rovnice je: yy = c - e?* VceR

Ke stejnému vysledku bychom se dopracovali i pomoci charakteristické rovnice A1 —2 =0, (pro-
toZe zadana rovnice ma konstantni koeficienty) tak, jak bude ukazano u rovnic vyssiho radu. Stejné tak
bychom také mohli odhadnout partikularni reSeni nehomogenni rovnice yp, = ax + b a postupo-
vat metodou neurcitych koeficientli (protoze jde o rovnici se specialni pravou stranou) jak také bude
ukazano u rovnic vyssiho radu, ale my pouzijeme obecnéjsi postup.

2. ReSeni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

yy = c-e** konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)

y = K(x)-e**
y' = K'(x) -e** +K(x)-e** -2

A po dosazeni do ptivodni rovnice:

[K'(x) - €2* + 2K (x) - e?*] — 2 [K(x) - e¥*] = «x
K'(x)-e** = x
K'(x) = xe™%*

obssh B B B B @220B  [Gobr/Okid 7
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1 1 1 1
K(x) = fxe_zx dx = . = [——xe‘le —f ——e X dx = —_xe P __eg 2 ¢
ul =1 V= e—2x 2 2 2 4
1 1
K(x) = —Exe_zx - Ze_zx +c
1 1
y = (—Exe_zx - Ze_zx + c) e

IR S SN S

y = —ox— et =ce 5=

yH N———— ™

yp

Obecnym reSenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice y' —2y =x
: 2x 1

je funkce f(x):y=ce”* —=—— VceR,

pricemz

yy oznacuje obecné reSeni pridruzené homogenni rovnice;

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.
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Linearni dif. rovnice n. fadu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

— HOMOGENNI
Priklad 2.a Najdéte vSechna resSeni diferencialni rovnice: y” — 5y’ + 6y =0
Reseni:
1. PiidruZena charakteristicka rovnice: A2 —-51+6=0

Pro pripomenuti: kofeny mohou byt pouze ¢isla +1; +£2; +3; +6.

OvsSem v tomto pripadé je ur¢cime pomoci rozkladu (A —=3)(A—2) =0
nebo podle vzorce

—(-5)++/(=5)2—-4-1-6 5++25-24
Mz = 21 - 2

Tedy

2. Obecné ireseni homogenni rovnice: = ¢ e3% 4+ ¢, e2%
H = C1 2

1 B B B B B  [eldobr/Oknd 9
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Priklad 2.b Najdéte vSechna feSeni diferenciadlni rovnice: y" + 3y" + 3y’ +y =0

Reseni:
1. PiridruZena charakteristicka rovnice: AB+32+31+1=0

Kofeny ur¢ime pomoci rozkladu (1+1)3 =0

1 =-1 yp=e ¥
1, =-1 y,=e ™
A3 =—1 y; =e ¥

2. Obecné Feseni homogenni rovnice: yy = c;e™ + coxe™ + c3x%e™

nebo
yu = (c1 + c3x + c3x2%) - e7*

C1,Cy,C3 ER
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Priklad 2.c Najdéte viechna fe$eni diferencialni rovnice: y®* —y =0

Reseni:
1. Piridruzena charakteristicka rovnice: A—1=0

Kofeny uréime pomoci rozkladu (12 —1)-(A2+1)=A—-1)-A+1)-(A2+1)=0

=1 y, =e'¥
1, =-1 y, =e ¥
Azq = i V34 = e(0£1.0x

y; = e . cos 1x
y, = e%% - sin1x

2. Obecné reSeni homogenni rovnice: yy = c;e* + c,e™* + c3cosx + ¢4 sinx

C1,C2,C3,C4 ER
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Priklad 2.d Najdéte viechna feSeni diferencialni rovnice: y® +2y” +y =10

Reseni:
1. Piridruzena charakteristicka rovnice: AM4+224+41=0

Koreny ur¢ime pomoci rozkladu (4% +1)2 =0

Ayp = % Yi;2 = e(01.0x
y; = e%* . cos 1x
y, = €% - sin1x

Azq = i Y34 = e(0£1.0x
y; = e%% - cos 1x
ys = e%% - sin1x

2. Obecné reSeni homogenni rovnice: yy = c;cosx + ¢, sinx + c3x cosx + c4x sinx

C1,C2,C3,Cy4 eER

Obsah BE H H H = [Celg obr/Oknd s 12
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Priklad 2.HS Najdéte vSechna fe$eni diferencialni rovnice: y& —4y® 42y +10y" —7y'—10y = 0

Reseni:
1. PfidruZena charakteristicka rovnice: A°— 42+ 223 4+10A2—-71-10=0

Kofeny mohou byt pouze ¢isla +1; +2; +5; +10. Zda jsou to koreny ovérime pomoci Hornerova sch.

HS| 1 -4 2 10 -7 -10
111 -3 -1 9 2 -8
-1 1 -5 7 3 =10 0 4 =-1

(A5 — 42% + 223 + 1042 = 71— 10) = (A + 1)(A* — 513 + 722 + 31 — 10)

HS| 1 -5 7 3 -10
-10 0 Ay =~—1
(A° —42* + 22° + 1024* = 71— 10) = (A + 1)*(2* — 64* + 131 — 10)

I
—_
—_

|
(@)}
—_
w

HS| 1 -6 13 -10
-1| 1 -7 20 —30
2/ 1 -4 5 0
a b c A3 =2

(A5 —42% + 223 + 1042 — 74 — 10) = (A + 1)2(A — 2)(A% — 414 + 5)

Obsah BE H H H = [Celg obr/Oknd s 13
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—b +Vb?% — 4ac
Ays = 2a -
—(-4)+/(-4)?-4-1-5 44+V16—-20 4+V—4 4+iVd 4+2i .
2-1 2 2 2 2

/11 == _1 y1 — e_lx

/12 -1 Vo = e—lx
ya = e?* - cos 1x
ys = e** - sin 1x

2. Obecné Feseni homogenni rovnice: yy = c;e™ + c,xe™ + c3e2* + ¢, e?* sinx + cse?¥ cosx

C1,Cq,C3,C4,Cs € R

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 14



N.fédllskonst.koef.:E,E,,E,E,E,B,E,ﬂ,ﬂ ,E—Islozend M'Va"acd'(onsula'!ﬂl

Priklad 2.e Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y” —y' =0

Reseni:
1. Piridruzena charakteristicka rovnice: 2B—-21=0

Kofeny uréime pomocirozkladu A-(12-1)=2-A—-1)-(A+1) =0

A=0 yy=e¥=¢e%=1
AZ = 1 yz = elx
A3 =—1 y; =e ¥
2. Obecné ireSeni homogenni rovnice: yy = c¢; + c,e* + cze™ €1,C2,C3 ER

Obsah BE H H H = [Celd obr,/Oknd s 15
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Priklad 2.f Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice: y” —y" =0

Reseni:
1. PridruZena charakteristicka rovnice: AB-212=0

Kofeny ur¢ime pomoci rozkladu 22-(1—1) =0

A=0 yy=e*=¢e0=1
1, =0 y, = e
A3 =1 y; = e'*
2. Obecné ireSeni homogenni rovnice: yy = c; + c,x + c3e* €1,C2,c3 ER

Obsah BE H H H = [Celg obr/Oknd s 16
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Priklad 2.g Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y” +y’' =0

Reseni:
1. Pridruzena charakteristicka rovnice: B+21=0
Kofeny ur¢ime pomocirozkladu 1-(42+1) =0

=0 yy =e*=e0 =1
Apz = i Y2;3 = e(0+1.0x

y, = e . cos 1x
y; = e%% - sin 1x

2. Obecné reSeni homogenni rovnice: yy = c¢; + ¢, cosx + c3sinx Cq,C,63 ER

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 17
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Priklad 2.h Najdéte viechna fe$eni diferencilni rovnice: y(™ + 2y® +y” =0

Reseni:
1. PiridruZena charakteristicka rovnice: AT422°+23 =0

Kofeny uréime pomoci rozkladu 13- (A*+222+1)=23- (12 +1)2 =0

A, =0 yy=e*=e0 =1
A, =0 y, = e™

A3 =0 y; = 0%

Ays = +i Va5 = QLD

ys = e%% - cos 1x

ys = e%% . sin 1x

— JLf — a(0x1.0)x
16;7 - il :V6;7 - e( )

0x

Yo =€ - cos lx

y, = e%% - sin 1x

2.0becné feseni homogennirovnice: vy = ¢; +cyx+c3x% +¢4 oS x+cs Sin x+cgX cos x+cyx sinx

C1,C2,C3,C4,C5,C6,C7 ER

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd  « 18
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Priklad 2. HS2 Najdéte viechna fe$eni diferencialni rovnice: y® —y” —7y" +y' + 6y =0

Reseni:
1. PiridruZena charakteristicka rovnice: M- -7224+214+6=0

Kofeny mohou byt pouze ¢isla +1; +2; +3; 6. Zda jsou to koieny ovérime pomoci Hornerova sch.

HS 1 -1 -7 1 6
111 0 -7 -6 0 =1 M-LB-T2+14+6)=A-1DA3-71-6)
HS 1 0 -7 -6
1 1 -6 -6 —12
1l 1 -1 -6 0 iy = =il A-DA+ 1A —1—6) =
=A-DA+1)(1+2)(A-3) =
=1 y, = el¥
A, =-1 y, =e ¥
A3 = =2 y; = e ¥
Ay =3 Va = 3

2. Obecné reSeni homogenni rovnice:

Yy = c1€° + coe7* + c3e7 ¥ + ¢ e3¥

B H H H H

€1,C2,C3,C4 ER
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Priklad 2. HS3 Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: 2y” — 7y" + y' + 10y =0

Reseni:
1. PiridruZena charakteristicka rovnice: 23 —7224+24+10=0

Kofreny mohou byt pouze ¢isla +1; +2;+5;+10; i%; ig.
Zda jde skutecné o koteny si ovérime pomoci Hornerova schematu.

HS| 2 -7 1 10
1] 2 -5 —4 6
-1] 2 -9 10 0 A =-1 Q23 =722 +2+10) = (A + 1)(242 — 91 + 10)
1, = 10
—(=9)++/(-9)2—-4-2-10 9++/81—280 2= 7
AZ;3 = = =
2.2 4 1. = B
37 4
Al = _1 yl = e_x
5 Ex
12 = 5 Yy = ez
A3 =2 y; = e**
o)
2. Obecné Feseni homogenni rovnice: y, = ce™ ™ + ce2” + c3e?* €1,C3,C3 ER

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s« 20
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Linearni dif. rovnice n. fadu s KONSTANTNIiMI KOEFICIENTY
— SPECIALNI PRAVA STRANA

y" + 4y = e* cos 2x
Priklad 3.a Najdéte reSeni pocatecni ulohy y(0)=1
y'(0)=0

ReSeni:
1. PfidruZena homogenni rovnice: y”" +4y =0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice: 12 +4 =0

Ao =120 y1p = e(0£20x
Y, = sin 2x
Y5 = COS 2X
3. Obecné reSeni homogenni rovnice: Yy = €4 Sin 2x + ¢, cos 2x

Obsah BE H H H = [Celg obr/Oknd s 21
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4. Odhadnuté partikularni reseni y"” + 4y = e*cos2x = ielx cos 2x
a
= vyp = (ae*cos2x + be*sin2x)x*, kde k jenasobnostkofene 1+ 2i v charakteristické

rovnici. V nasem pripadé neni 1+ 2i korenem, proto k = 0. Tedy

yp = (ae*cos2x + be* sin 2x)x°
Yp = ae*cos2x + be*sin2x
yp = e*(acos2x + bsin2x)

yp = e*(acos2x + bsin2x) + e*(—asin2x - 2 + b cos 2x - 2)

yp = e*[(a+ 2b)cos2x + (b — 2a) sin 2x]

yp = €*[(a+ 2b)cos2x + (b —2a)sin2x] + e*[—(a + 2b) sin2x - 2 + (b — 2a) cos 2x - 2]
yp = €e*[(—3a+ 4b) cos2x + (—3b — 4a) sin 2x]

A po dosazeni

{e*[(—3a + 4b) cos 2x + (—3b — 4a) sin 2x]} + 4e*(a cos 2x + b sin 2x) = e* cos 2x | : e*
(=3a + 4b) cos 2x + (—3b — 4a) sin 2x + 4a cos 2x + 4b sin 2x = cos 2x
(a +4b) cos2x + (b — 4a) sin 2x = cos 2x

x=0: (a+4b) cos0+(b —4a) sin0 = cos0
1 0 1
x==: (a+4b)cosE+(b—4a)sinE=cosE
4 2 2 2
0 1 0

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 22
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a+4b=1

b—4a=0
a+4b=1 |.4

—4a+b=0

17b = 4

4

b=17

a+44 1

17 1

||_a 17

1 4
yp = ae* cos 2x + be* sin 2x = 1—7ex cos 2x + 1—7ex sin 2x

5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice: y=yg+Yyp

X
y = cqSin2x + ¢, cos 2x + %(cos 2x + 4 sin 2x)

y’=c1c052x-2—czsin2x-2+%(c052x+4sin2x)+i—j(—sin2x-2+4c052x-2)

Obsah BE H H H = [Celg obr/Oknd s« 23



N.fddus’(onst.koeﬁ:E,E,,E,E,E,B,E,E,E ,E—Islozend Wl-vanacdkonst.l,E,,E,E

6. Partikularni reSeni vyhovujici podminkam: y(0)=1 y'(0)=0

y(0)=1: 1 = ¢;sin0+c,

1
50+ﬁ e%(cos 0 +4 sin0)
0 1 T 1

(0]
~——
0

1

1 = C2+1_7
16
Il c, = 17

e’ e’
y'(0)=0: 0 = c1c050-2—czsin0-2+ﬁ(c050+4sin0)+E(—sin0-2+4c050-2)

0=2C1+1—7+1—7
_ 9
ﬁ_ 34

Hledané partikularni reSenti je

= — 2 Sin2x + —o c0S 21 + ~=e¥ COS 2% + —e¥ sin2
y = 3451nx 17COS)C 176 COS 2X 176 Sin 2x

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 24
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Priklad 3.b Najdéte vSechna reseni diferencialni rovnice y'+y' —2y—6e* =0

Reseni:
y'+y' =2y =6e"

1. PridruZena homogenni rovnice:
y't+y' —2y=0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice: 241—2=0
ma rozklad
1-1)-(1+2)=0

— — plx
/11 =1 Yy =€
— — @58
Ay = =2 Y, =e
3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: yy = c1€° + cpem %
4. 0dhadnuté partikularni feseni yp : w=6e*-1 =6e'*coslx
[o99)
a

= yp = (ae'™)x*, kde k jenasobnostkofene 1+0i =1 v charakteristické rovnici.V naSem
piripadé je 1 jednonasobnym korenem, proto k = 1. Tedy

yp = (ae¥)x!
yp = (ax)-(e")
obsah KB B B B 2B [elGobr/Oknd s 25
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yp = ae* + axe®

yp = ae* +ae* + axe*

A po dosazeni

(ae* + ae* + axe*) + (ae* + axe*) — 2(axe*) — 6e* =

3ae* —6e* =0 | : e*
3a=06
a=2
Partikularni FeSeni nehomogenni rovnice: yp = 2xe*
5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice: y=yy+Yp
y =ce* +ce7 +2xe* ¢, ER
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Priklad 3.c Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice y" —4y' — 5y = (2x + 3) e**

Reseni:
1. PiidruZena homogenni rovnice: y" —4y’'—5y =20
2. Pridruzena charakteristicka rovnice: 12 —-41—-5=0

ma rozklad
A+1)-(1-5=0

A =-1 y=e ¥
/12 =5 Yo = esx
3. Obecné reSeni homogenni rovnice: yy = cpe * +c, e
4. Odhadnuté partikularni feseni yp : w=Q2x+3)e**-1 =(2x+ 3 e?* cos Ox
a b

= yp = (ax + b)e?**x*, kde k jenasobnostkofene 2+ 0i =2 v charakteristické rovnici.
V nasem pripadé neni 2 korenem, proto k = 0. Tedy
yp = (ax+b)e?*x°
y» = (ax +b)-e?*
yp = ae** + (ax + b)e** -2 = (2ax + a + 2b) e**
yp = 2ae®* + (2ax + a+ 2b)e?* -2
ohssi B B B B 0B [FGobr/Oknd s 27
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A po dosazeni

[2ae** + 2(2ax + a + 2b) e?*]| — 4 [(2ax + a + 2b) e**| — 5[(ax + b) e**] = (2x + 3) e** : e2¥
2a +4ax + 2a+4b —8ax —4a —8b — 5ax —5b = 2x + 3
—9ax —9b=2x+3

xl: —9a =2
x0 —9bh =3
o ] : 2 1
Partikularni reSeni nehomogenni rovnice: Yp = — ( g * + §> e2*
5. Obecné ireseni nehomogenni rovnice: Y=yy+Yp
— 7% 5x 2 1 2x
Yy =ce "+ et — §-x+§ e c1,C ER

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s« 28
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Priklad 3.d Najdéte vSechna reseni diferencialni rovnice y" —4y' + 4y = (2x + 3) e**

Reseni:
1. PfidruZena homogenni rovnice: y" —4y’' +4y =0
2. Pridruzena charakteristicka rovnice: 12 —41+4=0

ma rozklad

(A—2)2=0
A = y, = e**
Ay = y, = e**
3. Obecné Feseni homogenni rovnice: Yy = ¢ e2¥ + c,x e2%
4. 0dhadnuté partikularni feseni yp : w=02x+3)e**-1 = (2x+3) e’* cos Ox
a b

= yp=(ax+b)e**-x¥, kde k jenasobnostkofene 2+ 0i =2 v charakteristické rovnici.
V nasem piipadé je 2 dvojnasobnym korenem, proto k = 2. Tedy
yp = (ax + b)e?*x?
yp = (ax3+ bx?)-e**
yp = (3ax? + 2bx)e?* + (ax3 + bx?)e?* - 2 = (2ax3 + 3ax? + 2bx? + 2bx) e%*
yp = (6ax?+ 6ax + 4bx + 2b) e** + (2ax3 + 3ax? + 2bx? + 2bx)e** -2 =
= (4ax3 + 12ax? + 4bx? + 6ax + 8bx + 2b) e**

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 29
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A po dosazeni

[(4ax® + 12ax? + 4bx? + 6ax + 8bx + 2b) e**] —

—4[(2ax® + 3ax? + 2bx? + 2bx) e?*] + 4 [(ax® + bx?) e?*]| = (2x + 3) ** e?*
6ax +2b=2x+3
7" g 6a =2
x0 2b=3
i , : 1 3
Partikularni FeSeni nehomogenni rovnice: =3 x3 + 7 -x? e
e , . 1 3
5. Obecné ieSeni nehomogenni rovnice: y=yy+yp =cre¥+cyxe?* + = x3 + 5 x%)e?*
nebo
1 3
—x3+=-x*)e”* ¢, ER

y = c1+czx+3 >

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s« 30
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Linearni dif. rovnice n. fddu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
— PRAVA STRANA je sloZena ze SPECIALNIch ¢asti

Priklad 4. Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice: y" +2y" +y' =x%+sinx

ResSeni:
1. PridruZena homogenni rovnice:
ylll + Zy” + yl — 0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

AB+22+21=0
A2 +21+1)=0

AA+1)%2=0
/‘{1:0 y1=eo'x=1
1, =-1 Y, =e ¥
A3 =—1 y3 =e ¥
3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: Yy =C1 + e + c3xe”™

Obsah BE H H H = [Celg obr/Oknd s 31
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Dale mtizeme pokracovat bud metodou variace konstant nebo odhadnout partikularni reSeni pomoci
neurcitych koeficient.
n n ! — 2 ]
y'+2y"+y x“+ sinx
1 2
ProtoZe prava strana zadané rovnice je sloZena ze dvou specialnich ¢asti, pouZijeme princip superpozice

a odhadneme partikuldrni feseni pro kazdou ¢ast zvlast.

4. Odhadnuté partikularni feseni  y, = yp + yp,

Pro prvni ¢ast pravé strany: w=x?-1-1 =(1x*+0x+0) e’ cosOx
a b c
= Yp, = (ax? + bx + c)x* ,kde k jenasobnostkofene 04 0i=0 v chrakteristické rovnici.

V naSem piipadé je 0 jednondsobnym korenem, proto k = 1. Tedy
yp, = (ax*+bx+c)x

yp, = ax®+bx?+cx

Yp, = 3ax®+2bx+c
yp, = 6ax+2b

yp, = 6a a po dosazeni

(6a) + 2(6ax + 2b) + (3ax? + 2bx +¢) = x?
3ax? + (12a+ 2b)x + 6a+4b +c = x?
Gl 3a =

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 32
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lla = .
— 3
x 12a+2b = 0
12-=+4+2b = 0
2b = —4
lIb = =2
x° 6a+4b+c = 0
6-%+4(—2)+c =0
2—-8+c =0
lle = 6
-
| yp, = ?—2x2+6x
Pro druhou ¢ast pravé strany: w=1-1-sinx = }J-eox -sin 1x
= yp, = (asinx + bcos x)x*  kde k je nésobnostakof‘ene 0+ 1i = +i v chrakteristické
rovnici. V naSem pripadé neni i korenem, proto k = 0.Tedy
yp, = (asinx+ bcosx)x®
yp, = asinx+ bcosx

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 33
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!
Yp,

n
yp,

a po dosazeni Vp,

acosx — bsinx
—asinx — bcosx

—acosx + bsinx

(—acosx + bsinx) + 2(—asinx — b cosx) + (acosx — b sinx) sinx
—2asinx — 2b cos x sin x
x=0: —2a sin0—2b cos0 sin 0
0 1 0
—2b 0
|| b 0
L _ i 2h ™ T
x=g: a sin > cos - sin -
1 0 1
—-2a 1
1
lla = -
1.
1, = —sinx
x3 , 1
Yp = Yp, tYp, =?—2x + 6x — = sinx
Dbsah B H H H =

w 34
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5. Obecné reseni nehomogenni rovnice: Yy=yy+Yp
3

X
y=cl+cze_x+c3xe_x+?—2x2+6x—§sinx C1,Cy,Cc3 ER

Obsah BE H H H = [Celd obr,/Oknd s 35



N. radu s konst. koef.: HomogenlP? ,B,4,H,8,68,4,8,A,8 Bpec)pravdktr], @ —kloZend M-variace konst), B, A, B, B

Linearni dif. rovnice n. fadu s KONSTANTNIMI KOEFICIENTY
— METODA VARIACE KONSTANT

ex

Priklad 5. Najdéte vSechna reSeni diferencidlni rovnice y'=2y'+y=
x2+1

Reseni:

1. PridruZena homogenni rovnice:

y'=2y"+y=0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

A2-22+1=0
(A-1)2=0
M=1 y =e¥
=1 y,=e
3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: Yy = c1€* + cyxe*
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4. Variace konstant: Konstanty ¢; nahradime vhodnymi funkcemi K;(x) (pro prehlednost budeme
vynechavat oznaceni proménné) a dosadime do piivodni rovnice

X

" _ oy —
Y/ yry x2+1

yy = c1e¥ + cyxe*
y =Ki(x) - [e*] + Kp(x) - [xe*] = K; - (¥) + K; - (xe”)
y' =Ki-(€¥) + Ky - (") + K - (xe¥) + Ky - (xe)’
y' =Kie* + K;e* + Kyxe* + K, - (1e* + xe*)
za podminky: Kje* + K;xe* =0
y' =K,e* + K,(e* + xe¥)
y" =Kje* + Kie* + K;(e* + xe*) + Ky [e* + (e* + xe¥)]

A po dosazent:

[K1(e) + Kie* + Ky (xe*)" + K, (2e* + xe*)] — 2[K ¥ + K, (e* + xe*)] + [K;1e* + Kyxe¥] =

x2+1

X

Ki(e¥) + K;(xe*)' + K (e* — 2e* + e*) + K, (2e* + xe* — 2e* — 2xe* + xe*) = xfﬂ
¢ AXY! ! xy — &

Ki(e*) + Ky (xe*)" = ey

Formalni sestaveni systému:

Kie* + Kjxe* =0
eX
x24+1

Ki(e®) + K3(xe*)' =

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 37
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Kie* + Koxe*=0 |-(-1)
X

Kie* 4+ Kj(e* + xe¥) = —

x2+1
K'eX = & : eX
2 x2+1
1
K, =
” 2 x2+1

A po dosazeni do prvni rovnice systému

1 x

I A X X — .
Kie* + S xe’ = | : e
r_ X
X 1 2x 11 f'(x 1
Ki=—| 5——dx=—% | 5>——dx=|—3 dx | = —=In(x2+1 =—Invx?+1
1 jx2+1x ij2+1x | > f(x)x 2n(x+)+<:1 nvxc+1+c¢
o [ et
2= | gy dr=arctgx+c,
5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice: y = (—Invx?+ 1+ c;)e* + (arctgx + c;)xe*

y = c1e* + cxe* + e*(—In+/x? + 1 + xarctg x) c1,c; ER
Vi Vp
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Priklad 5.b Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y" +2y" +y' =x?

Reseni:
1. PridruZena homogenni rovnice:

y”l + zy” + yl = 0
2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

B +22+1=0
AA2+21+1)=0

A2+ 1)%2=0
11:0 y1=eo'x=1
=-1 y=e™
3=-1 yz=e™
3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: Yy =C1 +cpe”* + c3xe™

Dale mtizeme pokracovat bud metodou variace konstant nebo pdhadnouf partikularni reSeni pomoci
neurcitych koeficientii protozZe prava strana je specialni.
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4.Variace konstant: Konstanty c; nahradime vhodnymi funkcemi K; (x) a formalné sestavime systém
(pro prehlednost budeme vynechavat oznac¢eni proménné).

Ki + Kye™* + Kixe™ =0
K1) + Ky(e™) + K% (xe™)’ =0
li !

KT +K[e)] + Ky @e™| =«?

Ki + Kye™* + Kixe™ =0

0 + K,(—e™®) + K;(e™* — xe™) =0

+
0 + Ky(e™™) +Kj(—e™¥—e*+xe™¥)=x?
—Kje* — 52
2
Ké = —ex;—x =] —xzex
2 ! X ! X

— | 2% 3. — u=-x v =e _ 2% | ok e u=2x v =e _
||K3—f x‘erdx = U= —2x p=eX = —x“e f 2xe* dx = W=7 p=eX =

= —x2%e* + <2xex — f 2e* dx) = —x%e* +2xe* —2e* +c3 = e¥(—x2+2x —2) +c3

—Kje™ + (—x%e¥)(e™ —xe™¥) =0
—Kje™ —x24+x3=0
K= (x3—x?)eXde= .. =e¥x3—4x>+8x—-8)+c,
“

| ——
u v’
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Ki+[(x3 —x?) el e™ + (—x2e¥)xe™ =

Ki—x%=0

3
x
||K1=fx2dx=?+c1

5. Obecné resSeni nehomogenni rovnice:

X3
y= (? + ﬁ) + [e*(x® — 4x? + 8x — 8) + cple ™ + [e¥(—x? + 2x — 2) + c3]xe™

A po Uprave

3

X
y=01+c2e‘x+c3xe‘x+?—2x2+6x—8 C1,CrC3 ER
Vi -

yp
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N. radu s konst. koef.: HomogenlP? ,B,4,H,8,68,4,8,A,8 Bpec)pravdktr], @ —kloZend M-variace konst), B, A, B, B

n

Priklad 6.c Najdéte vSechna reSenf diferencialni rovnice: y" +y' = cos?x

Reseni:

1. PridruZena homogenni rovnice:

ylll + yl — 0
2. Pridruzena charakteristicka rovnice:
B+1=0
A2+1)=0

Al = O )’1 = eox = 1
/12;3 = +i Va3 = e(Oil.i)x
y, = e%* - cos 1x

y; = e . sin1x

3. Obecné reSeni homogenni rovnice: Yy = C1 + Ccycosx + c3sinx

4.Variace konstant: Konstanty ¢; nahradime vhodnymi funkcemi K; (x) a formalné sestavime systém
(pro prehlednost budeme vynechavat oznaceni proménné).

Ki + Kjcosx + Kjisinx =0
Ki(1) + Kj(cosx) + Kj(sinx) =0
K [(D)'T + K} [(cos x)’] + K} [(sin x)'] = cos®x
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Po provedeni prislusnych derivaci:
Ki+Kj;cosx+ Kgsinx = 0
0+ K5(—sinx) + K3(cosx) = 0
0 + Kj(—cosx) + K3(—sinx) = cos?x
Vezmeme rovnice () a ():

—K; sinx + K cosx = 0 | - cosx

—K} cos x — K} sin x = cos?® x | - (—sinx)

K} (cos? x + sin® x) = cos? x - (— sinx)
1

_ 3
| K5 = | cos?x - (—sinx)dx = cosx=t | (og b = st
: . : —sinxdx = dt 3 E E

Opét vezmeme rovnice () a (B):

—Kj sinx + K5 cosx = 0 | - sinx
—K} cos x — K} sin x = cos? x| - cos x
3

.2
— K, (sin” x + cos? x) = cos’ x

1

sinx=u

|| K, =j—cos3xdx=f—coszx-cosxdx=f(sin2x—1)- cosx dx =
~———

cosxdx = du
| —

(1)
(2)
(3)

Obsah BE H H H = [Celg obr,/Oknd s 43
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3
(uz—l)du=u——u+c =lsin3x—sinx+c
3 273 2

Nyni K5 a Kj dosadime do rovnice (f):
K; + (—cos®x) - cosx + (—sinx - cos?x) - sinx =0

. 2
K; — cos? x(cos? x + sin“x) =0
1

1 = cos2 in2 1+c052x
||K1:fc()s2xdx: COSZX+S%1’12X' —f fdx+ fCOSZX dx =
COS 2x = cos“ x — sin“ x
T
—zx 4sm x+c

5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice:

2

2sinxcosx

1 1 1.3 : i :
y= —x+Z sin2x +cq |+ 3 sin x—sinx+c, |- cosx + 3 oS x+c3 ) sinx

A po uprave

X 1
y=61+czcosx+c35inx+§—ﬁsm2x Cq,Cp,C3 E R
YH yP
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Priklad 7.d Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y'+3y' +2y = e

Reseni:

1. PridruZena homogenni rovnice:
y'+3y'+2=0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

A +31+2=0
A+1A+2)=0
Al=_1 y1=e_

1x

lp==2 y,=e %

3. Obecné ireSeni homogenni rovnice: yy=ce ¥ +ce ¥

4.Variace konstant: Konstanty c; nahradime vhodnymi funkcemi K; (x) a formalné sestavime systém
(pro prehlednost budeme vynechavat oznaceni proménné).

Kie™ + K,e™?* =0

K, (e™) + K} (e—Zx)’ _ L

eX+1
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Po provedeni prislusnych derivaci:

Kie™ + Kj e 2x =0
1
KI —X _1 4+ KI —-2X _2 —
1eF D+ K[ (-2)] = 5
KI (_e—Zx) — 1 | . (_e2x)
2 e* +1
e2x
Ky = —
z e*+1
a po dosazeni do prvni rovnice
2x
K’ -X __ —2x=0
1€ e"+1e
K = e
L7 ex 41
e2x eX ex+1=t t—1
||K2=f— dxz—f ce¥dx = e*=t—1 =—j—dt= —-14+¢& =¢
ex+1 ex+1 — exdx:dt

1
=—Jdt+f?dt=—t+ln|t|+cz=—ex—1+1n(ex+1)+62
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_ e* f(x) _ X
||K1—fex U 10 ‘ =In(e*+ 1)+ ¢,

5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice:
y=[n(e*+1)+c;] e*+[-e*+1In(e¥+1) +c,] e ?*

A po Uprave

y=cie*+ce >+ (e*+e?)Ine*+1)—e* c,C ER

YH );P
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Priklad 8.e Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice: y" +4y' +4y =x"3e2* x#0
Resent:
1. PridruZena homogenni rovnice:

y'+4y' +4=0
2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

A2+414+4=0
(A+2)2=0
M==-2 y=e%
lp==2 y,=e%
3. Obecné Feseni homogenni rovnice: Yy =cre X +c,xe %X

4.Variace konstant: Konstanty c; nahradime vhodnymi funkcemi K; (x) a formalné sestavime systém
(pro prehlednost budeme vynechavat oznaceni proménné).

Kie ™ + Kyxe?* =0

K] (e‘zx)’ + K (x - e‘zx)’ =x3e %X
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N.fddus’(onst.koeﬁ:E,E,,E,E,E,B,E,E,E ,E—Islozend Wl-vanacdkonst.l,E,,E,E

Po provedeni prislusnych derivaci:

Kie™® + Kjxe ?* =0 |-2
Kie?(=2)+ Ky [e® +x-e2(=2)| =x3 e

Ké e—2x — x—3 e—2x | . (er)
1 =3
K, =x
a po dosazeni do prvni rovnice
-2
-2 -1
1| 2=fx"3dx=—+c2 ||K1=j—x_2dx=——+c1

5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice:
y=(x"1+c) e+ (-05x2+c,) xe ¥

A po Upravé

y=cie*+c,xe ?*+0,5x e 2 c,C; ER

Vv

YH yp
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N. radu s konst. koef.: HomogenlP? ,B,4,H,8,68,4,8,A,8 Bpec)pravdktr], @ —kloZend M-variace konst), B, A, B, B

Priklad 9.f Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice: y" +4y' +4y =e ?* Inx x>0
Resent:

1. PridruZena homogenni rovnice:
y'+4y' +4=0

2. Pridruzena charakteristicka rovnice:

A2 44124+4=0
A+2)?%=0

M==-2 y=e%
lp==2 y,=e%
3. Obecné Feseni homogenni rovnice: Yy =cre X +c,xe %X

4.Variace konstant: Konstanty c; nahradime vhodnymi funkcemi K; (x) a formalné sestavime systém
(pro prehlednost budeme vynechavat oznaceni proménné).

Kie?* +Kyxe™? = 0
! !
Ki(e72) +Ky(x-e?) = e Inx

Po provedenti prislusnych derivaci:
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N.fddus’konst.koeﬁ:E,E,,E,E,,B,E,E,E ,E—Islozend

M-variace konst), B, A, B, @

Kie™® + Kjxe %X =0
Kie?(-2)+ Ky [e® +x - e 2 (-2)| =e > Inx

| -2

Kye 2 =¢e 2" Inx

| . (er)

K, =Inx
a po dosazeni do prvni rovnice
Ki = —xlnx
u=Ilnx v =1 1
[ 2=flnx-1dx= y_ 1 _ =xlnx—j—xdx=xlnx—jdx=x1nx—x+c2
L u'=— v= X
6 = e | V=g 2 (-2)ar=-Tmes T
Ky =) —xlnxdx = ;1 _ x? =—— nx—f— —— |dx=——FIhx+—+4+¢
w=- v=-% 2 x\ 2 4
5. Obecné reSeni nehomogenni rovnice:
X2 2
y=<—71nx+7+c1> e+ (xInx—x+cy) xe ¥
A po upravé
2 2 x? 2 3x° 2
y=c1e—x+czxe—x+?e—xlnx—Te—x c1,C; ER

YH y‘
Obsah gfg g B =
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