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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Uvod

Jednou z nejpouzivanéjSich matematickych disciplin jak v prirodnich védach tak v technickych védach
jsou diferencidlni rovnice.

Obycejna diferencidlni rovnice vyjadiruje vztah mezi hledanou funkci jedné proménné (vétSinou
oznacovanou y(x) nebo jen y), jejimi derivacemi a nezavislou proménnou (vétSinou znacime x).
Parcialni diferencialni rovnice vyjadiuje vztah mezi hledanou funkci nékolika proménnych, jejimi par-
cidlnimi derivacemi a nezavisle proménnymi.

Radem diferencialni rovnice rozumime 1ad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici vyskytuje.
Resenim diferencidlni rovnice k-tého adu rozumime kaZ?dou funkci, ktera ma vSechny derivace az
do fadu k vcetné a danou rovnici splituje. Diferencialni rovnici povazujeme za vyreSenou, zname-li
vSechna (obecné reseni) jeji feseni (= integrdly). Krivku, ktera je grafem néjakého integralu (= reseni)
diferencialni rovnice, nazveme integralni krivkou.

Partikularnim reSenim (integralem) diferencialni rovnice rozumime feSeni splnujici urcité pod-
minky.

Méjme danu rovnici y' = f(x,y), kde funkce f(x,y) je spojita na néjaké oblasti D .Uspotadanou
trojici [x,y,y'] nazveme linedrnim elementem diferencialni rovnice. Tyto elementy pro V[x,y] € D
urcuji tak zvané smérové pole. Krivky protinajici vSechny integralni kiivky pod stejnym thlem se nazy-
vaji izokliny. Ptiblizny pribéh integralnich kiivek urc¢ujeme pomoci lomenych ¢ar (princip numerické-
ho reSeni diferencialni rovnice), které jsou tvoreny linearnimi elementy. Kazdou takovou lomenou ¢aru
nazyvame Eulerovym polygonem.

Na nasledujicim obrazku vlevo jsou pro diferencialni rovnici y' =x- (1 —y)
izokliny — y' = ¢ (konst.), hyperboly
smérové pole — [x,y,y’]
Eulertv polygon

obsscH @ K&EH K H B B [eldobr/Oknd
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

x2
a na obrazku vpravo jsou (neuméle) nakreslena resent y=1+c-e 2 pro néjaké hodnoty
konstanty c .

e
>
%‘_

¥

S feSenim diferencialni rovnice y’' = f(x,y) nebo F(x,y,y') = 0 jsou spjaty tyto zakladni otézky:
Existence — kdy ma diferencialni rovnice reSeni.

Xo—a<x<xyt+a

f(x,y) je spojita na uzaviené oblasti D : Yo—b=y=yo+b

ajetedyna D ohranicena.

'Problematika je probirana na prednaskach a v literatutre (napf. DIBLIK, ]., PRIBYL, O.: Obycejné diferencidlni rovnice.
Brno : VUT v Brné, Fakulta stavebni, 150 s., 2004. ISBN 80-214-2795-7)

obsshH & ©KH H B B [eldobr/Oknd

st 5



po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

oF
Pro diferencialni rovnici danou implicitné musi navic platit v 0
y

Jednoznac¢nost — kdy danym podminkam vyhovuje pravé jedno partikularni reSenti.

f(x,y) spliuje vzhledemk y Lipschitzovu podminku, kterou velmi ¢asto nahrazujeme silnéjSim
predpokladem, Ze parcialni derivace f, je ohraniCenav D V[x,y] €D .

Metody FeSeni — nasledné budeme probirat pouze nékteré typy diferencialnich rovnic.

Singularni integral (feseni) obycejné diferencialni rovnice prvniho radu y’' = f(x,y), je takové
reSeni, které ve vSech svych bodech porusuje vlastnost jednoznacnosti. Tedy v libovolném okoli kazdého
bodu singularniho integralu existuji alespon dvé rtizné integralni kiivky, které timto bodem prochazej.
Jestlize funkce f(x,y) ma ve vSech bodech uvazované oblasti parcidlni derivaci f, , pak Lipschitzova
podminka neni splnéna v téch bodech, v nichz je tato parcialni derivace f, neohranicena.

Obalkou systému Kkrivek rozumime krivku (pokud existuje), ktera se v kazdém svém bodé doty-
ka jedné krivky systému a naopak, kazda krivka systému se v néjakém svém bodé dotyka obalky. Je-li
obalka (nebo jeji ¢ast) reSenim dané diferencialni rovnice, je singularnim integralem této rovnice.

V nejjednodussi formeé jste se s diferencidlnimi rovnicemi setkali jiZ u neurcitého integralu, kdy jste

vlastné resili rovnici: y' = f(x)
dy _
P f(x)
dy = f(x)dx
[ av=[reoax
y=Fx)+c

obsshH & ©KH H B B [eldobr/Oknd
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Separovatelna diferencialni rovnice

Priklad 1. Najdéte vSechna feSeni diferencialni rovnice:

Res$eni: x€ER; yER

(1+x)dy —2ydx

(1+x)dy
dy
y
dy
k2
In|y| +cy

Separovana dif. rovnice:

In|y]

In|y]
In|y]

|yl
y

0

1+x)dy —2ydx =0

0

2y dx
2
1+x

[0
1+xx

2In |1+ x| + ¢,

x € R\ {-1}; ye R\ {0}

dx

21n|1+X|+C2_C1
k
In(1+ x)? + In|C|

In[(1 +x)? - |C]]

Exaktni@, 8,4, 5

(1)

k=1In|C|; CER\{0} (2)

(3)

= (1+x)%-]|C| vhodnou volbou (znaménka) C
(1+x)?%-C
1+x)?*-C-y
Obsah B H B H =
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Poznamky:

1. Jak je patrné z fadku 2, neni zapotitebi psat integraéni konstantu po ka?dém integrovani, proto-
ze vSechny konstanty miizeme secist dohromady tak, jak je naznaceno svorkou. Staci tedy psat
jedinou konstantu az po zavére¢ném integrovani.

2. Neni nutné oznacovat konstantu jenom pismenem. MliZeme pouzit jakykoliv jiny zapis, na radku
napriklad ,prirozeny logaritmus z absolutni hodnoty néjakého cisla“.

3. Vysledek uvedeny na radku [3 jsme obdrzeli za podminek uvedenych na radku ﬁ] Tedy
C € R\ {0}.
Pokud by totiz platilo C = 0, tak by také y = 0, coZ odporuje druhé podmince v radku E]

Je zfejma nasledujici otazka:
, Dostaneme také néjaké reSeni nasi rovnice, kdyz podminky v #ddku [l nebudou spInény?“

Jinymi slovy: Neztratili jsme néjakad reseni diky podminkdm?

Ovéreni nutnosti podminek, za kterych jsme nasli reseni:

y=0 = y, =0 Zadanourovnici (1 +4+x)dy —2ydx =0 nejdrive upravime na tvar:
dy 2y
— =) = —1.
dx ) 1+x *#
Po dosazent:
- 2-0
C1+x

jezfejmé, ze y =0 jetaké reSenim zadané rovnice.

obsshH & ©KH H B B [eldobr/Oknd
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

x=-1 = x,=0 Zadanou rovnici (1 +x)dy —2ydx =0 nejdrive upravime na tvar:
dc = 1+x £0
Po dosazent:
1+ (-1
0= —~~
2y
jezfejmé, ze x = —1 jetaké feSenim zadané rovnice.

Tedy vztah uvedeny na fadku 3 ve vypoctu je feSenim zadané diferencialni rovnice, pticemz x;y; C
mohou nabyvat libovolnych realnych hodnot.

VsSechna reSeni rovnice (1+x)dy—2ydx =0

jsou dana implicitnim vzorcem Fx;v): (1+x)2-C—y=0 VCeR.

1 B ©H HBH B B  [eldobr/Oknd
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Diferencialni rovnice resené substituci

, 1
y =]
+2
Piiklad 2. Najdéte fedeni potatecni Glohy AT A
y1) =0
.., B L. xX+2y=u
Reseni: x # —2y ZKusime substituci,
x + 2y(x) = u(x)
2y=u—x
kterou dosadime do ptivodni rovnice. 1 1
y= Eu — Ex
I _ 1 ! 1
L
Po dosazeni:
Ly ! + —2 #0 1 1
— e — —_ = = =
2u ” X y u ale x Y
2
u' -1 = —
Uu
2
u = —+1
u
, 24+u
u =
u

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 10



po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

du

dx
du

2+u

| 7
2+uu

f(2+u)—2
—du
24+u

1
fdu—ZJ. du
24+u

u—2In|2 +ul| + 2k

u—x
2
(x+2y)—x
2

+k

+k
y+k
ey+k
eV - ek

eY.lcl

cey

24+u

In |2 + u|

In |2 + (x + 2y)|

In |2 +x + 2y|

|2 +x + 2y|

12 + x + 2y| ek = |c|

|2 +x + 2y| vhodnou volbou znaménka ¢
2+x+2y

ObsscH @ KH ©H H B

B

Uu*x -2 = x*-2y—2 ale x=1;y=0
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po substituci:§,H, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo: y(1) =0.

c-e® =2+ (1) +2(0)

c-1=3
c=3
) 1
y =]
Re$eni pocéateéni tllohy X+ 2y
y(1) =0
je dano implicitnim vzorcem F(x;y):3e¥ =2+x+2y.

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 12
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, Xty
Y =3 y
Priklad 3. Najdéte reSeni (homogenni) pocatecni ulohy
y(2)=0
< = xu
ReSeni: x #y Zkusime substituci, V
y(x) = x-u(x)
kterou dosadime do plivodni rovnice. y' =u+xu’
y
- =Uu
X
Po dosazent:
X+ xu
u+xu = x#+y = u#+l ale x=2;y=0
X — XU
, o x(1+uw)
xu’ = A=) u
, 1+u—u(l—u)
xu’ =
1—u
, 1+ u? Lo
= o x#0 ale pozadujeme x = 2
du 1+ u?

dx (1-uwx

Obsafi H H B H = Celd obr,/Oknd s 13
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1—-u
1+ u?

1—u
fmd“
1 u
J1+u2du_fl+u2du

zf ! g fzu d
1+u2u 1+u2u

2arctgu — In(1 + u?)

du

2 arctgu

2 arctgu

e2 arctgu

Y
eZ arctg p

Y
e2 arctg p

1
_— e
c

2 arctg %

linedrni@, 8 , B

dx
x
dx
x
dx
x
dx
x

2

2In|x| +1Inc c>0
In(1+u?)+2In|x| +Inc
In[(1 + u?) x?c]
(1 +u?)x%c

2
ll + (X) l x%c

x

(x*+y*)ec
x% + y?

Y
xz +y2 _ . eZarctgx
c

ObsscH @ KH ©H H B

Exakini@, 8,4, 5
yE A

B
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Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo:

Reseni pocatecni ulohy

je dano implicitnim vzorcem

linedrni@, 8 , B

y(2)=0.
0=21+N—é-&”%§
1

0=4—-. eZarcth
c

0=4—=.e20
c

0=4—-¢
0=4—-

1

rial:

, Xty
y _x—y
y(2)=0

F(x;y): 0 = x2% + y? — 4298

Dbsah H H H H =

Exakini@, 8,4, 5
reE
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

y' + 2xy = 2x3y3
Priklad 4. Najdéte reSeni pocatecni ulohy

y(0) =1
Reseni: x€ER; y€ER
Nejprve si rovnici upravime y'y =3 +2xy™% =2x3 ; y#0  alepozadujeme y=1
yi=u
y72(x) = u(x)
a potom zkusime substituci —2y~3y’ =’ kterou dosadime do ptivodni rovnice.
_3 I __ _u_’
J U ==
Po dosazeni: _u? D = D
u' —4xu = —4x3

Tato linearni diferencidlni rovnice je (s jinymi pismeny) vyresena @

1

u = x2+ =+ ce?’
2

1 1

— = x?+ = +ce¥

y 2

obsch @ K& ©H H B BEH [eldobr/Oknd

s 16



po substituci:§,H, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo: y(0) =1.

1_ 2 1 2,02
z =07+ +ce

1 0
=+ ce
2+
1
~+c
2+

NIR R R
Il

c

y' + 2xy = 2x3y3

Reseni pocateéni tilohy
y(0) =1

je dano implicitnim vzorcem F(;y):2=(2x2+1+e¥")y2.

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 17
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Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Priklad 5. Najdéte vSechna feseni diferencialni rovnice:

1. PridruZena homogenni rovnice

y' =2y
Y
dy

y
dy
y

linedrni@, 8 , B

y' —2y=x
y' —=2y=0 je separovatelna.
0

2y y+0

2dx

dex

2x c#0

2x vhodnou volbou znaménka ¢

2x

2x

2x

ObsscH @ KH ©H H B

Exaktni@, 8,4, 5

y +9(x) -y =h(x)

xeER; yeER

=

sr 18
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Ovéreni podminky: ¢ =0 = y=0 = w =
0-2-0=0 resime pridruzenou homogenni rovnici
Obecné reSeni homogenni rovnice je: yy = c - e** VceR

Ke stejnému vysledku bychom se dopracovali i pomoci charakteristické rovnice (A — 2 = 0, pro-
toZe zadana rovnice ma konstantni koeficienty) tak, jak bude ukazano u rovnic vyssiho radu. Stejné
tak bychom také mohli odhadnout partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice (protoZe jde o rovnici se
specialni pravou stranou), ale my pouZijeme obecnéjsi postup.

2. ReSeni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

yy = c-e** konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)

y = K(x)-e**
y' = K'(x) -e**+K(x)-e** -2

A po dosazeni do ptivodni rovnice:

[K'(x) - €2* + 2K (x) - 2] — 2[K(x) - e¥*] = «x
K'(x)-e* = x
K'(x) = xe ¥

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 19



po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

u=x v =e ¥
1 1 1 1
K(x) = fxe_zx dx = . = [——xe‘le —f e 2 d === e 22
u=1 v=—-e 2 2 2 2 4
K(x) = —lxe_zx — le_zx +c
2 4
1 1
y = (—Exe_zx - Ze_zx + c) e
L S SN S
y = —3x—g+ce=ce o
yH N————m,
yp

Obecnym reSenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice y' —2y =x

1
4

je funkce f(x):y=ce* —

N R

VceR,
pricemz
Yy oznacuje obecné reSeni pridruZzené homogenni rovnice;

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 20
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Priklad 6. Najdéte vSechna teSeni diferencialni rovnice:

1. PridruZena homogenni rovnice

y' —4xy =
dy
dx
dy
k2

In|y| =Infc| =

Al al

<
I

Ovéreni podminky: ¢ =0 =

0—4x-0=0

linedrni@, 8 , B

y' —4xy = —4x3

y' —4xy =0  jeseparovatelna.

0

4xy y#0

4x dx

f4x dx

2x2 c#0

2x2 vhodnou volbou znaménka ¢

2x2

2
e2x

2
Cer

y=0 = y' =0

reSime pridruzZenou homogenni rovnici

ObsscH @ KH ©H H B

B

Exaktni@, 8,4, 5

xeER; yeER
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Obecné reSeni homogenni rovnice je: yy = ce?*’ VceR
Reseni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

22 konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)

Yy = cCe
y = K@) e

y' = K'(x)- e +K(x)-e*" - (4x)

A po dosazeni do ptivodni rovnice:

(kG0 - e + K () - e - (40)] - x [K @) - €] = —aa®
K'(x)-e2** = —4x3
K'(x) = —4y32%?
—2x%=t
K(x) = f(—2x2)2e—2x2£dﬁ = | —rez= =H(t)2et <—%)l dt =f—%tet dt =
pi=—jdt

u=—--t v =e
1 1 1 1 1 1
= ? = l——tetl—j ——etdt = ——tet+—ef+c = ——(—2x2)e 2" + _e 2 ¢

U S 2 2 272 2 2

1
K(x) = x%e72¥" 4 Ee‘zxz +c

Obsafi H H B H = Celd obr,JOknd s 22
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<
I

—2x2 1 942 2
<x2e 2x + —e 2x +C>e2x

2
y = xz+1+ce2"2 = ce2x® + x2 4 =
2 — 2
Yu ~————
yp
Obecnym iesenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice y’ — 4xy = —4x3

. 2 1

je funkce f(x):y=ce?* +x2+5 VceR,
pricemz

yy oznacuje obecné reSeni pridruZzené homogenni rovnice;

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 23
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Priklad 7. Najdéte vSechna teSeni diferencialni rovnice: xy' +3y =4x x€ER; yeER

po Upraveé: (x #0) y' + % Yy =4

1. PridruZena homogenni rovnice y' + ; cy=20 je separovatelna.
"+ > =0
y Y =
dy 3
—_ = —— *0
dx X J J
d 3
o Zax
y x
d
A
y X
In|y] = =3In|x|+In|c| c*+0
c
In|ly] = In % vhodnou volbou znaménka ¢
c
y = o)

Dbsah H H B H = Celd obr,JOknd s 24



po substituci: §,h, [ lineérni@, B, A Exakini@,B,@,8

Ovéreni podminky: ¢ =0 = y=0 = y' =0
0+—--0=0 resime pridruzZenou homogenni rovnici
X
s v v s s = . ©
Obecné reseni homogenni rovnice je: Yy = = VceR
X

Reseni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

c
Yi = 3 konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)
K(x) _
y = o = K(x) .x~3

y' = K'(x) - x3+K(x)  (—3)x~*

A po dosazeni do ptivodni rovnice:

x-[K'(0) x4+ K@) (=3)x7* +3[K(x)-x73] = —4x8
K'(x)-x™%2 = 4x
K'(x) = 4x3

K(x) = f4x3dx

x4—

Kx) = 4-—+
€9 e

obsch @ K& ©H H B B [eldobr/Oknd
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po substituci:§,H, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

K(x) = x*+c¢
y = (x*+c)x3

x*+c ¢ N
= = — X
y 3 3 &
“—  Yp
VH

Obecnym reSenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice xy’ + 3y = 4x

] x*+c
je funkce f(x):sz VceR,

pricemz
yy oznacuje obecné reseni pridruzené homogenni rovnice;

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

1

Priklad 8. Najdéte vSechna resSeni diferencialni rovnice: x%y' —y=x%.-¢e"x x#+0;y€ER
2 e , 1 e
po uprave: —zy=e =
1. PridruZena homogenni rovnice ' — iz cy=0 je separovatelna.
X
, 1
— x_z . y = 0
dy 1
— = #0
dx 2 Y 4
d
o 2y
y
d
f S fx‘z dx
y
In|y| —Injc|] = —x71 c*0
In |% =~ vhodnou volbou znaménka ¢
1
In LA
c X
y 2
- = e x
c
=3
y = Cce x
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po substituci:§,H, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Ovéreni podminky: ¢ =0 = y=0 = w =
0-—-0=0 resime pridruzenou homogenni rovnici
x
&
Obecné reseni homogenni rovnice je: Yy =ce «x VceR

Reseni nehomogenni rovnice najdeme metodou VARIACE KONSTANTY.

1
Yy = ce «x konstantu ¢ nahradime vhodnou funkci K (x)
1 —_—
y = K(x)-e x =K()-e™*

y = K@) -e* +Kx) e ¥ . (x72)
A po dosazeni do ptvodni rovnice:

x?- [K’(x) e K(x) e (x_z)] — [K(x) : e_x_l] = x2.e5%

1 1
x2 - K'(x)-e"x = x2-e"7x
i1
K'(x) = e x-ex
K'(x) = ¢&*

K(x) = ]exdx=ex+c

obsch @ K& ©H H B B [eldobr/Oknd
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po substituci:§,H, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

K(x) = e*+c¢
1
y = (e*+c¢)-ex

1
y = ce x+ex
YH yp

Obecnym FeSenim nehomogenni linearni diferenc. rovnice x%y’' —y = x?-e* =
je funkce fx):y=("+c)-e*" VceER,

pricemz

yy oznacuje obecné reSeni pridruZzené homogenni rovnice;

yp oznacuje partikularni reSeni nehomogenni rovnice.
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Exaktni diferencialni rovnice P(x;y)dx+Q(x;y)dy =0

x+y)dx+ (x—y)dy =0
Priklad 9. Najdéte feseni pocatecni tlohy
y(1) =1 x€ER; yeER

Mohli bychom pouzit substituci tak, jako v ptikladu, ale ukazeme si jiny postup.

L, . 0P 0Q o . JoF oF
Reseni: Pokud plati — pak existuje funkce F(x; y) takova,ZzZe — =P; @ =Q

ay=a dx

Nebojinak F = dex; F =dey. Funkce F(x;y) senazyva kmenovd funkce a vyraz

dF(x;y) = P(x; y)dx + Q(x;y)dy je totalnim diferencidlem této kmenové funkce.
F(x,y)=0 je potom Fesenim dané diferencialni rovnice.
d(x + d(x —
V nasem prikladu parcialni derivace % =1= %
Budeme tedy hledat funkci  F(x;y) . 5 y
x
Flsy) = |(x+y)dx=—+xy+00) (4)
OF _ (x? P ’ i o 3 3
oy \z T () y—x () = x-y=0Q
o'(y) = -y
e(y) = f—ydy=7+c (5)
Dbsah H H B H =
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po substituci:§,H, [ linedrni?, 8, 4

Po dosazeni vysledku E do @ dostavame obecné reSeni diferencidlni rovnice

Zbyva urcit konstantu ¢ tak, aby platilo: y(1) =1.
x2 yZ _
7+xy—7+C—0
2 2
Z4+1-1-Z+4c=0
2 2
1=—c
—1=c
x+y)dx+(x—y)dy =0

Reseni pocateéni ilohy
y(1) =1

je dano implicitnim vzorcem F(x;y): % +xy—=—=1

ObsscH @ KH ©H H B

Exakini@, 8,4, 5
=
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po substituci:§, R, [

Priklad 10. Najdéte vSechna reSeni diferencialni rovnice:

linedrni@, 8 , B Exaktni@, 8,4, 5

xER; yeER Opét bychom mohli pouzit substituci y(x) = xu(x) =
2y +3x)dx — (4y — 2x)dy =0
(2y + 3x)dx = (4y — 2x) dy X # 2y
2y +3x dy
4y—2x:a
, 2y +3x
4 =4y—2x
,  2xu+3x
u+x.u=m
, 2u+3
u+xu—4u_2
, 2u+3
xu = =
du —4u®+4u+3
x'E: 4u —2
4u —2 dx

Zu+ DG —z0) =

Racionalni funkci na levé strané rozloZime na parcialni zlomky a ...

H H H H H

2y +3x)dx — (4y —2x)dy =0

y' =u+xu
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

. ad
ReSeni exaktni rovnice Pokud plati @ = % pak ...
0(2y + 3x d(4y — 2x
V nasem piikladu parcialni derivace % =2= —%

Budeme tedy hledat funkci  F(x;y) . 5

F(x;y) = (2y+3x)dx=2y-x+3-%+<p(y) (6)
oF x2 ' 3 ) 3 3
E—<2y-x+3-7+<p(y)>y—ZX+qo(y) = —(4y—2x)=0Q
o'(y) = -4y
2
00) = [-aydy=-4-2 +c )

2
Po dosazeni vysledku E do E dostavame F(x;y):2xy+3- x? —2y%+c
a vSechna reSeni diferencialni rovnice
jsou dana

implicitnim vzorcem F(x;y): 2xy + 3 - xz—z — 2y 4+¢=0 vV C € R.

Dbsah H H B H = [Celg obr./Oknd s« 33



po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Priklad 11. Najdéte viechna feSeni dif. rov.: (3x% + 2xy + y?)dx — (4y? — 2xy —x?)dy =0

Opét bychom mohli pouzit substituci jako u ,homogenni“ rovnice.

. d
ReSeni exaktni rovnice: xeER; yeER Pokud plati @ = % pak ...
9(3x?% + 2xy + y? d(4y? — 2xy — x?
V naSem prikladu parcialni derivace ( 3y y+y7) =2x+2y=-— (4y I Y )
Budeme tedy hledat funkci  F(x;y) .
x3 x?
F(x;y) = f(sz + 2xy +y?)dx = 3-?+2y-7+y2.x+<p(y) (8)

oF ,
gy = T EYtayE o), = £+ 20y +¢'0) = —(y* ~ 20y —x%) = Q

') = —4y°

3
00 = [-a2ay=-4-L 0 ©)

Po dosazeni vysledku [d do [f dostavame F(x; ) :x3+x%y+xy> —4-—+¢
a vSechna reSeni diferencialni rovnice
jsou dana

implicitnim vzorcem FOgy):x3+x’y+xy?—4-=—+c=0 VCER.
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Priklad 12. Najdéte viechna feSeni dif. rov.: (x% +2xy +y?)dx — (y?> —2xy —x?)dy =0

Opét bychom mohli pouzit substituci jako u ,homogenni“ rovnice.

. 0
ReSeni exaktni rovnice: xeER; yeER Pokud plati @ = % pak ...
o R 0(x* + 2xy +y*) 0(y* — 2xy — x*)
V nasem prikladu parcialni derivace =2x+2y=-—
dy dx
Budeme tedy hledat funkci  F(x;y) .
x3 x?
F(x;y) = f(x2 + 2xy + y?)dx = = +2y-7 +yix+ @) (10)
oF x 2 2 , 2 2 2
i 3ty tayi o)) = T t+2y+e' () =-0"-2xy—x7) =0
y
o'y = -y
3
_ 23y — 2
p(y) = | ~yidy=-F+c (11)

- oy x3 3
Po dosazeni vysledku [11 do [L0 dostavame Foy): 5 + x%y + xy? — y? +c
a vSechna reseni diferencialni rovnice
jsou dana

implicitnim vzorcem F(x;y) : x? + x%y + xy? — y? +¢c=0 VCER.
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po substituci:§, R, [ linedrni?, 8, 4 Exaktni@, 8,4, 5

Priklad 13. Najdéte viechna feSeni dif. rov.: (2x3 —xy®)dx + (2y® —x%y)dy =0

Opét bychom mohli pouzit substituci jako u ,homogenni“ rovnice.

. d
ReSeni exaktni rovnice: xeER; yeER Pokud plati @ = % pak ...
9(2x3 — xy? 9(2y3 — x?
V nasem piikladu parcialni derivace M = —2xy = u
dy dx
Budeme tedy hledat funkci  F(x;y) .
4 2
X x
FOoy) = | @ —xy)dx=2-——y* - +0()
oF _(x* x* 2, ’_x22+,_232_
y \z 727 <p(y)y = —52y+te (N =2y"-xy =0
o' = 2y°
y4-
o) = f2y3dy=2-7+c
Xt x%y? oyt
Po dosazeni vysledku [13 do 12 dostavame F(x;y): R o - +c

a vSechna reseni jsou dana

implicitnim vzorcem F(x;y) s x* —x?y? +y*+2c=0 VceER.

nebo
x*—x?y?+yt =k VkeR

(12)

(13)
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	10. Všechna řešenı́ diferenciálnı́ rovnice (2y + 3x) dx- (4y - 2x) dy= 0
	Řešení pomocí substituce y(x) = x.u(x) 
	Řešení exaktní rovnice – kmenová funkce F(x,y) = 0
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