FAST - Mat 2: Technické aplikace urcitého integralu 1 z

Statickym momentem hmotného bodu vzhledem k néjaké roviné nebo pfimce rozumi-
me souc¢in m-r ,kde m znamend hmotu tohoto bodua r jejeho (kolma) vzdalenost
od zminéné roviny nebo piimKky.

Momentem setrvacnosti hmotného bodu vzhledem k néjaké ose o (kolem které se
otadi), rozumime sou¢in m - r? ,kde m znamena hmotu tohoto bodua r je jeho
vzdalenost od zminéné osy o.

Staticky moment (moment setrvacnosti) soustavy hmotnych bodli je pak soucet static-
kych momentl (momentii setrvacnosti) vsech téchto bodii. Pokud je jich nekone¢né mno-
ho, mohou vytvorit:

kfivku (predstavme si napriklad kus velmi tenkého dratu);
plochu (predstavme sitéleso, jehozjeden rozmeér je viici ostatnim zanedbatelné maly);
téleso.

Pokud se nejedna o homogenni materidl, je zfejmé, Ze hmota miiZe byt v takové soustavé
rozloZena naprosto nerovnomerné.

vV Vv

setrvacnosti jsou dllezité pro vypocet kinetické (pohybové) energie hmotného tutvaru.

Statické momenty rovinného oblouku £ o parametrickych rovnicich L: x=¢(t)
y=19(t)
t €{a;p)

a o mérné hustoté o(t) [kgm™!] vzhledem k soufadnym osam

se spocitaji podle vzorci na str. 32 skript (Danécek, J., Dlouhy, O., Pribyl, O.: Matematika I
modul 8 urcity integral. Brno : Akademické nakladatelstvi CERM, s.1. 0., 2007, 50 s. ISBN
978-80-7204-525-9):

B

5.0 = [ e® - p(©) VT OF + OF de
a y
B

5,0 = [ e®)- &) VT OF + ' OF de

a
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FAST - Mat 2: Statické momenty usecky 2 z

Uréete (vzhledem k soufadnym osam) statické momenty S,(£) a S,(L£) Usecky
leZici na primce
2x+y =2

ktera je ohranic¢ena soufadnymi osami a jejiZ mérna hustota je o(t) = 1 [kg.m™1].

3 4 Rovnici pfimky upravime na tvar: y =2 — 2x

Za proménnou x zvolime parametr t

Pak: x=1t > x'=1
y=2-2t = y =-2
te(0;1)

a dosadime do uvedenych vzorct.

B 1
5.0 = [ 0® - p(©) VTP OF + WOF de = [1-2 - 20) T4 (-2 de =
a y 0

! ! 1 27t obé primitivni funkce
= 2.\/§f dt — 2.\/§f tdt = 2.V5 [t]o — 245 l?l = jsou na intervalu
0 0 0

integrace spojité

=2.\/§[1—0]—2.\/§l172—07zl=2.x/§l1—%l=§

B 1
5,0 = [ e®) - ) VW OF + W OF de = [ 1617+ (27 de =
X 0

a

1 (21! primitivni funkce 12 JE
=\/§ftdt=\/§ —| = je na intervalu =V5|=—-0|=—
2], 2 2
0 —

integrace spojita
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FAST - Mat 2: TéZisté rovinného oblouku 3 z

x =(t)
Tézisté rovinného oblouku L o parametrickych rovnicich £: y =y(t)
te(a;p)

a o mérné hustoté o(t) [kgm™1], se spotita podle vzorce
(str. 32 zminénych skript):

Sy Sy
TL) = [Ey, El

kde hmotnost rovinného oblouku m je
B

m(©) = [ o Ve OF + W/ OF d

a

a statické momenty rovinného oblouku vzhledem k soufadnym osam jsou uvedeny na
strané E]

vwvew

Urcete souradnice téZiSté rovinného oblouku £ o parametrickych rovnicich
X =t—sint
Ve () <t < : ) _ )
y=1—cost jestlize: 0 <t < 2m (jeden oblouk cykloidy)a ¢ = 1kgm™".
x=t—Slnt, x’:l—cost
y=1-cost; y'=sint
t €(0;2m)

Po dosazeni: ‘ o 1 2 T 4 5 o X
2T 2T

m(L)—f(l) V(1 = cos t)]? + [(sin t)] zdt—f\/l—z cost + cos? t + sin® tdt =

t t
J\/Z—Zcos dt—\/_J ’1—cos dt—\/_f\[l— coszz—sm E)dt:

t_
- =
.futnk.ce . %dt — du
sin - jena ¢
=\/§f 2 sin® —dt— 2f |51n dt = intervalu = Zfsinzdt: dt =2du | =
(0;2m) 0 t lu
kladna o
010
T «  primitivni funkce
= 2]sin u2du=4 [— cosu| = jenaintervalu = 4[— cosm—(— cos0)] =8j
0 integrace spojita -1 1
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FAST - Mat 2: Tézisté rovinného oblouku

2T

S, (L) = f (1)- (1~ cost) /(1 = cost)? + (sint)2dt =
0 @ y

2m 2T
=f(1—cost)-\/1—2 cost + cos? t + sin® tdt = f(l—cost)-vz—z costdt =
0

t
—\/_f(l—cost)Zdt—\/_f[l—cos( )] dt—\/_f cos E—sm —) dt =
2m 3 5 funkce sin< 2m
1 , t .t ot
=22 f(Z sin E) dt =4 f|sm dt = je naintervalu =4fsm 5 sing dt =
0 0 (0;2m) kladnd 0 sin® &
t
cos- =u
2
2m —sinidt = du
t . t 2 2 5
=4J<1—c052§)-sm§dt= sin%dt=—2du =4](1—u )-(—2)du =
0 1
t=2m u=-1
t= 0 u= 1

u3] 1 primitivni funkce
=+8 | (1-u®)du=38 [u iy je na intervalu
1-1 integrace spojita

ol 2] ) a3

2T
$,(L) = J (i) - (t —sint) -\/[(1 —cost)]? + [(sint)]?dt =
e

x
2T 2T

= f(t—sint)-\/l—Z cost + cos? t + sin® tdt = f(t—sint)vz—z costdt =

0

0
2T 2T
=\/§ft- /1—cos(2;)dt—\/§fsintvl—costdt=\/§-\/§-4n—\/§-0=81T
0 0

B

2T 2T
t
Kde: A=J jl—(coszz—sm—dt—j ’ZSln —dt—\/ift
0

0

it ae =
SlIl2 =
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FAST - Mat 2: TéZisté rovinného oblouku 5z

funkce sin & 2m _ ;o t
2 ot u=t v =sSIn >
je naintervalu = V2 f t - sin 5 dt =| | 1 ) t =
u' = v =-—2c0S -
(0; 2m) kladna 0 2

=2 [t(—Z cos %)]:n - Tl(—Z cos %) dt, = \/f{[—z t cos %]Zn + [4 sin %]Zn} =
0

primitivni funkce
jsounaintervalu =2 <—2 -2m- cosmt+2-0- cos 0) + (4 sinTt —4 sin O)] =
integrace spojité -1 1 0 0

V2(4m+0) = V2 - 4n

2m t=2m t=2m 3 t=2m
) 1—cost=s 1 S2
= —_ . = = = 2 = |—= =
j\/l cost - sintdt sintdt = ds ] Vs ds ] sz ds 3
0 t=0 t=0 2 Jico

2 o  primitivni funkce
= 3 [ (1 —cos t)3] = jenaintervalu = — [\/(1 — cos 2m)3 — \/(1 — cos 0)3] _
integrace spojita

2 2
=3 Va-D*-Ja-1m¥|=5-10-0=

VVvVew
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FAST - Mat 2: TéZisté tenké rovinné desky 6 z

Tézisté tenké rovinné desky A (jejiz kazdy bod je v kartézskych souradnicich
vyjadien: A={[x;y]€ER? : a<x<bhb,gx)<y<f(x)})

o plo$né (mérné) hustoté o(x) [kg.m~2], kde f, g jsou spojité funkce Vx € (a;b),
se spocita podle vzorce (str. 29 zminénych skript):

S, S
T(A) = [Eyﬁ

kde hmotnost tenké rovinné desky m je
b

() = [ e () - gl dx

a

a statické momenty tenké rovinné desky vzhledem k souradnym osam jsou

b b
1
Sx(A) = EJQ(X) [f2(0) — g* ()] dx Sy(A) = fQ(X)X[f(X) —g()]dx

vvew

Urcete souradnice tézisté tenké homogenni rovinné desky A jejiz kazdy bod vyhovuje
vztahtim A = {[x;y] ER?: 0<x<2cost, 0<y<sint, t€ <0;g>} ,
jestlize ¢ = 1 [kg.m™?].

Nakreslime si hranice dané plochy, pricemz krivka je zadana parametricky:
“y v = 7 v - L4

x =2cost Je zfejmé, Ze plocha je ohranicena
y = sint

e Castiosy y

e Ctvrtinou elipsy

x o Castiosy x

o
=
+<
I
S o
N

Kartézska soufadnd soustava. Nejprve z parametrickych rovnic elipsy sestavime funkci:

[y = gx) =0

x=2cost |? x2 +4y? =4 cos?t + 4sin’t
— 2
y= sint | 4y% =4 - (cos?t + sin’ t) — x2
R —
x2 =4cos?t , 1, 1 _ _ ) ]
y2 = sin? t |- 4 yc=1- 2X v 1. kvadrantu jsou x i y nezaporna
1
y=5- V4 —x? apo dosazeni do uvedenych vzorct

Brno 2017 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Mat 2: TéZisté tenké rovinné desky 7 z
5 =+/4- siny ™
1 dx =2-cosydy F1 5
m(dq)=jl—' 4—X2—Oldx= =j— 4 —4sin“y-2cosydy =
2 2| m/2 2
0 0
0| O
2z funkce cosy je naoboru

N ———— e

Jcos2 y=|cos y|

cos?y —sin® y = cos 2y
cos?y +sin‘y =1

2cos?y =1+ cos2y

primitivni funkce

1—sin’y -cosydy = integrace kladnd, proto ne- =
piSeme absolutni hodnotu

2
1
=f(1+c052y)dy= [y+§sin2yl
0

7
JZ-coszydy=

0

s
2

0

. , m 1 T 1 T
jenaintervalu = > + > sin 25 -1 0+ > sin(2-0) | = Ej
integrace spojitd — 0
2 2
S(UQ)—— (4—x2)—02 =f == — =1-x—i-x32=
2 8-3 0
0 0
primitivpi funkce 1 1 1 1 1 2
jsou na intervalu = 5 Z—E 23| - E-O—ﬁ-03 =1—§=§
integrace spojité '
V4 —x2 =2z
4 —x?=z°
—2xdx =2zdz
=11 4 —x2 — == V4 —x2dx = — =
Sy(A) x I X Oldx 2] x4dx = dr = —Z dz
210
X 0Ty ?
17 _ 1F 111 12 pFimitilvni funkce /4 4
=§fxz —dz=§fzzd2=§ §z3 = jenaintervalu =5 §-23—0 =3
0 integrace spojita

N | Wi
N | win
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FAST - Mat 2: Té#isté tenké rovinné NEHOMOGENNI desky 8 z

Urcete souradnice téZisté tenké rovinné desky <A ohranicené kiivkou f(x) : y = sinx
aosou x (=g(x):y=0), pro 0<x<m, jestlize o(x) =x+1[kgm™2].

y

a po dosazeni do vzorct:

X
o TT
m(c/l)—f(x+1)[smx— 0]dx = fxsinxdx+fsinxdx=n+2
0o e 0 0
A B
T ] T
A=jxsinxdx= u=x vo=sinx —x cos x]g j—cosxdx=
u' =1 v=-—cosx
0 0

primitivni funkce
= [—x cos x]g + [sin x]:)T = jsou naintervalu
integrace spojité

= [—n cosmt—(—0- cos0)

+ | sinmt— sinO] =n+0=
N — N —

T
-1 1 0 0 -
T primitivni funkce
B= fsinxdx = [—cos x]10T = je na intervalu = [— cos Tt —(— cos 0)] =2
0 integrace spojita -1 1 -
T cos?x +sinx =1
Sy (A) = > j(x +1)- [sin2 x —02]dx = cos? x — sin® x = cos 2x |- (=1
0o ™ 2sin”x =1 — cos 2x
T T
1 1 — cos 2x 1
=—f(x+1)-—dx=—f(x+1)-(1—c052x)dx=
2 2 4
0 0
_1.[ +1 2 2d—1x2+ C1'2n—
=1 (x X COS 2X cos_x)x—4 5 T 5 sin2x| =
C=[xcos 2x dx 2x=w 0
1 [x? xsin2x + cos2x 1 K primitivni funkce
=1l7 +x— 5 3 sin le = jsou na intervalu
i 0 integrace spojité
—1_1T2+ ! '2+1 2 1'2 0+0 0+1 01'0 =
=77 ™ 21'[51r:)11 2cos; T 251r:)11 2cols 2512 =
1 1'[2+ +1 1\ n®+2m
“a\2 ""T272)7 78
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FAST - Mat 2: Té#isté tenké rovinné NEHOMOGENNI desky 9 z

/ 2 1 2x =w
u=x v =cos2x B
C=|]xcos2xdx =\ , 1. = —.xsin2x— | sin2xdx =|2dx = dw
u'=1 wv=-sin2x 2 1
2 dx=5dw
1 ) _ 1 1 ) 1 x sin 2x + cos 2x
=E-xsm2x—jsmw-zdw:E-x51n2x—5(—cosw)+c= > +c

u=x%4+x v =sinx
u =2x+1 v=-—cosx

S (a‘l)—f(x+1) x-[sinx — O]dx—j(x +x).sinxdx =
0o oM™

=[x?+x)- (- cosx) f (2x +1) - (—cosx)dx =

u=2x+1 v =cosx

T
— [—(x2 T =
= [-(x +x)cosx]0+j0 (2x + 1) cosx dx u' =2 v =sinx

a1
[ (x? +x)cosx] [(2x + 1) - smx] f 2sinxdx =
0

primitivni funkce
= [-(x% + x) cos x] [(2x + 1) sin x] — 2[—cos x]g = jsouna intervalu
integrace spojité

2n+ 1) sint—(2-0+1) sin0| —

= [—(th + 1) cosm+(0%2 + 0) cosOf +
0 0

-1 1

—2[— cosm+ cos0| =2 +m—4
N——

| S
-1

m242m

™ 4+n—4 5
n+2 ‘'m+2

= [1,75;0,39]
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FAST - Mat 2: Hmotnost tenké rovinné desky v poldrnich souradnicich 10 z

Hmotnost tenké homogenni rovinné desky A (jejiz kazdy bod je v poldrnich
souradnicich vyjadien svou vzdalenosti r od pocatku a orientovanym dhlem ¢ |,
ktery svira jeho priivodic s kladnym smérem osy x )

o plo$né (mérné) hustoté o [kgm™2], kde r(¢) je spojitd funkcea ¢ € (a;f), se
spocita podle vzorce (str. 30 zminénych skript)
B

() = 3 [ 1) do

a

Urcete hmotnost tenké homogenni rovinné desky A jejiz kazdy bod vyhovuje vztahtim

c/l:{[x;y]E]R{2 :0<x<2cost, 0<y<sint, te<0;g>},

jestlize o = 1 [kg.m~2] (rovinna deska je stejna jako na str. ).

Nakreslime si hranice dané plochy, pricemz hrani¢ni krivka je zadana parametricky:

y
A
x = 2cost Na stranég jsme odvodili:

y = sint

2

= |1—-— Pak:
y 4 a
1—%2 cosp = X _ 2x
— 3x2_\/4+3x2
- — \/1+T E—
=0 > x

Polarni soufadna soustava. Nejprve z parametrickych rovnic elipsy sestavime funkci
vzdalenosti daného bodu elipsy od pocatku v zavislosti na orientovaném thlu ¢ pri-
vodice (spojnice tohoto bodu s pocatkem soustavy souradnic), kde ¢ € (0; §> .

Tuto funkci vzdalenosti oznacime 7(¢) a pro jeji sestaveni vyuZijeme znazornény
pravouhly trojuhelnik, ve kterém si vyjadiime funkci cos¢ .
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FAST - Mat 2: Hmotnost tenké rovinné desky v poldrnich souradnicich

11 z 11

2x
2
COSp = —— 3x?
V4 + 3x2 r((p): 1+T
,  4x?
cos” ¢ = 4 + 3x2 . o0
4—3cos? ¢
(4 + 3x2) cos? ¢ = 4x? r(p)= [1+ —
4 cos? ¢ = 4x? —3x%cos? ¢
_ 3cos?p 4
4ecos’yp )= +4—3c052<p_ 4 —3cos? ¢
4 —3cos? ¢
tgp =w
c/l—llf - 2d —1f LA P
m( )_2 o 4 —3cosg $=3 4 —3cos? g ¢ dp = — dw|
1
COSP = Tirwz
i T \/ZW :\/TS
z) (3) ;
B J 2 1 dw = j 2 dw = w == _
) a3 = 1+ wr T w1 -
© +w? ©) 1
dw = =ds
2
) (3) . ;
2 1 3 ()
= 5 —ds = 5 ds = [arctg s] = [arctg ZW] =
4.5 41 sc+1 0) (0)
(0) 4 (0)
primitivni fun-
= [arctg (2 tg(p)]2 _ keejespojita lim arctg(2tgx) — arctg (2tg0)| =
0 < L xX->T/27 — ——
na (0; —) ) 0
2
M .
=(3-0)= 2)
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