FAST - Mat 2: Plosny obsah rovinného obrazce bez ovérovdni podminek 1 z

Urcete plosny obsah casti roviny omezené

1 y

2 0.8+

funkci _
1+ sin"x

0.6+

a osoucx,

0.4+

pro x € (0;m),

0.2+

kdyz vite, Ze:

1 1 Spravnost primitivni
— dx = — arctg (\/E tg x) +C fukce si miizete ovérit
1+ sin"x V2 DERIVOVANIM!

1. Nekorektni poutziti zakladni véty integralniho poctu ||

T

1 1 1 1
— ——dx = |—=arctg(V2tgx)| = —=arctg (V2 tgm) — — arctg (V2 tg0) =
0j1+sin2x N g( g)O\/E g( %d)ﬁ g( ‘%’)
0
=0-0=0j°
OvSem! Tento plo$ny obsah ($rafovany) neni (viz obrazek) roven NULE!
2. Primitivni funkce je nespojitafj pro x = g
f ! d [1 tg (V2 t )r ! tg (V2 t )r+[1 tg (V2 t )1T
————dx =|—=arc x)| = |—=arc x —arc x)| =
J 1+sin2x \/7 g g 0 \/7 g g o \/7 g g n
2

1 1
= | lim — arctg (V2tgx) — lim — arctg (V2tgx)| +
7 g(V2tgx) — lim —=arctg (V2tgx)
2

1 1
+ | lim — arctg (V2tgx) — lim — arctg (V2tgx)| =
Am = arctg (V2 tgx) G g(V21gx)
2

1 1 [m T
= ﬁ 611_{210 arctga — arc(;ch +arctg0 — bl_i)r_noo arctgh | = ﬁ o <_E)] = 2,22 jz

1 Podle PoznamKy 2.3. na strané 6 skript (Danécek, J., Dlouhy, O., P¥ibyl, O.: Matematika I modul 8 ur¢ity
integral. Brno : Akademické nakladatelstvi CERM, s. 1. 0., 2007, 50 s. ISBN 978--80--7204--525--9), musi
byt primitivni funkce na uzavireném intervalu (0; Tt) spojitd, jinak nejsme opravnéni nasledujici postup

Jo f(x)dx = [F(x)]; = F(m) — F(0)  poutit.

% Nejdrive vyuzijeme aditivnosti integralu (v bodé nespojitosti jej rozdélime na dva) a potom budeme
postupovat podle Definice 2.2. tamtéZ: f: f(x)dx = [F(x)]Z = lil‘ll;l F(x) — lim F(x)
x-b~ x-a*
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FAST - Mat 2: Plosny obsah rovinného obrazce 2 z

Plodny obsah &astirovingy A = {[x;y]ER? : a<x<b,f;(x) <y < f,(x)},
kde f;, f, jsou spojité funkce takové, ze f;(x) < f,(x), prokazdé x € (a;b),
se spocita podle vzorce (str. 20 zminénych skript):

b
PO = [ 1,00 - fi] dx

Urcete plo3ny obsah &asti roviny A, pro jejiz body plati: y <2 —x?; y>x.
1. Nakreslime hranice oblasti: v =2 —x?, y=x

a z grafu urcime defini¢ni obory funkci.

2. Najdeme x-ové souradnice priisecikli obou krivek

y=y

x=2—x?
x> +x—-2=0
(x+2)(x—1)=0
X1 =-2, x,=1

1
3. Dosadime do vzorce: P(A) = f [f(x) —g(x)] dx
2

3 21 primitivni funkce je
P(A) = f[(Z —x%) = ()] dx = lZ x-—3 -5 = ma intervalu integrace
et -2 spojita, proto:
13 12 (=2) (-2)? 1 1 8 9 2
=[21-=-=|-|2.(-2) - - =2————+44—-+2===45]j

Uréete plony obsah &asti roviny B ohrani¢ené grafy funkci f : y = cos®x, g:y = sin® X,
T
kdy? x € <o ; g> (11/6 = 0,524)

1. Nakreslime hranice oblasti: f(x) : v = cos® x,

y gx):y= sinx az grafu ur¢ime defini¢ni obory.

2. Najdeme x-ové souradnice priiseciki obou krivek

0.8
. f@) y=y .
' cos3 x = sin® x = x=-—=0,785
0.4 — g 4
cosx =sinx
0.2 j)
L =
ol T % ¢
02 m/6 08 3. Dosadime do vzorce: P(B) = ] [f(x)—g(x)] dx

0
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FAST - Mat 2: Plosny obsah rovinného obrazce 3 z

T

oA

. 2 .
sin“ x -sinxdx =

C a3

P(B) = f[(cos3 x) — (sin® x)] dx = J cos? x - cos x dx —
0

0

- - sinx=u cCosx =v
cosxdx = du —sinxdx = dv
. 2 .
=f(1—51n x)~cosxdx—f(1—coszx)-smxdx= o1 T _ V3 |=
sin—- == cos — = —
0 0 6 2 6 2
sin0=0 cos0=1

V3
primitivni funkce je

; : :
= ](1 —u?)du+ f (1-v?)dv = [u - —l [v - —l na intervalu integrace
0 spojita, proto:

1 V3 V33 1 1 1 3 343 1
=Kz 233> “”] K 233> (“5)‘?‘%*7‘@‘”?

12—-1-24+8 4+/3-+/3 343 5
= + = — — = 0441
24 8 8 24

Uréete plodny obsah &asti roviny C ohraniéené grafy funkci f : y = cos3x, g:y = sin® X,

U
kdyz x € <O; E> (m/2 =1,57), tedy stejné funkce jako v predchozim prikladu,

ale jiny interval.
y Na zakladé rozboru predchoziho prikladu musi-
me uvazovat dvé ¢asti plochy A (modre vybar-
vena je leva ¢ast uvazované plochy a Zluté prava

0.8
0.6 Cast) a proto dosazujeme:
0.4 \/f
T T
0.2 cos0 =1 cosZ=7 cos§=0
0 O.5T[/41f(x)‘l'[/2x _ om 2 ST
sin0 =20 sin— = — sin-=1
4 2 2
3
P(C) = f[(cos3 x) — (sin’® x)] dx + f (sin® x) — (cos3 x)] dx =
0 s
4
\/_ \/E
0
= f(l—uz)du+ f(l—vz)dv + f(vz —Ddv+ f(u — 1D dul|=
0 V2
2
- U3 7 3 7 v primitivni funkce je
=lu-— ?l + (v — ?l + l + I— - ul = na intervalu integrace
! 0 1 2 spojita, proto:
5\/_ G = 1,024
-3 73 i

Brno 2017 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Mat 2: Plosny obsah rovinného obrazce 4 z

Urcete plosny obsah ¢asti roviny D, pro jejiz body plati: 2x+y<6; x>0; y=>0.

Mame dvé moZnosti, jak stanovit podminky, kterym museji vyhovovat souradnice bodt
uvazované oblasti D.

1.moznost: 0< x <3 2.moznost: 0< y <6
0<y(x)<6-2x Osx(y)sg_%
> .
0 1 2 3 5 T > 3 "
: 6
P(D)=J(6—2x)—(0) dx = y
I ] P@) = [16-2) - ©1dy =
0
= [6x - x?], = (6:3—32)—(6-0—07) = S
=3y -] =(18-9)—(0) =9}
_18-9=9] ly 7| ( )—(0) =9]

V obou piipadech jsou primitivni funkce na intervalu integrace spojité.
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FAST - Mat 2: Délka kfivky 5z

Délka kfivky L dané parametrickymi rovnicemi x = ¢@(t), y=y(t), tE€(a;b)
se spocita podle vzorce (str. 18 zminénych skript):

b
L= [T @R+ OF de

a ve specialnim pripadé, je-li kfivka £ dana predpisem y = f(x), x €(a;b) ade-
rivace f' jekonefnana (a;b), plati (str. 19 tamtéz):

b
~ [T PR ax

protoZe za jednu parametrickou rovnici staci zvolit: x =t adostaneme prvni pfipad.

2
Urcete délku kfivky £, dané rovnicemi: x =4 Int; y = 2t + 7 kde t € (1;e).
Potom (defini¢ni obor funkce definujici kiivku urcime graficky)

I __ 4 I __ 2 2
x'=2 a ys= ok
A7
oL f(
5 —
3 —
2 —
1 —_
% % % % | -
-1 0 1 2 3 4 5 *
e e e
P I P o O B e T
B t t2 B t2 tz ottt t2 B
1 1 1
° e primitivni funkce je
2 2 : . 2 2
=f 2+ —|dt=|2t——| = naintervaluintegrace =(2e—;)—(2-1—;)i
1 t th spojita, proto:
=4,701]j
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FAST - Mat 2: Délka krivky

Tt
Urcete délku kfivky £, dané rovnici: f(x) : y =In(sinx), kde xE€ <—

y
0

0.5

/3

|

/2

y:

-0.5

|
W

In(sin x)

T[

N

1 cos? x f |sin?x + cos? x
D(f)=(0;m), y' ‘cosx = L= f 1+ — dx=f 5 dx =
——————— nx sin” x sin” x
periodicky =R T
3 3
cosx =y
—sinxdx = dy
n T L3 0
_fld_fsinxd_f sin x B XY _f —1d_
_nsinx x—nsmzx x—n 1—cos?2x =~ Tlo _11—y2 Y=
3 3 3 2 3
m|1
312
0 0 1 1
—]1 —f 2 4 2 gy= |2+ D 4oy —1| =
_1y2_1 3’—1 541 T y—1 | Y= ny+1)+zInly Il—
z 1
primitivni funkce je na intervalu integrace spojita, proto:
- o+ 42 mpo—1|—|—2m(Ee1)+ imlioa][= . =23 L o5
=7z O+ D45 f0 = 1fj=1=7 In{5 2 |2 T Ty TV
0 0
Uréete délku kiivky £, dané rovnici:  f(x) : y = Vox — x2 .f
Je ztejmé, ze: y=>0; 0<x<6. x=t+3 x'=1
] "y 1y . o7 a2t
Zvolme (x zvolime, y dopocitdme) parametrické rovnice y=v9—t+ y Worss
-3<t<3
t =3w
dt =3dw 1

3 > 3
L—f 12+< t )dt—f I-HE
kA V9 —t2 A

:3f/9 ngdw—Sf\/%dW—B[arcsmw] —3[ ( )]—311]

3 Graf funkce f(x) jehorni polokruznice (x —3)? +y? =32,
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FAST - Mat 2: Objem rotacniho télesa 7 z

Objem 7V télesa T vzniklého rotaci funkce f(x) kolemosy x pro které plati:
rotujici plocha je tvofena body {[x;y] ER? : a<x <b,0 <y < |f(x)]},
kde f je spojitd na (a; b) se spocita podle vzorce (str. 23 zminénych skript):

b
V, =1Tff2(x)dx

Obdobné pfti rotaci kolem osy y.

Urcete objem 7V télesa vzniklého rotaci plochy ohranicené ¢arami o rovnicich

x-y=4, x=1, x=4, y=0 kolemosy x:

27
4 4
3+ RV ; s .
1. Vroviné si nakreslime rotujici plochu
a z grafu ur¢ime defini¢ni obor funkce:
4
2 .
f(x):y=—
)y =<
2. Dosadime do vzorce:
1 =+
0

= na intervalu integrace =

r primitivni funkce je
1 spojita, proto:

=T T— T =T[(—4+16)=12T[]
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FAST - Mat 2: Objem rotacniho télesa 8 z

Uréete objem V télesa vzniklého rotaci oblouku kfivky y = x3 kolem osy y
proy € (1;8).

1. Pozor na PISMENKA oznacujici proménné,
plocha rotuje kolem osy y !

2x =y = f(:x=3y, D(H=R
3. Vroviné si nakreslime rotujici plochu

4. Dosadime do vzorce pro objem:

| | »
I I -
1 2 x
0
8
8 , 8 yg primitivni funkce je
V), = T[j Rfy) dy = fy§ dy =m|=-| = naintervalu integrace
1 1 3 spojita, proto:

3 85 3 1§ 3-32 3 93m 5 | =g 43 3
= — 3 — — 3 = —_— = — =
m 5 m 5 5 5 ) '—]
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FAST - Mat 2: Povrch rotacniho télesa 9 z

Plast P télesa T vzniklého rotaci funkce f(x) kolem osy x pro které plati:
rotujici plocha je tvofena body {[x;y] ER? : a<x <b,0 <y < |f(x)]},
a f' jekonetnana (a;b), sespocita podle vzorce (str. 25 zminénych sKkript):

b
P, = 21rff(x) V1I+[f'(x)]?dx

av pripadé, Ze body krivky jsou dany parametricky [x(t); y(t)]ay(t) = 0prot € (a; )

B
P =2m f y© I OF + b OF dt

Obdobné pfti rotaci kolem osy y.

Uréete povrch P télesa vzniklého rotaci oblouku kiivky f(x) : y = x3

prox € (0;1).

kolem osy x

e
1 1. D(f) =R, f'(x)=3x?
2. Vroviné si nakreslime rotujici plochu
3. Povrch je tvoren plastém a podstavami:
P = :Px + P1 + P2
P, je pouze bod a P, je kruh o poloméru 1.
0 4. Dosadime do vzorce pro plast:
V1+9xt=t
1+9x*=t?
1 1 36x3dx =2tdt
P = 2nfx3 1+ (3x?)2dx = 2nfx3\/1+9x4dx = x3 dx =%dt =
0 0 x| t
1(v10
0] 1
V10 ; .3 V10 primitivni funkce je ( \/1—0)3 13
=2m j t- Edt = 211[5] = naintervalu integrace =27 =1 T Ta|=
1 1 spojita, proto:

=21 (0,567) = 3,563 j°

Zbyva jesté k plasti pricist plochu (Cervené) podstavy, abychom dostali cely povrch ro-
tacniho télesa.

P=P, +m-12=2m-(0567)+m=m- (20567 +1) = 6,723 j
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FAST - Mat 2: Povrch rotacniho télesa 10 z

Uréete plast P télesa vzniklého rotaci plochy ohraniéené ¢arami o rovnicich
x-y=4,x=1, x=4, y=0 kolemosy x:

y
4
3 1. Vroviné si nakreslime rotujici plochu
a z grafu urcime defini¢ni obor funkce:
2 4
X f00 1y = —
5 ‘ ‘ }—— 2. Dosadime do vzorce:
1 2 3 L4l x
16
1-|'—4 t
16
1+ =t?
4 . 4 16 4
P =2 j4 1+(=2) ax=¢ Jl o =
*T )% x2) CTOT) % xt T 2l dt=4x3dx |
1 1 (t2-1)
X t
17
{1
1(v17
17 17
16 16
_g fl . 1 —16-2tdt_ " j 1 t? it =
T XN e o2 T T ) e 2 T
17 17
1 t? 2 t?-1+1
=—641‘[f T3 .(tz—l)zdt: 411[ 2_1dt=—4nf ra—) dt =
V17 t?-1 V17 V17
17 17
16 1 1 16
DU P B P [ EYSE RN P
t+1 t—-1 t+1 t—-1

primitivni funkce je

1 1 -
=2m j <2 - —+ —) dt =2m [2 t +1In l = na intervalu integrace
t+1 t—=1 t+1 E spojita, proto:

/17

’ __1

=2m|2V1 +ln =21 (9,879) = 62,073 j°
17 1 ( ) )
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FAST - Mat 2: Povrch rotacniho télesa

Uréete plast P télesa vzniklého rotaci oblouku kfivky y = x3

AY

8

o
- 4
N

11 z 11

kolem osy y
proy € (1;8).

1. Pozor na PISMENKA - plocha
urcend krivkou rotuje kolem osy y !

2. Zvolime si parametrické vyjadreni krivky, naprii-

klad:

3=y = x=t;

x'=1 te(1;2)

y=t3; y' =3t2

3. V roviné si nakreslime rotujici plochu a z obrazku
odvodime, zda defini¢ni obor krivky pokryva cely
interval, pres ktery integrujeme.

4. Dosadime do vzorce pro plast.

1+9t*=u
t4:u_—1:> t? = u-1
9 9
2 2 . 1y
4t3dt ==
Py=21rft- 12+(3t2)2dt=211]\/1+9t4-££1£= g U =
1 1 tdt = 12du
36t
ﬁzv t=2 = u=145
usz(u_l) t=1>=>u= 10
v =u(w?-1)
vZ
S U 1}15\/_ L 1T1;_:5 "
=2m u- du = — —du =
2v(v2—21)—1272~2vdv=du 10 36. |41 6 1o Vu-1
ve-1)
u=145 = v = |= %5. %
144 o —2p _m 2 dv =
10 "6 {0 Ve T 3 1{5 w1z VT
u=10 => u = r \/; =
10
9 1 1 1 1
T 4 1 1 1
3] vl w+12 T v—1 T w-0z| %
145
144 10
s v—1 1 1 0 = 71412
2 |"v+1 v+l v—1|mms )
144
kde: vt _ 4 B < b
& w2-1)2 v+l  (@w+12  v-1  (v-1)2
V2=Aw+1DWw-1)2+Bwv—-1D?*+Clv—-1D)@w+1?+Dw+1)>2
v= 1: 1=4D = D=
v=-1: 1=4B = B=;
v3: 0=A4+C = A=-C
v= 0 0=A+B—-C+D
0O=A+-+4+- = A=—-
4 4 4
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