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Vyjadřuje-li rovnice 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 v bodě 𝒜 implicitně nějakou funkci (která popi-
suje plochu), pak normálový vektor k této ploše v bodě 𝒜 má tvar

𝑛⃗ = ൫𝐹௫(𝒜); 𝐹௬(𝒜); 𝐹௭(𝒜)൯

1. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐴 o půdorysu 𝐴ଵ = [1;−2] napište (pokud
existujı́) rovnice tečné roviny a normály ke grafu funkce

𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 6𝑥𝑦ଶ − 2𝑥ଷ − 3𝑦ଷ .

Napřed dopočı́táme 𝑧–tovou souřadnici bodu,

𝑧 = 6 ⋅ 1 ⋅ (−2)ଶ − 2 ⋅ (1)ଷ − 3 ⋅ (−2)ଷ = 46 ⟹ 𝐴 = [1;−2; 46]

potom funkci upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ 6𝑥𝑦ଶ − 2𝑥ଷ − 3𝑦ଷ − 𝑧 = 0

Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐴 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐴) ≠ 0 ,
pak existuje v tomto bodě k ploše (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 6𝑦ଶ − 6𝑥ଶ 𝐹௫(𝐴) = 18
𝐹௬ = 12𝑥𝑦 − 9𝑦ଶ 𝐹௬(𝐴) = −60 normálový vektor 𝑛⃗ = (18;−60;−1)
𝐹௭ = −1 𝐹௭(𝐴) = −1 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = 1 + 18𝑝
𝑦 = −2 − 60𝑝
𝑧 = 46 − 𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: 18 ⋅ (𝑥 − 1) − 60 ⋅ (𝑦 + 2) − 1 ⋅ (𝑧 − 46) = 0

18𝑥 − 60𝑦 − 𝑧 − 92 = 0
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2. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐵 = [−1; 𝑦஻; 5] napište (pokud existujı́)
rovnice tečné roviny a normály ke grafu funkce

když souřadnice 𝑦஻ > 0 .

𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥ଶ + 𝑦ଶ .

Napřed dopočı́táme 𝑦–novou souřadnici bodu,

5 = (−1)ଶ + 𝑦ଶ ⟹ 𝑦ଵ;ଶ = ±√4 ⟹ 𝐵 = [−1; 2; 5]

potom funkci upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ − 𝑧 = 0

Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐵 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐵) ≠ 0 ,
pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 2𝑥 𝐹௫(𝐵) = −2
𝐹௬ = 2𝑦 𝐹௬(𝐵) = 4 normálový vektor 𝑛⃗ = (−2; 4;−1)
𝐹௭ = −1 𝐹௭(𝐵) = −1 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = −1 − 2𝑝
𝑦 = 2 + 4𝑝
𝑧 = 5 − 𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: −2 ⋅ (𝑥 + 1) + 4 ⋅ (𝑦 − 2) − 1 ⋅ (𝑧 − 5) = 0

2𝑥 − 4𝑦 + 𝑧 + 5 = 0
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3. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐶 = [3; 1; ?] napište (pokud existujı́) rovnice
tečné roviny a normály plochy (pokud jde o plochu)

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶ 𝑥ଶ − 𝑦ଶ − 4𝑧 = 0 .

Napřed dopočı́táme 𝑧–tovou souřadnici bodu,

(3)ଶ − (1)ଶ − 4𝑧 = 0 ⟹ 𝐶 = [3; 1; 2]

a potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐶 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐶) ≠ 0 ,
pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 2𝑥 𝐹௫(𝐶) = 6
𝐹௬ = −2𝑦 𝐹௬(𝐶) = −2 normálový vektor 𝑛⃗ = (6;−2;−4) = 2 ⋅ (3;−1;−2)
𝐹௭ = −4 𝐹௭(𝐶) = −4 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = 3 + 3𝑝
𝑦 = 1 − 𝑝
𝑧 = 2 − 2𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: 3 ⋅ (𝑥 − 3) − 1 ⋅ (𝑦 − 1) − 2 ⋅ (𝑧 − 2) = 0

3𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 − 4 = 0
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4. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐷 = [1;−1; 1] napište (pokud existujı́) rovnice
tečné roviny a normály plochy

(pokud jde o plochu) dané rovnicı́:

𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 2 − 𝑥𝑦𝑧 .

Napřed do rovnice dosadı́me souřadnice bodu,

(1)ଶ + (−1)ଶ + (1)ଶ = 2 − (1) ⋅ (−1) ⋅ (1) ⟹ souřadnice bodu vyhovujı́ rovnici.

Potom funkci upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ + 𝑥𝑦𝑧 − 2 = 0

Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐷 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐷) ≠ 0 ,
pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 2𝑥 + 𝑦𝑧 𝐹௫(𝐷) = 1
𝐹௬ = 2𝑦 + 𝑥𝑧 𝐹௬(𝐷) = −1 normálový vektor 𝑛⃗ = (1;−1; 1)
𝐹௭ = 2𝑧 + 𝑥𝑦 𝐹௭(𝐷) = 1 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = 1 + 𝑝
𝑦 = −1 − 𝑝
𝑧 = 1 + 𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: 1 ⋅ (𝑥 − 1) − 1 ⋅ (𝑦 + 1) + 1 ⋅ (𝑧 − 1) = 0

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0
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5. [𝑥 ∈ ℝ ⧵ {0} ; 𝑦 ∈ ℝ ⧵ {0} ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐸 = [1; 1;−1] napište (pokud existujı́)
rovnice tečné roviny a normály plochy

(pokud jde o plochu) dané rovnicı́:

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∶ 𝑥𝑦 + 𝑦
𝑥 + 𝑧ଷ + 𝑥𝑦𝑧 = 0 .

Napřed do rovnice dosadı́me souřadnice bodu,

1
1 +

1
1 + (−1)ଷ + (1) ⋅ (1) ⋅ (−1) = 0 ⟹ souřadnice bodu vyhovujı́ rovnici.

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace.
Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐸 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐸) ≠ 0 ,

pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ =
ଵ
௬ +

ି௬
௫మ + 𝑦𝑧 𝐹௫(𝐸) = −1

𝐹௬ =
ି௫
௬మ +

ଵ
௫ + 𝑥𝑧 𝐹௬(𝐸) = −1 normálový vektor 𝑛⃗ = (−1;−1; 4)

𝐹௭ = 3𝑧ଶ + 𝑥𝑦 𝐹௭(𝐸) = 4 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = 1 − 𝑝
𝑦 = 1 − 𝑝
𝑧 = −1 + 4𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: −1 ⋅ (𝑥 − 1) − 1 ⋅ (𝑦 − 1) + 4 ⋅ (𝑧 + 1) = 0

𝑥 + 𝑦 − 4𝑧 − 6 = 0
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6. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐺 = [−1; 3;−9] napište (pokud existujı́)
rovnice tečné roviny a normály plochy

(pokud jde o plochu) dané rovnicı́:

𝑥𝑦𝑧 = 27 .

Napřed do rovnice dosadı́me souřadnice bodu,

(−1) ⋅ (3) ⋅ (−9) = 27 ⟹ souřadnice bodu vyhovujı́ rovnici.

Potom funkci upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ 𝑥𝑦𝑧 − 27 = 0

Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐺 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐺) ≠ 0 ,
pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 𝑦𝑧 𝐹௫(𝐺) = −27
𝐹௬ = 𝑥𝑧 𝐹௬(𝐺) = 9 normálový vektor 𝑛⃗ = −3 ⋅ (9;−3; 1)
𝐹௭ = 𝑥𝑦 𝐹௭(𝐺) = −3 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = −1 + 9𝑝
𝑦 = 3 − 3𝑝
𝑧 = −9 + 𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: 9 ⋅ (𝑥 + 1) − 3 ⋅ (𝑦 − 3) + 1 ⋅ (𝑧 + 9) = 0

9𝑥 − 3𝑦 + 𝑧 + 27 = 0
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7. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐻 = [2; 3; 4] napište (pokud existujı́)
rovnice tečné roviny a normály plochy

(pokud jde o plochu) dané rovnicı́:

𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ − 3𝑥𝑦𝑧 − 27 = 0 .

Napřed do rovnice dosadı́me souřadnice bodu,

2ଷด
଼
+3ଷด

ଶ଻
+4ଷด

଺ସ
−3 ⋅ (2) ⋅ (3) ⋅ (4)ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ

଻ଶ
−27 = 0 ⟹ souřadnice bodu vyhovujı́ rovnici.

Potom spočı́táme prvnı́ parciální derivace.
Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐻 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐻) ≠ 0 ,

pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 3𝑥ଶ − 3𝑦𝑧 𝐹௫(𝐻) = −24
𝐹௬ = 3𝑦ଶ − 3𝑥𝑧 𝐹௬(𝐻) = 3 normálový vektor 𝑛⃗ = −3 ⋅ (8;−1;−10)
𝐹௭ = 3𝑧ଶ − 3𝑥𝑦 𝐹௭(𝐻) = 30 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = 2 + 8𝑝
𝑦 = 3 − 𝑝
𝑧 = 4 − 10𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: 8 ⋅ (𝑥 − 2) − 1 ⋅ (𝑦 − 3) − 10 ⋅ (𝑧 − 4) = 0

8𝑥 − 𝑦 − 10𝑧 + 27 = 0
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8. [𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ ; 𝑧 ∈ ℝ] V bodě 𝐿 = [1; 0; 1] napište (pokud existujı́)
rovnice tečné roviny a normály plochy

(pokud jde o plochu) dané rovnicı́:

൫𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ൯ଶ = 2(𝑥ଶ − 𝑦ଶ + 𝑧ଶ) .

Napřed do rovnice dosadı́me souřadnice bodu,

൫1ଶ + 0ଶ + 1ଶ൯ଶ = 2(1ଶ − 0ଶ + 1ଶ) ⟹ souřadnice bodu vyhovujı́ rovnici.

Potom funkci upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a spočı́táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ ൫𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ൯ଶ − 2𝑥ଶ + 2𝑦ଶ − 2𝑧ଶ = 0

Pokud jsou všechny tři 𝐹௫, 𝐹௬, 𝐹௭ v okolı́ bodu 𝐿 spojité a navı́c hodnota 𝐹௭(𝐿) ≠ 0 ,
pak existuje v tomto bodě ke grafu (funkce dané implicitně) tečná rovina.

𝐹௫ = 2 ⋅ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ) ⋅ 2𝑥 − 4𝑥 𝐹௫(𝐿) = 4
𝐹௬ = 2 ⋅ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ) ⋅ 2𝑦 + 4𝑦 𝐹௬(𝐿) = 0 norm. vekt. 𝑛⃗ = 4 ⋅ (1; 0; 1)
𝐹௭ = 2 ⋅ (𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ) ⋅ 2𝑧 − 4𝑧 𝐹௭(𝐿) = 4 ≠ 0

Parametrické rovnice normály: 𝑥 = 1 + 𝑝
𝑦 = 0
𝑧 = 1 + 𝑝

Obecná rovnice tečné roviny: 1 ⋅ (𝑥 − 1) + 0 ⋅ (𝑦 − 0) + 1 ⋅ (𝑧 − 1) = 0

𝑥 + 𝑧 − 2 = 0
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9. [𝑥 ∈ ℝ ⧵ {0} ; 𝑦 ∈ ℝ ⧵ {0} ; 𝑧 ∈ ℝ] Najděte rovnici tečné roviny 𝜏 plochy

𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 1
𝑥𝑦 ,

která je rovnoběžná s rovinou 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 8 = 0 ⟹ normálový vektor 𝑛⃗ = (1; 1; 1) .

Funkci upravı́me na tvar F(x ; y ; z) = 0 a pro bod dotyku 𝑇 = [𝑥்; 𝑦 ; 𝑧்] spočı́-
táme prvnı́ parciální derivace.

𝐹 ∶ 𝑥𝑦𝑧 − 1 = 0

𝐹௫ = 𝑦𝑧 𝐹௫(𝑇) = 1
𝐹௬ = 𝑥𝑧 𝐹௬(𝑇) = 1
𝐹௭ = 𝑥𝑦 𝐹௭(𝑇) = 1

Rƽ ešenı́m následujı́cı́ systému třı́ rovnic o třech neznámých:

𝑦 ⋅ 𝑧் = 1 ⇒ 𝑦 = 1
𝑧்

𝑥் ⋅ 𝑧் = 1 ⇒ 𝑥் =
1
𝑧்

𝑥் ⋅ 𝑦 = 1 ⇒ 1
𝑧்

⋅ 1𝑧்
= 1 ⇒ 1 = 𝑧ଶ் ⇒ 𝑧 భ்;మ = ±1

dostáváme dva možné body dotyku: 𝑇ଵ = [1; 1; 1] a 𝑇ଶ = [−1;−1;−1] .
Po dosazenı́ souřadnic těchto bodů do rovnice plochy je zřejmé, že bod 𝑇ଶ na ploše

neležı́, kdežto bod 𝑇ଵ na ploše ležı́.

𝑇ଵ ∶ 1 = 1
1 ⋅ 1 𝑇ଶ ∶ −1 ≠ 1

(−1) ⋅ (−1)

Obecná rovnice tečné roviny 𝜏 v bodě 𝑇ଵ : (𝑥 − 1) + (𝑦 − 1) + (𝑧 − 1) = 0

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 3 = 0
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