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Funkce vı́ce proměnných
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Při určovánı́ lokálnı́ch extrémů reálné funkce dvou reálných proměnných 𝑓(𝑥; 𝑦) po‑
stupujeme zpravidla takto:

1. určı́me deϐiničnı́ obor 𝐷(𝑓) funkce;

2. vypočteme prvnı́ parciálnı́ derivace 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦 a určı́me jejich deϐiničnı́ obory;

3. určı́me stacionární body (v nich jsou obě první parciální derivace rovny NULE);

4. vypočteme druhé parciálnı́ derivace 𝑓𝑥𝑥 , 𝑓𝑥𝑦 , 𝑓𝑦𝑥 a 𝑓𝑦𝑦
—pokud jsou v bodě 𝒮 spojité, platı́: 𝑓𝑥𝑦(𝒮) = 𝑓𝑦𝑥(𝒮);

5. pro každý stacionárnı́ bod 𝒮 určı́me znaménko determinantu

𝐷(𝒮) = 𝑓𝑥𝑥(𝒮) 𝑓𝑥𝑦(𝒮)
𝑓𝑦𝑥(𝒮) 𝑓𝑦𝑦(𝒮)

Když
𝐷(𝒜) > 0
𝐷(ℬ) < 0
𝐷(𝒞) = 0

pak
𝒜 je lokálnı́ extrém;
ℬ nenı́ lokálnı́ extrém;
o 𝒞 nelze rozhodnout;

6. ze znaménka druhé derivace 𝑓𝑥𝑥(ℰ) určı́me druh extrému v daném bodě

když
𝑓𝑥𝑥(ℳ) < 0
𝑓𝑥𝑥(𝑚) > 0 pak v bodě

ℳ je (ostré) lokálnı́MAXIMUM;
𝑚 je (ostré) lokálnı́minimum;

7. vyšetřı́me chovánı́ funkce ve stacionárnı́ch bodech, pro které má výše uvedený de‑
terminant nulovou hodnotu 𝐷(𝒮) = 0
a v bodech, v nichž prvnı́ parciálnı́ derivace 𝑓𝑥 a 𝑓𝑦 neexistují.

Nutná podmı́nka existence lokálnı́ch extrémů pro funkci vı́ce proměnných:

• prvnı́ parciálnı́ derivace jsou rovny NULE

nebo

• prvnı́ parciálnı́ derivace neexistujı́

Dostatečná podmı́nka existence lokálnı́ho extrému v bodě 𝒮 pro funkci

DVOU proměnných (determinant je kladný): 𝐷(𝒮) = 𝑓𝑥𝑥(𝒮) 𝑓𝑥𝑦(𝒮)
𝑓𝑦𝑥(𝒮) 𝑓𝑦𝑦(𝒮)

> 0

Poznámka Reálná funkce vı́ce reálných proměnných může mı́t (ale také nemusí)
lokální extrém pouze ve svém stacionárnı́m bodě nebo v bodě, kde alespoň jedna

z parciálnı́ch derivacı́ neexistuje.
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1. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 4 ln 𝑥 − 10 ln𝑦 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 > 0 ; 𝑦 > 0

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = 2𝑥 + 𝑦 − 4
𝑥 𝑧𝑦 = 𝑥 + 2𝑦 − 10

𝑦

⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ 𝑥 ≠ 0 , 𝑦 ∈ ℝ 𝐷(𝑧𝑦) ∶ 𝑦 ≠ 0 , 𝑥 ∈ ℝ

3. stacionární body: 2𝑥 + 𝑦 − 4
𝑥 = 0 | . 𝑥 (pro 𝑥 > 0)

𝑥 + 2𝑦 − 10
𝑦 = 0 | . 𝑦 (pro 𝑦 > 0)

2𝑥2 + 𝑥𝑦 − 4 = 0 ⇒ 𝑦 = 4 − 2𝑥2
𝑥

𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 10 = 0

a po dosazenı́ do druhé rovnice

𝑥 ⋅ 4 − 2𝑥2
𝑥 + 2 ⋅ ቆ4 − 2𝑥2

𝑥 ቇ
2

− 10 = 0 | . 𝑥2 (pro 𝑥 > 0)

𝑥2 ⋅ (4 − 2𝑥2) + 2 ⋅ ൫16 − 16𝑥2 + 4𝑥4൯ − 10𝑥2 = 0
4𝑥2 − 2𝑥4 + 32 − 32𝑥2 + 8𝑥4 − 10𝑥2 = 0

6𝑥4 − 38𝑥2 + 32 = 0 | ∶ 2
3𝑥4 − 19𝑥2 + 16 = 0 substituce 𝑠 = 𝑥2

3𝑠2 − 19𝑠 + 16 = 0

𝑠1;2 =
19 ± ඥ(−19)2 − 4 ⋅ 3 ⋅ 16

2 ⋅ 3 = 19 ± √361 − 192
6 = 19 ± 13

6
𝑠1 =

16
3

𝑠2 = 1

𝑥1;1 =ට16
3 = 4

√3

𝑥1;2 =−ට16
3 ∉ 𝐷(𝑧)

⇒ 𝑥1 =
4
3 ⋅ √3

𝑥2;1 = √1 = 1
𝑥2;2 =−√1 ∉ 𝐷(𝑧)

⇒ 𝑥2 = 1

𝑦1 =
4 − 2 ⋅ ቀ 4

√3ቁ
2

4
√3

=
4 − 2 ⋅ 163

4
√3

=
12−32

3
4
√3

∉ 𝐷(𝑧)

𝑦2 =
4 − 2 ⋅ 12

1 = 2

Funkce má jediný stacionárnı́ bod 𝒜 = [1 ; 2].

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST – Mat 2: Lokální extrémy funkce dvou proměnných str. 4 z 11

4. druhé parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥𝑥 = 2 + 4
𝑥2 𝑧𝑥𝑥(𝒜) = 6

𝑧𝑥𝑦 = 1
𝑧𝑦𝑥 = 1
𝑧𝑦𝑦 = 2 + 10

𝑦2 𝑧𝑦𝑦(𝒜) = 9
2

5. determinant: 𝐷(𝒜) =
6 1
1 9

2
= 27 − 1 > 0

V bodě 𝒜 je lokálnı́ extrém.

6. druh extrému: 𝑧𝑥𝑥(𝒜) = 6 > 0 ⇒ v bodě 𝒜 je (ostré) lokálnı́minimum.

7. všude v 𝐷(𝑧) prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́.

Našli jsme jediný lokálnı́ extrém dané funkce, a to
lokálnı́ minimum v bodě 𝒜 = [1 ; 2] ,

které má hodnotu 𝑓(1 ; 2) = 7 − 10 ⋅ ln 2 ≐ 0, 07 .
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2. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 1 + 6𝑦 − 𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑥2 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = −𝑦 − 2𝑥 𝑧𝑦 = 6 − 2𝑦 − 𝑥
⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ 𝐷(𝑧𝑦) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ

3. stacionární body: −2𝑥 − 𝑦 = 0 | . (−2)
−𝑥 − 2𝑦 + 6 = 0

4𝑥 + 2𝑦 = 0
−𝑥 − 2𝑦 = −6

3𝑥 = −6
𝑥 = −2

a po dosazenı́ do prvnı́ rovnice
−2 ⋅ (−2) − 𝑦 = 0

4 = 𝑦

Funkce má jediný stacionárnı́ bod ℬ = [−2 ; 4].

4. druhé parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥𝑥 =−2
𝑧𝑥𝑦 =−1
𝑧𝑦𝑥 =−1
𝑧𝑦𝑦 =−2

5. determinant: 𝐷(ℬ) = −2 −1
−1 −2 = 4 − 1 > 0

V bodě ℬ je lokálnı́ extrém.

6. druh extrému: 𝑧𝑥𝑥(ℬ) = −2 < 0 ⇒ v bodě ℬ je (ostré) lokálnı́MAXIMUM.

7. všude v ℝ2 prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́.

Našli jsme jediný lokálnı́ extrém dané funkce, a to
lokálnı́ maximum v bodě ℬ = [−2 ; 4] ,

které má hodnotu 𝑓(−2 ; 4) = 13 .
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3. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑥 − 𝑦 + 2 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = 2𝑥 − 𝑦 − 1 𝑧𝑦 = 2𝑦 − 𝑥 − 1
⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ 𝐷(𝑧𝑦) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ

3. stacionární body: 2𝑥 − 𝑦 − 1 = 0
2𝑦 − 𝑥 − 1 = 0 | . 2

2𝑥 − 𝑦 = 1
−2𝑥 + 4𝑦 = 2

3𝑦 = 3
𝑦 = 1

a po dosazenı́ do prvnı́ rovnice
2𝑥 − 1 = 1

2𝑥 = 2
𝑥 = 1

Funkce má jediný stacionárnı́ bod 𝒞 = [1 ; 1].

4. druhé parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥𝑥 = 2
𝑧𝑥𝑦 =−1
𝑧𝑦𝑥 =−1
𝑧𝑦𝑦 = 2

5. determinant: 𝐷(𝒞) = 2 −1
−1 2 = 4 − 1 > 0

V bodě 𝒞 je lokálnı́ extrém.

6. druh extrému: 𝑧𝑥𝑥(𝒞) = 2 > 0 ⇒ v bodě 𝒞 je (ostré) lokálnı́minimum.

7. všude v ℝ2 prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́.

Našli jsme jediný lokálnı́ extrém dané funkce, a to
lokálnı́ minimum v bodě 𝒞 = [1 ; 1] ,

které má hodnotu 𝑓(1 ; 1) = 1 .
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4. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 18𝑥𝑦 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = 3𝑥2 − 18𝑦 𝑧𝑦 = 3𝑦2 − 18𝑥
⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ 𝐷(𝑧𝑦) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ

3. stacionární body: 3𝑥2 − 18𝑦 = 0 ⇒ 𝑦 = 𝑥2
6

3𝑦2 − 18𝑥 = 0

a po dosazenı́ do druhé rovnice

3 ⋅ ൬𝑥
2

6 ൰
2
− 18𝑥 = 0

𝑥 ⋅ ൫𝑥3 − 12 ⋅ 18൯ = 0
𝑥 ⋅ ൣ𝑥3 − (6 ⋅ 2) ⋅ (3 ⋅ 6)൧ = 0

𝑥 ⋅ ൫𝑥3 − 63൯ = 0
𝑥1 = 0 ⇒ 𝑦1 = 0
𝑥2 = 6 ⇒ 𝑦2 = 6

Funkce má dva stacionárnı́ body 𝒟 = [0 ; 0] a ℰ = [6 ; 6] .

4. druhé parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥𝑥 = 6𝑥 𝑧𝑥𝑥(𝒟) = 0 𝑧𝑥𝑥(ℰ) = 36
𝑧𝑥𝑦 =−18
𝑧𝑦𝑥 =−18
𝑧𝑦𝑦 = 6𝑦 𝑧𝑦𝑦(𝒟) = 0 𝑧𝑦𝑦(ℰ) = 36

5. determinanty: 𝐷(𝒟) = 0 −18
−18 0 = 0 − (−18)2 < 0

V bodě 𝒟 nenı́ lokálnı́ extrém.

𝐷(ℰ) = 36 −18
−18 36 = 362 − (−18)2 > 0

V bodě ℰ je lokálnı́ extrém.

6. druh extrému: 𝑧𝑥𝑥(ℰ) = 36 > 0 ⇒ v bodě ℰ je (ostré) lokálnı́minimum.

7. všude v ℝ2 prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́.

Našli jsme jediný lokálnı́ extrém dané funkce, a to
lokálnı́ minimum v bodě ℰ = [6 ; 6] ,

které má hodnotu 𝑓(6 ; 6) = −216 .
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5. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 27𝑥2𝑦 + 14𝑦3 − 69𝑦 − 54𝑥 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = 54𝑥𝑦 − 54 𝑧𝑦 = 27𝑥2 + 42𝑦2 − 69
⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ 𝐷(𝑧𝑦) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ

3. stacionární body: 54𝑥𝑦 − 54 = 0 | ∶ 54
27𝑥2 + 42𝑦2 − 69 = 0 | ∶ 3

𝑥𝑦 − 1 = 0 ⇒ 𝑥 = 1
𝑦 pro 𝑦 ≠ 0 (což je splněno)

9𝑥2 + 14𝑦2 − 23 = 0

a po dosazenı́ do druhé rovnice

9 ⋅ ቆ1𝑦ቇ
2
+ 14𝑦2 − 23 = 0 | . 𝑦2 (pro 𝑦 ≠ 0)

9 + 14𝑦4 − 23𝑦2 = 0 substituce 𝑠 = 𝑦2

14𝑠2 − 23𝑠 + 9 = 0

𝑠1;2 =
23 ± ඥ(−23)2 − 4 ⋅ 14 ⋅ 9

2 ⋅ 14 = 23 ± √529 − 504
28 = 23 ± 5

28
𝑠1 = 1

𝑠2 =
9
14

𝑦1;1 = 1

𝑦1;2 =−1
⇒

𝑥1;1 = 1

𝑥1;2 =−1

𝑦2;1 =ට 9
14 =

3
√14 =

3⋅√14
14

𝑦2;2 =−ට 9
14 = − 3

√14 = −3⋅√14
14

⇒
𝑥2;1 = √14

3

𝑥2;2 =−√14
3

Funkce má čtyři stacionárnı́ body 𝒢 = [1 ; 1] , 𝒥 = [−1 ;−1] , 𝒦 = [√143 ; 3⋅√1414 ]
a ℒ = [−√14

3 ; −3⋅√14
14 ] .

4. druhé parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥𝑥 = 54𝑦
𝑧𝑥𝑦 = 54𝑥
𝑧𝑦𝑥 = 54𝑥
𝑧𝑦𝑦 = 84𝑦
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𝑧𝑥𝑥(𝒢) = 54 𝑧𝑥𝑥(𝒥) = −54 𝑧𝑥𝑥(𝒦) = 81⋅√14
7 𝑧𝑥𝑥(ℒ) = −81⋅√14

7
𝑧𝑥𝑦(𝒢) = 54 𝑧𝑥𝑦(𝒥) = −54 𝑧𝑥𝑦(𝒦) = 18 ⋅ √14 𝑧𝑥𝑦(ℒ) = −18 ⋅ √14
𝑧𝑦𝑥(𝒢) = 54 𝑧𝑦𝑥(𝒥) = −54 𝑧𝑦𝑥(𝒦) = 18 ⋅ √14 𝑧𝑦𝑥(ℒ) = −18 ⋅ √14
𝑧𝑦𝑦(𝒢) = 84 𝑧𝑦𝑦(𝒥) = −84 𝑧𝑦𝑦(𝒦) = 18 ⋅ √14 𝑧𝑦𝑦(ℒ) = −18 ⋅ √14

5. determinanty: 𝐷(𝒢) =
54 54
54 84 = 54 ⋅ 84 − 54 ⋅ 54 = 54 ⋅ (84 − 54) > 0

V bodě 𝒢 je lokálnı́ extrém.

𝐷(𝒥) =
−54 −54
−54 −84 = (−54) ⋅ (−84) − (−54) ⋅ (−54) = 54(84 − 54) > 0

V bodě 𝒥 je lokálnı́ extrém.

𝐷(𝒦) =
81⋅√14

7 18 ⋅ √14
18 ⋅ √14 18 ⋅ √14

= 81
7 ⋅ 18 ⋅ 14 − 18 ⋅ 18 ⋅ 14 = 18 ⋅ 14 ⋅ (817 − 18) =

= 18 ⋅ 14 ⋅ ቀ81−18⋅77 ቁ = 18 ⋅ 14 ⋅ ቀ81−1267 ቁ < 0

V bodě 𝒦 NENIƵ lokálnı́ extrém.

𝐷(ℒ) = −81⋅√14
7 −18 ⋅ √14

−18 ⋅ √14 −18 ⋅ √14
= 81

7 ⋅ 18 ⋅ 14 − 18 ⋅ 18 ⋅ 14 = 18 ⋅ 14 ⋅ (817 − 18) =

= 18 ⋅ 14 ⋅ ቀ81−18⋅77 ቁ = 18 ⋅ 14 ⋅ ቀ81−1267 ቁ < 0

V bodě ℒ NENIƵ lokálnı́ extrém.

6. druh extrému: 𝑧𝑥𝑥(𝒢) = 54 > 0 ⇒ v bodě 𝒢 je (ostré) lokálnı́minimum.
𝑧𝑥𝑥(𝒥) = −54 < 0 ⇒ v bodě 𝒥 je (ostré) lokálnı́MAXIMUM.

7. všude v 𝐷(𝑧) prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́.

Našli jsme jediné dva lokálnı́ extrémy dané funkce, a to
lokálnı́ minimum v bodě 𝒢 = [1 ; 1] ,

které má hodnotu 𝑓(1 ; 1) = −82 a
lokálnı́ maximum v bodě 𝒥 = [−1 ;−1] ,

které má hodnotu 𝑓(−1 ;−1) = 82 .
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6. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 𝑥2 − 2𝑦2 − 3𝑥 + 5𝑦 − 1 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = 2𝑥 − 3 𝑧𝑦 = −4𝑦 + 5
⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ 𝐷(𝑧𝑦) ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑦 ∈ ℝ

3. stacionární body: 2𝑥 − 3 = 0 ⇒ 𝑥 = 3
2

−4𝑦 + 5 = 0 ⇒ 𝑦 = 5
4

Funkce má jeden stacionárnı́ bod ℳ = ቈ32 ;
5
4቉ .

4. druhé parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥𝑥 = 2
𝑧𝑥𝑦 = 0
𝑧𝑦𝑥 = 0
𝑧𝑦𝑦 =−4

5. determinant: 𝐷(ℳ) = 2 0
0 −4 = −8 < 0

V bodě ℳ nenı́ lokálnı́ extrém.

6. druh extrému …

7. všude v ℝ2 prvnı́ parciálnı́ derivace existujı́.

Funkce nemá lokálnı́ extrém.
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7. Určete lokálnı́ extrémy funkce: 𝑓(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑧 = 1 − ඥ𝑥2 + 𝑦2 = 1 − ൫𝑥2 + 𝑦2൯
1
2 .

1. definiční obor funkce 𝐷(𝑧): 𝑥 ∈ ℝ ; 𝑦 ∈ ℝ

2. prvnı ́parciálnı ́derivace: 𝑧𝑥 = − 1
2 ⋅ ඥ𝑥2 + 𝑦2

⋅ 2𝑥 𝑧𝑦 = − 1
2 ⋅ ඥ𝑥2 + 𝑦2

⋅ 2𝑦

⟹ 𝐷(𝑧𝑥) ∶ ℝ2 ⧵ [0 ; 0] 𝐷(𝑧𝑦) ∶ ℝ2 ⧵ [0 ; 0]

3. stacionární body: − 𝑥
ඥ𝑥2 + 𝑦2

= 0 ⇒ 𝑥 = 0 ∧ 𝑦 ≠ 0

− 𝑦
ඥ𝑥2 + 𝑦2

= 0 ⇒ 𝑦 = 0 ∧ 𝑥 ≠ 0

FunkceNEmá stacionárnı́ bod (vbodě 𝒩 = [0 ; 0]prvnı́ parciálnı́ derivaceNEexistujı́).

4. druhé parciálnı ́derivace …

5. determinant …

6. druh extrému …

7. prvnı ́parciálnı ́derivace NEexistují v bodě 𝒩 = [0 ; 0] .

𝑓(0 ; 0) = 1

𝑓(𝑥 , 𝑦) = 1 − ඥ𝑥2 + 𝑦2 < 1 ∀𝑥 ≠ 0 ∨ ∀𝑦 ≠ 0

Našli jsme jediný lokálnı́ extrém dané funkce, a to
lokálnı́ MAXIMUM v bodě 𝒩 = [0 ; 0] ,

které má hodnotu 𝑓(0 ; 0) = 1 .
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