FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str.1 z

Funkce vice proménnych
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 2 z

Pti urcovani lokalnich extrémi realné funkce dvou realnych proménnych f(x;y) po-
stupujeme zpravidla takto:

1. ur¢ime defini¢ni obor D(f) funkce;
2. vypoclteme prvni parcialni derivace f, , f,, aurcime jejich defini¢ni obory;
3. urc¢ime staciondrni body (v nich jsou obé prvni parcialni derivace rovny NULE);

4. vypocCteme druhé parcidlni derivace fix , fuy » fyx @ fyy
— pokud jsouvbodé § spojité, plati:  fy), (S) = f,x(5);

5. pro kazdy stacionarni bod § urcime znaménko determinantu

D(A) >0 A je lokalni extrém;
sy < | (&) fy(®) V A
S = £(S) fo(S) Kdyz D(B) <0 pak B nenilokalniextrém;
rx ry D(C)=0 o C nelze rozhodnout;
6. ze znaménka druhé derivace f,,(E) urcime druh extrému v daném bodé
fox(M) <0 M je (ostré) lokalni MAXIMUM;
kdyz pak v bodé . i .
frex(m) >0 m je (ostré) lokalni minimum;

7. vySetiime chovani funkce ve stacionarnich bodech, pro které ma vyse uvedeny de-
terminant nulovou hodnotu D(S8) =0

a v bodech, v nichZ prvni parcialni derivace f, a f, neexistuji.

Nutnd podminka existence lokalnich extrémi pro funkci vice proménnych:
e prvni parcialni derivace jsou rovhy NULE
nebo

e prvni parcialni derivace neexistuji

Dostatecna podminka existence lokalniho extrému v bodé § pro funkci

o fix(8) fay(S)
DVOU proménnych (determinant je kladny): D(S) = >0
)T 5x(8) Fy(®)
Poznamka Redlna funkce vice realnych proménnych mize mit (ale také nemusi)

lokadlni extrém pouze ve svém stacionarnim bodé nebo v bodé, kde alespon jedna
z parcialnich derivaci neexistuje.
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str.3 z

1. Urlete lokalni extrémy funkce: f(x,y):z=x%>+xy+y?>—4Inx—10Ilny .

1. definicni obor funkce D(z): x>0;y >0

2. prvni parcialni derivace: z, = 2x +y — % zZy, =x+2y— %

= D(zy):x#0,y€R D(zy):y+#0,x€eR

3. stacionarni body: 2x+y—%=0 | .x (pro x > 0)
x+2y—%=0 |.y (pro y > 0)

4 — 2x?
x

2x2+xy—4=0 =>y-=
xy+2y2—-10=0

a po dosazeni do druhé rovnice
4- 2x?
x
x2-(4—2x?)+2- (16 —16x% + 4x*) —10x2 =0
4x% —2x* +32—-32x%2 +8x*—10x2=0
6x*—38x2+32=0 | :2
3x* —19x2 +16=0 substituce s = x?

352 —-195s+16=0

4 —2x2\° ,
X 2 . —10=0 |.x* (pro x > 0)

19+/(192—4-3-16 19+V361—192 19+13 &=~
S12 = 2.3 - 6 6

52:1
X 16 4
=3 =7
= x1=§\/§
16
X1,2 = — ?ﬁD()
x2;1=\/T=1 X 1
, =
X2;2 = —V1¢ D(2)
4—2-(1)2 4.8 1232
Y1 = i\/g = 4 3 = i eD(Z)
V3 V3 V3
4—-2.12
Y2 = 1 =

Funkce ma jediny stacionarni bod A = [1;2].
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 4 z

4. druhé parcidlni derivace:  z,, =2 + 9;12 Zyy(A) =6
Zyy =1
Zyy =1
10 9
Zyy =2+ y_z Zyy(dq) = E
6 1
5. determinant: D(A) = L ° =27-1>0
2
Vbodé A jelokalni extrém.
6. druh extrému: z,,(A)=6>0 = vbodé A je (ostré) lokdlni minimum.

7.v8udev D(z) prvniparcidlni derivace existuji.

Nasli jsme jediny lokalni extrém dané funkce, a to
lokalni minimum v bodé A =[1;2],
které ma hodnotu f(1;2)=7-10-1n2 =0,07.
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 5 z

2. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y):z=1+4 6y —y? —xy —x? .

1. definicni obor funkce D(z): x€R; y€eR

2. prvni parcialni derivace: z, = —y — 2x z,=6—-2y—x

= D(zy):x€R,yeR D(zy):x€R,y€R

3. stacionarni body: —2x—y=0 |.(=2)
—x—2y+6=0
4x +2y =0
—x—2y=-6
3x=-6
x=-2

a po dosazeni do prvni rovnice

~2:(-2)~y=0
4=y

Funkce ma jediny stacionarni bod B = [—2;4].

4. druhé parcialni derivace:  z,, = —2

Zyy =—1
Zyy =—1
Zyy = —2
. -2 -1
5. determinant: D(B) = 1 o= 4—-1>0

Vbodé B je lokalni extrém.

6. druh extrému: z,,(B)=-2<0 = v bodé B je (ostré) lokalni MAXIMUM.

7.vd8udev R? prvni parcialni derivace existuji.

Nasli jsme jediny lokalni extrém dané funkce, a to
lokalni maximum v bodé B =[-2;4],
které ma hodnotu f(—2;4) =13.
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 6 z

3. Urcete lokdlni extrémy funkce: f(x,y):z=x*+y?—xy—-x—-y+2.
1. definicni obor funkce D(z): x€R; y€eR

2. prvni parcialni derivace: z, =2x—y—1 zy,=2y—x—1

= D(zy,):x€eR,y€eR D(zy):x€R,y€ER

3.stacionarnibody: 2x—y—1=0
2y —x—1=0 |.2

2x— y=1
—2x+4y=2
3y=3
y=1
a po dosazeni do prvni rovnice
2x—1=1
2x=2
x=1

Funkce ma jediny stacionarnibod C = [1;1].

4. druhé parcialni derivace:  z,, =2

Zyy =—1
Zyy =—1
Zyy =
2 -1
5. determinant: D(C) = 1 2|7 4—-1>0
V bodé C jelokalni extrém.
6. druh extrému: z,,(C)=2>0 = vbodé C je (ostré) lokalni minimum.

7.v8udev R? prvni parcialni derivace existuji.

Nasli jsme jediny lokalni extrém dané funkce, a to
lokalni minimum v bodé C =[1;1],
které ma hodnotu f(1;1)=1.
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 7 z

4. Urcete lokalni extrémy funkce: f(x,y):z =x3+y3 —18xy .
1. definicni obor funkce D(z): x€R; y€eR

2. prvni parcialni derivace: z, = 3x* —18y  z, = 3y* — 18x

= D(zy,):x€eR,y€eR D(zy):x€R,y€ER

2
x
3. stacionarnibody: 3x%2—-18y=0 Sy=—

6
3y2—18x=0

a po dosazeni do druhé rovnice

x22
3(?) —18x=0

x-(x3-12-18)=0
x-[x3=(6-2)-(3-6)]=0
x-(x3—6%)=0

x1=0 =>y; =0

x2=6 :>y2:6

Funkce ma dva stacionarnibody D =[0;0] a £€=1[6;6] .

4. druhé parcialni derivace:  z,, = 6x Zx(D) =0 Zx(E) =36
Zyy = —18
Zyy =—18
Zyy = 6y zy,(D) =0 zyy,(E) =36
—18
5. determinanty: D (D) = P 0l|= 0—-(—18)%<0
Vbodé D nenilokalni extrém.
pEy=| 0 TBB_36_(1g2so0
Vbodé € jelokalni extrém.
6. druh extrému: z,,(£) =36>0 = vbodé £ je (ostré) lokalni minimum.

7.vdudev R? prvni parcialni derivace existuji.

Nasli jsme jediny lokalni extrém dané funkce, a to
lokalni minimum v bodé &€ = [6;6],
které ma hodnotu f(6;6) = —216.
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 8 z

5. Urcete lokdlni extrémy funkce: f(x,y) : z = 27x%y + 14y3 — 69y — 54x .
1. definicni obor funkce D(z): x€R; y€eR

2. prvni parcialni derivace:  z, = 54xy —54  z, = 27x* + 42y* — 69
= D(zy,):x€eR,y€eR D(zy):x€R,y€ER

3. stacionarni body: 54xy—54=0 | : 54
27x% +42y>—-69=0 | : 3

1
xy—1=0 :>x=; pro y # 0 (coZ je splnéno)
9x2 + 14y2 —23 =0

a po dosazeni do druhé rovnice

2
1
9(;) +14y2—-23=0 |.y? (pro y #0)
9+ 14y* —23y%2 =0 substituce s = y?
1452 —235+9=0

_23+.(=23)2-4-14-9 234++529-504 2345 S1=1

5172 214 28 28 5=
14
Y1 =1 X1 =1
=

Y2 =—1 X1 =-1

_ |23 _3h Xy = V2
Y1 = \((1a T VT 1a N #1703

-2 _3 _ 3V Jiz
Y22 = 14 Vid 14 X22 = 75~
Funkce ma ¢tyti staciondrnibody G =[1;1], J=[-1;-1], K = [g; 3'1/:_4]

Vid 3414

a L=[-7-=1

4. druhé parcialni derivace:  z,, = 54y

Zyy = 54X
Zyy = 54X
Zyy = 84y
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 9 z

Zr(G) = 54 Zyr(J) = —54 Zor (K) = 81-;/ﬁ Zyx (L) = _Sl.jﬁ

Ziy(G) =54 2, (J) =—54  z,(K)=18-V14  z,(L) =—-18 V14
Zyx(G) =54  zy(J) =54  z,(K)=18-V14  z,,(L)=-18-V14
2yy(G) =84  z,,(J)=-84  z,(K)=18-V14  z,,(L) =-18-V14

4
=54.84—54-54=054-(84—54)>0
54 84

Vbodé G je lokalni extrém.

5. determinanty: D(G) =

_cq _ga|= 5D (784 = (=54) - (=54) = 54(84 — 54) > 0

D(J) =

Vbodé J jelokalni extrém.

@ 18 -V14

7

18-V14 18-14
—18-14- (81‘718'7) ~18-14- (81‘7126) <0

V bodé K NENI lokalni extrém.

81

D(X) = =7-18-14—18-18-14=18-14-(%—18)=

8114
——=  _18-414
D(L) = 7 8r=8—71-18-14—18-18-14=18-14-(8—71—18)=
—-18-V14 -18-14
=18-14-(55) =18-14- (222) <0
Vbodé £ NENI lokalni extrém.
6. druh extrému: z,,(G) =54>0 = vbodé G je (ostré) lokdlni minimum.

Zyeo(J) = =54 <0 = vbodé Jje (ostré) lokdlni MAXIMUM.

7.vS8udev D(z) prvniparcidlni derivace existuji.

Nasli jsme jediné dva lokalni extrémy dané funkce, a to
lokalni minimum v bodé G = [1;1],
které ma hodnotu f(1;1)=-82 a
lokalni maximum v bodé J =[-1;-1],
které ma hodnotu f(—1;-1) =82.

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych

str. 10 z

6. Urcete lokdlni extrémy funkce: f(x,y):z=x%2—-2y>—-3x+5y—1.

1. definicni obor funkce D(z): x€R; y€eR

2. prvni parcialni derivace: z, = 2x — 3 zy, =—4y+5
= D(z,):x€eR,y€eR D(zy):x€R,y€ER

3

3. stacionarni body: 2x—3=0 =>x = >
5
4

. L 3.5
Funkce ma jeden stacionarni bod M = 57|

4. druhé parcialni derivace:  z,, =2

Zyy =0
Zyy =0
Zyy = —4
2
5. determinant: D(M) = 0 —4|= —-8<0

V bodé M nenilokalni extrém.
6. druh extrému ...

7.vdudev R? prvni parcialni derivace existuji.

Funkce nema lokalni extrém.
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FAST - Mat 2: Lokadlni extrémy funkce dvou proménnych str. 11 z

1
2

7. Urcete lokaln{ extrémy funkce: f(x,y):z=1—x24+y%2 = 1—(x?+y?)

1. definicni obor funkce D(z): x€R; y€eER

1 1
2. prvni parcialni derivace: z, = ———— - 2x zZ, = ———— 2y
= D(z,) : R?\ [0;0] D(zy) : R*\ [0;0]
X
3. stacionarnibody: ——==0 >x=0Ay+0
Jx? +y?
y

——=0 >y=0Ax#0
VX% +y?
Funkce NEma stacionarnibod (vbodé ' = [0; 0] prvni parcialni derivace NEexistuji).
4. druhé parcialni derivace ...
5. determinant ...

6. druh extrému ...

7. prvni parcidlni derivace NEexistuji v bodé N = [0;0].
f(0;0)=1
fx,y)=1—-x?+y?<1 Vx#0 V Yy#0

Nasli jsme jediny lokalni extrém dané funkce, a to

lokalni MAXIMUM v bodé N = [0;0],
které ma hodnotu f(0;0)=1.
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