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Funkce vice proménnych
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Méjme rovnici F(x;y) =0 abod A[xy; Vo] -

Pokud plati vSechny tfi nasledujici podminky:

1. F(xg;y9) =0;

o ; e g s aF oF
2. vjistém okoli bodu A existuji obé parcialni derivace F, = > @ E, = %
aobé jsouvbodé A spojité;

3. anavic F,(x¢;¥) # 0,

pak vnéjakém okoli bodu A existuje pravé jedna spojita funkce jedné redlné proménné

(urcité existuje, i kdyZ ji treba neumime vyjadrit) y = y(x) , pro jejiZ derivaci plati:

Potom fikame, Ze funkce y = y(x) jevokolibodu A urcenaimplicitné rovnici

F(x;y)=0.

Derivaci implicitni funkce nejcastéji pocitame, jako derivaci sloZené funkce, protoze ten-
to zplisob umoziiuje vypocet derivaci vyssich radl bez pouZiti stale komplikovanéjsich
vzorc.

1.1. [x € R; y € R] Vbodé A[0;2] napiSte hodnotu tieti derivace y"(A4) , pokud je
rovnici
y3—xy—8=0
F(x;y)

urcena implicitni funkce y =y(x) .
Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu A vyhovuji zadané rovnici:

22-0-2-8=0
8

Potom spocitdme prvni parcidlni derivace. Pokud jsou obé dvé F,, F, v okoli bodu A
spojité a navic hodnota F,(4) # 0, pak existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x)
dana implicitné rovnici.

E, =—-y derivace F, jespojita Vy

F, =3y* —x derivace F, jespojitd Vx;y a F,(4) =12

V okolibodu A uvedena rovnice implicitné vyjadiuje funkci y = y(x) .
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Jeji (,obycejnou”)

prvniderivaci budeme pocitat jako derivaci sloZené funkce, kde pismeno y oznacuje
funkci proménné x:

(v —xy—8) =(0)
()" = (xy) = (8 =0
3y2-y'| =@+ x-y)]-0=0
3y?y' —y—xy'=0
y'@By*—x)=y
y
3y2 —x

pro x # 3y? (bod A spliuje) y'=

Druhou derivaci budeme .., kde y = y(x):

//=(/),=y,'(3y2_x)_y'(6yyl_1)=y_xyl_?’yzy,
y y (3y? _x)z 9y* — 6xy? + x*
Nebo

By*y' —y—xy')' =(0)
6y -y +3y>-y")-@)—-Q -y +x-y")=0

Treti derivaci .., kde y =y(x):

w Y =@y +xy) =3QRyy -y +y%-y")] - (9y* — 6xy? + x*)
y" = 4 _
(9y* — 6xy? + x*%)
(v —xy' —3y2%y") - [36y3y’ —6(1-y% +x - 2yy’) + 4x3]
(9y* — 6xy? + x4)2

Pro hodnotu treti derivace vbodé A[0;2] dosadime souradnice daného bodu.
Ve skriptech[]je na strané 50 (osmy radek shora) uvedena chybna hodnota druhé derivace.

, y R A = 2 1

y

T 3yZ_yx 0 6
/ , _0.-1_3.02.1
o Yo 3y 20T
9y* — 6xy? + x* 9y* — 6xy? + x* =
1)2 (9-24)—|2-12-1]-[36-8-% —24]
6 6 6 1
"/(A)_ 0 _ _g _ 1
i (9 - 24)2 T9.16 432

* Tryhuk, V., Dlouhy, O. Matematika | - Diferencidlni pocet funkci vice redlnych proménnych. 1. vydani. Br-
no : Akademické nakladatelstvi CERM, s.r. 0., 2004. 85 s. ISBN 80-214-2776-0
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1.2. [x€R; y€R] Vbodé T[xr;1], (kde x; < 0) napiSte rovnici tecny a normaly
prochazejici bodem T pokud je rovnici
x?y —2=xy3

urcena implicitni funkce y =1y(x) .

Napred dopocitdme chybéjici souradnici bodu T :
xf-1—2=xp-13
xfF—xp—2=0

(xr+1) - (xr—2)=0

Tecny bod T[—1;1], protoZe xp, =2>0.

Potom rovnici upravime natvar  F(x;y) =0 aspocitame prvni parcidlni derivace.

xy3—x2y+2=0
F(x;y)

Pokud jsou obé dvé F,, F, vokolibodu T spojité a navic hodnota F,(T) # 0, pak
existuje v okoli bodu T funkce y = y(x) dand implicitné uvedenou rovnici a k této
funkci vbodé T existuje tecna a normala.

E, =y3—2xy derivace F, jespojita Vx;y
F, = 3xy? — x? derivace F, jespojita Vx;y a F,(T)=—4

V okolibodu T uvedena rovnice implicitné vyjadiruje funkci y(x).]Jeji (,,obycejnou”)

derivaci budeme pocitat jako derivaci sloZené funkce, kde pismeno y oznacuje
funkci proménné x:

(x2y —2) = (xy®)
(%) - @ =1y +x- %
2x-y+x2-y' —0=y3+x-(3y?-y")
x?-y' =3xy? -y =y% - 2xy

, Yy —2xy

0A 3y? (bod T spliiuj =
pro x # x #3y° (bo spliuje) y ¥2 = 3xy?

Vime, Ze hodnota derivace funkce v daném bodé je rovna smérnici tecny ke grafu této
funkce v tomto bodé.
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Pro hodnotu derivace vbodé T[—1;1] dosadime souradnice daného bodu.

Yy (P2 D)3
~ X2 — 3xy2 YT D=3 ()2 4

y

Rovnice teény k funkci y(x) vbodé T[xr;vr] : y—yr=v'(T): (x — x7)

3
y—1=2[x—(-1)
4y —4=3x+3

3x—4y+7=0 > = (3;—4),

kde 7 je normalovy vektor.
Obecné rovnicetetny t: 33X —4y+7 =0
x=—1+3p|-4

y=1-4p |3
Obecna rovnicenormdly n: 4x+3y+1=0

Parametrické rovnice normdly n :

13. [xEeR; y€ER] Urcete y'(0) a y"(0) pokud je rovnici
y-sinx +x%+y3=1

urcena implicitni funkce y = y(x) , pro kterou plati y(0) =1 .

Z podminky y(0) =1 plyne, Ze nas zajima okoli bodu B[0;1] . Proto napred ovérime,
zda soutadnice bodu B vyhovuji zadané rovnici:

1-sin0+0%2+13=1
0

Potom rovnici upravime na tvar F(x;y) =0 a spocitame prvni parcidlni derivace.

y-sinx+x2+y3—-1=0
F(x;y)

Pokud jsou obé dvé F,, F, vokolibodu B spojité a navic hodnota F,(B) # 0, pak
existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x) dana implicitné rovnici.

F, =y-cosx + 2x derivace F, jespojita Vx;y
F, =sinx + 3y? derivace F, jespojita Vx;y a F,(B)=3

V okolibodu B uvedena rovnice implicitné vyjadruje funkci y = y(x) .
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Jeji (,obycejnou”)

prvniderivaci budeme pocitat jako derivaci sloZené funkce, kde pismeno y oznacuje

funkci proménné x:
(y-sinx +x%2+y3%— 1), = (0)'
(y - sinx)’ + (xz)’ + (y3)l —('=0
[y'-sinx+vy-cosx|]+2x+3y2-y' —0=0
y' (sinx +3y?)=—2x —y - cosx

inx #—3y? (bod B spliuje) , 2x +y-cosx
r — == 7 7=
pro sinx y 0 spliiuje y sinx + 3y2

Druhou derivaci budeme .., kde y = y(x):

" o__

(2x +y-cosx) - (sinx + 3y%) — (2x +y - cos x) - (sinx + 3y2)’ B
(sinx + 33/2)2
{2+ [y -cosx+y-(—sinx)]}- (sinx + 3y?) — (2x + y - cosx) - (cosx + 6y - y") B
(sinx + 3312)2

_ —(2+y"-cosx—y-sinx) - (sinx + 3y2)+ (2x + y - cosx) - (cosx + 6y - y') B
(sinx + 33/2)2
(y-sinx —2—7y'-cosx) - (sinx +3y?) + (2x + y - cosx) - (cosx + 6y - y")
(sinx + 3312)2

Pro hodnotu obou derivaci vbodé B[0;1] dosadime soutradnice daného bodu.

1
2-O+1-cosO_ 1

, 2x +y-cosx (B
= —-—— = —_— — —_——
Y sinx + 3y? v'(B) sin0+3 - 12 3
0
(1-sin0—2+3-cos0)- (sin0+3-12) +(2:0+1-cos0) - (cos0—6-1-7)
y"(B) = =
(sin0 + 3 - 12)°

0-2+3)-(0+3)+0+1)-(1-2) -5-1 2
) (3 9 3
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14. [x€e€ER; y€eR] Urcete y’(C) pokud je rovnici
x2+y*+x+y=2xy+2

abodem C = [1;?] urCenaimplicitni funkce y =1y(x) .

Napred dopocitame chybéjici souradnici tak, aby bod € vyhovoval zadané rovnici:
124+y2+1+y=2-1-y+2
y2-y=0
yy-1D=0
Dostavame dva body C; =[1;0] a C, =[1;1] .

Potom rovnici upravime na tvar F(x;y) =0 a spocitame prvni parcidlni derivace.

x>+y2—-2xy+x+y—-2=0
F(x;y)

Pokud jsou obé dvé F,, F, v okoli bodu C spojité a navic hodnota F,(C) # 0, pak
existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x) dand implicitné rovnici.

F, =2x—2y+1 derivace F, je spojita Vx;y
F, =2y —2x+1 derivace F, jespojita Vx;y a F,(C;) = —1 ; B(CG) =1

V okoli oboubodtii C; i C, uvedena rovnice implicitné vyjadruje funkci y = y(x) .

&-yz—(Zx—l)-y+(x2+x—2)=O

a b c

2x—1iJ[—(2x—1)]2—4-1-(x2+x—2) 2x —1++9 — 8x
Yi2 = 2 = 2

Uloha ma tedy dvé feSeni. V okoli bodu C; = [1;0] Ize implicitni funkci vyjadrit expli-
citné, jako

1
2x—1—-(9—-8x)2
1= 5

, 1 1 =l :
y =§-[2—E-(9—8x) z-(—B)l y'(1) =3

avokolibodu C, =[1;1] jako

1
2x — 1+ (9 —8x)2
Y2 = )

1 1 1
>y = 5-[2+5-<9—8x)‘5-(—8>] y'() = -1
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A co kdyz nedokazeme funkci vyjadrit explicitné? Pak budeme (,,obycejnou”)
derivaci pocitat jako derivaci sloZzené funkce, kde pismeno y oznacuje
funkci proménné x:
(x2+y2+x+ y)’ =Qxy +2)
() + (%) + )+ ) = @xy) + (@
2x+2yy'+1+y'=21-y+x-y')+0
yQ2y+1—-2x)=—-2x—1+2y

_2y—2x-—-1

pro 2x #2y+1 (obabody C spliuji) y'= 2y +1— 2x

Pro hodnotu derivaciv obou bodech C;[1;0] a C,[1;1] dosadime soufadnice daného
bodu.

C2y—2x—1 oy 270-2:1-1_ -3
= — = = = — =

Y Ty +1-2x Y=yt

, 2y—2x—1 ey 21m21-1 -1

Y Ty +1-2x A0 e e S

1.5. [x € R\ {0}; y € RlVbodé D =[1;0] urcete hodnotu (prvni) derivace y'(D) ,

pokud je rovnici
In{x2+y2 = arctg%

urcena implicitni funkce y =1y(x) .

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu D vyhovuji zadané rovnici:

0
Inv12 4+ 02 = arcth

0 0

Potom rovnici upravime na tvar  F(x;y) =0 aspocitame prvni parcidlni derivace.

1 1
F:ln(x%?+y?)? — arctg <y;> =0
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Pokud jsou obé dvé F,, F, vokolibodu D spojité a navic hodnota F,(D) # 0, pak
existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x) dana implicitné rovnici.

1 -1

1
FE=—- l(x2 +y2)7z - 2x — ! 5 'Y+ —5 derivace F, jespojitd Vx # 0
(x2 +y2)2 1+ (X) x
X
1 1 5. -1 1 1 . . "y
Fy=—1-§(x +y°) z2-2y— 2-1-; derivace F, je spojita Vx # 0
(x2 +y?)2 1+ (%)

F,(D) = -1

Vokolibodu D = [1;0] tedy uvedena rovnice implicitné vyjadiuje funkci y = y(x) .

Jeji (,obycejnou”)
prvniderivaci budeme pocitat jako derivaci sloZené funkce, kde pismeno y oznacuje
funkci proménné x:

!

1 /
In (x2 + yz)gl = (arctg %)

1 1 -2 , y x—y-1
—1-§(x2+y2)2-(2x+2y~y)= yz. 7
2 4 42 4
(x? +y?)2 1+(x)
1 1 1 . 1 xy' —y
1Z lé(x+yy): yz. =
(x2 + y2)2 (x2 + y2)2 1+ =
x+yy' 1 xy' —y
1.1 xZ4yZ 2
(x2+y2)2+2 x2 g
x+yy' *? xy' —y

2Hy: 24y & (% +5%)

x+yy' =xy' —y
x+y=xy —yy'
x+y_
x—y_

!

y

pro x#y (bod D splnuje)

Pro hodnotu derivace vbodé D[1;0] dosadime souradnice daného bodu.

!

x+y 1+0
y' =

= = 'D)=——=1
X —y YD) =13
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1.6. [x€R; yeR] Vbodé E[0;1] urcete hodnotu (prvni) derivace y'(E) , pokud
je rovnici

(x +y2)" —3x2y —y3 =0
F(x;y)

urcena implicitni funkce y =y(x) .

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu E vyhovuji zadané rovnici:

(02+12)°-3.0-1-13=0

1

Potom spocitame prvni parcidlni derivace. Pokud jsou obé dvé F,, F, v okolibodu E

spojité a navic hodnota F,(E) # 0, pak existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x)
dand implicitné rovnici.

E, =2(x%?+y*)' - 2x — 6xy derivace F, je spojitd Vx;y
F, = 2(x* + y*) - 2y — 3x* — 3y* derivace F, je spojitd Vx;y a E,(E) =1
V okolibodu E uvedend rovnice implicitné vyjadruje funkci y = y(x) .

Jeji (,obycejnou”)

prvniderivaci budeme pocitat jako derivaci sloZené funkce, kde pismeno y oznacuje
funkci proménné x:

(2 +y2)" = 322y - y3]l = (0)
G2 +32)"] = (322 ) = (5#) =0
262 +yH)t - @x+ 2y - y)] - [(6x - y) + Bx? - y)| - (By? - y) =0

y'[4y(x? + y?) — 3x? — 3y?] = 6xy — 4x(x* + y?)

Pro hodnotu derivace v bodé E[0;1] dosadime souradnice daného bodu.

) 6xy — 4x(x? + y?) 6-0-1—4-0-(02+1?%)

= = "(E) = =0
Y T 4y(x + y2) — 3x% — 32 YE) = Ty 1300 -3 12

Bod E je pro danou funkci stacionarnim bodem.
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1.7. [x€ER; ye€eR] Pokud je bodem G = [1;—1] arovnici

x*+y3+2x2y+2=0
F(xy)

urcena implicitni funkce y = y(x) , najdéte jeji lokalni extrémy:.

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu G vyhovuji zadané rovnici:

1*+(-1D3+2-12-(-1)+2=0

Potom spocitdme prvni parcidlni derivace. Pokud jsou obé dvé F,, F, v okolibodu G

spojité a navic hodnota F,(G) # 0, pak existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x)
dana implicitné rovnici.
F. =4x3 +4x -y derivace F, je spojitd Vx;y
F, =3y*+2x*  derivace F, jespojitd Vx;y a F,(G) =5
V okoli bodu G uvedend rovnice implicitné vyjadiuje funkci y = y(x).
Jeji (,obycejnou”)
prvni derivaci budeme pocitat jako derivaci slozené funkce, kde y(x):
(x* +y% +2x%y + 2)’ = (0)’
() + (%) + (%) + @' =0
4x3+3y%2 -y ' + (4x-y+2x2-y)+0=0
y' - (3y? + 2x2) = —4x3 — 4xy

4-x-(x%+
pro 2x?# —3y? (bod G spliiuje) y' =-— 3y2(+ 2x2y)
Lokalni extrém miZe nastat pouze v bodech, kde:
A) prvni derivace (y') neexistuje = x=0 A y=0
B) prvni derivace se rovna nule = x=0 VvV x2+y=0

1.7.A Bod [0;0] vyhovujici prvni podmince ovSem neleZi na funkci:

F(0;0)=0*4+03+2:-02-0+2=2+#0

1.7.B.1. Kdyz x =0, pak:

F(0;9)=0*+y34+2-02-y+2=0
y?=-2

y=-2
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Bod, ktery nas zajima, ma souradnice A = [0;—3{/5] . Ovétime, zda je v okoli bodu
A definovana funkce y = y(x) .Podminka spojitosti parcidlnich derivaci je splnéna
(viz vySe), zbyva tedy ovérit, zda F,(4) # 0 .

2
E,=3y?+2x> = F(A)=3-(-V2) +2:02=3-V4
1.7.B.2. Kdyz x%2+y =0, pak:

F(x;—xz)=x4+(—x2)3+2-x2-(—x2)+2=0
—x6—x*+2=0 |-(-1)

zavedeme substituci: x? =s s3+s5s—-2=0
HS| 1 0 1 -2
11 1 2 0
s—1-(s’+s+2)=0

mozné Koreny +1; +2

Sl =1
(zaporny diskriminant) S,.3 = komplexné sdruzené
x?=1
x1;2 = il

Body, ktery nas zajimaji, maji souradnice B = [-1;—1] a G = [1;,—1] . Ovérime,
zda je v okoli bodu B definovana funkce y = y(x) .Podminka spojitosti parcialnich
derivaci je splnéna (viz vySe, stejné jako bod G ), zbyva tedy ovérit, zda F,(B) # 0 .

E, =3y2+2x> = E,(B)=3 (-1)2+2-(-1)2=5

Body , podezielé” z extrému (miiZe v nich byt lokalni extrém). Zda skutecné je, zjistime
ze znamének prvni derivace. Jestlize y’(A) >0 pakvtomto bodé funkce roste, ...

>0

1. |4y 411102+ (-D)] .
B=[-1-1] JL‘E— 3y2+2x2 | 3(-1)2+2(-17)2 >0 xliréh
.3 . _4'x~(x2+y) . _4~x-(x2+y) .
A=[0-32) i [-ZE o |-
G = [1;—1] lim |—2xC2n | lm |—xe 0] _
’ x—>G~ 3y2+2x? x—G+ 3y2+42x2
Ze znamének 1. derivace: + + + [B] — — — [4A] + + + [G] — — — urCime intervaly,

ve kterych funkce roste a klesa. Proto vbodé: B = [—1;—1] je lokdlni MAXIMUM;
A = [0;—3/2] je lokalni minimum;
G =[1;—1] jelokalni MAXIMUM.
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W

-1 0 1

1.8. [xER; y€ER] Pokud je bodem H = [—1;0] arovnici

x?—2xy+2y>+2x+1=0
F(x;y)

urcena implicitni funkce y = y(x) , najdéte jeji lokalni extrémy.

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu H vyhovuji zadané rovnici:

(-1D)2-2-(-1)-0+2-02+2-(-1)+1=0

Potom spocitame prvni parcidlni derivace. Pokud jsou obé dvé F,, F, v okolibodu H
spojité a navic hodnota F,(H) # 0, pak existuje v okoli tohoto bodu funkce y = y(x)
dana implicitné rovnici.

F, =2x—2y+ 2 derivace F, je spojita Vx;y
E, =-2x+4y derivace F, jespojita Vx;y a F,(H) =2

V okoli bodu H uvedend rovnice implicitné vyjadiuje funkci y = y(x).
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Jeji (,obycejnou*)
prvni derivaci budeme pocitat jako derivaci sloZené funkce, kde y(x):
(x2 —2xy 4+ 2y? + 2x + 1), = (0)’
(x2) = 2xy) + (2y%) + 20)' + (1) =0
2x— Ry +2x-y)+4y-y'+2+0=0
2x — 2y + 2 =2xy' —4yy’
2-(x—y+1D=2y" (x=2y)

+2y (bod G spliiuj roy+l_
pro x y (bo splnuje) X =2y =y
Lokalni extrém miZe nastat pouze v bodech, kde:
A) prvni derivace (y') neexistuje = x =2y

B) prvni derivace se rovna nule

U
=
+
Uy
Il
<

1.8.A Kdyz x =2y, pak:

FRy;») =Qy)*—=2-Qy) - y+2-y*+2-2y)+1=0
2y2+4y+1=0

—4+Va2—4-2-1 -4+.J4-(4-2) -2+4\2

22 2-2 2

_2'2|'\/E] a B= [_2_\/5’—2;\/5]

Ovérime, zda je v jejich okoli definovana funkce y = y(x) .Podminka spojitosti par-
cialnich derivaci je splnéna (viz vyse), zbyva tedy ovérit, zda F,(A) # 0 a F,(B) # 0.

Vipz =

Body, ktery nas zajimaji, maji soufadnice 4 = [—2+v/2;

Fy(A) = —2(-2+V2) +4- 22 = _2(—2+v2)+2(-2+v2) =0

F, = —2x + 4y ’
Fy(B) = —2(—2—V2) +4- 222 = 2 (=2 —V2) +2(-2-2) = 0

2

Ani jednim bodem neni urcena funkce, proto ani v jednom z uvedenych bodii nemiize
nastat extrém (funkce).

1.8.B Kdyz y=x+1,pak:

Fx+1) =x2—2x - (x+D+2-(x+1)°+2x+1=0
x2—2x2—2x+2-(x2+2x+1)+2x+1=0
x2+4x+3=0
—4+V4 -4-1-3  —4+4
2-1 2

X1,2 =
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Body, ktery nas zajimaji, maji souradnice H = [—1;0] a C = [—3;—2].0vérime, zda je
vokolibodu C definovana funkce y = y(x) .Podminka spojitosti parcialnich derivaci
je splnéna (viz vyse, stejné jako bod H ), zbyva tedy ovéfit, zda F,(C) # 0 .

E,=-2x+4y = F(C)=-2(=3)+4-(-2)=-2

OvSem jak zjistime z obrazku, kazdy z téchto bodi leZi na jiné funkci. Bod H je na
zelené funkci urcené implicitné rovnici abod C je na druhé cervené funkci.

Body , podezielé” z extrému (miiZe v nich byt lokalni extrém). Zda skutecné je, zjistime
ze znamének prvni derivace. Jestlize y’(A) >0 pakvtomto bodé funkce roste, ...

>0

1. . x=y+1| _  4(-17)[(-17)3+(-1)] .
H=[=-10] xl—l>rpr]1- [ x—2y ] N 3(-1)2+42(-17)2 >0 x1_1>11?+
C =[-3;-2] lim i“] = .. lim "‘—y”] = ..

x->C~ | Xx=2y x-Ct [ x-2y

Ze znamének 1. derivace: — — —[C] + + + + + +[H] — — — urcime intervaly,
ve kterych funkce roste a klesa. Proto vbodé: C = [—3;—2] je lokadlni minimum;
H =[-1;0] jelokalni MAXIMUM.

0.2

-34 32 -3 28 26 24 22 2 -18 -16 g . . -06 04 -02 0 0.2
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Méjme rovnici F(x;y;z) =0 abod A[xg;Vo; Zo] -
Pokud plati nasledujici vSechny tfi podminky:

1. F(x0; Y05 20) = 0;

2. vjistém okoli bodu A existuji vSechny tfi parcidlni derivace

aF oF oF y . y i
E, = I E, = 2 @ F, = 5 a vSechny jsou vbodé A spojité;

3. anavic E,(x¢;Y0;29) # 0 ;
pak v néjakém okoli bodu A existuje pravé jedna spojita funkce dvou redlnych promén-

nych (urcité existuje, i kdyz ji tteba neumime vyjadrit) z = z(x;y) , pro jejiZ parcidlni
derivace plati:

Zy = — a z,=-—-

F,
F

Potom fikame, Ze funkce z = z(x;y) jevokolibodu A urcenaimplicitné rovnici

F(x;y;z) =0.

21. [xeR; yeR; z€eR] Vbodé A =[0;0;4] napiSte totalni diferencial
druhého ¥adu d?f(A), pokud je rovnici

+—=1

y2 ZZ_
8 16

x? N
4
urcena implicitni funkce z = z(x;y) .

Napred ovérime prvni podminku, zda soutadnice bodu A vyhovuji zadané rovnici:

02 02 42

rtete™!

Potom rovnici upravime natvar F(x;y;z) =0 aspocitame prvni parcidlni derivace.

2x

E, = e derivace F, jespojita Vx

2y : : o
B, = Y derivace F, jespojita Vy

2z . : o 1
E, = 16 derivace F, jespojita Vz a FE,(A)= 5

V okolibodu A uvedena rovnice implicitné vyjadiuje funkci z(x;y) .
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Parcidlni derivace budeme pocitat jako derivace sloZené funkce, kde pismeno z
oznacuje funkci proménnych x;y:

!

2 2 2
(F+%+3) -

4 16
' i + Y + Z) - 1
% 4 8 16) =M=
X X X
2X o4 B 8
4 16 |
4x +zz, =0
ZZ, = —4x
. . 4x
pro z#0 (bod A spliuje) Zy=——
' i + Y + Z) - 1
y y y
2y 27z,
+ 8 + 16 |
2y +2zz,=0
ZZy, = —2y
- 2y
pro z# 0 (bod A spliuje) Zy = -

Druhé parcialni derivace budeme pocitat .., kde z(x;y):

4 2
4..Z_4.x.Zx 4'Z—4X'(—7x) O.Z_4x.zy O'Z_4x (_73/
Zyx = — 72 == 72 Zxy =~ 72 - 72
4x 2y
0-z—2y-z, 0-z2—2y (—7) 2-z-2y-z, 2722y (—Z
Zyx =~ 2 = 2 Zyy 2 = )

Pro hodnoty parcidlnich derivacivbodé A = [0;0;4] dosadime soufadnice bodu.

a0 (20 040 (20
Zxx(A):_44 442( 4)2—1 Zyy(A) = — i 442( 4):O

0-4—2-0-(=X2 2.4—-2.0.-(=2%°
Zyx(A) = — ' 42 ( 4)=0 Zyy(4) = — * 2 ( 4)=_%

Totalni difer. d?f =—1‘(x—O)'(x—0)+0-(x—0)~(y—0)+0‘(y—0)~(x—0)—%'(y—O)-(y—O)
1
d2f=—X2—§'y2
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22. [xeR; yeR; ZeR] Vbodé B[0;1;0] napiSte hodnoty vSech prvnich

parcialnich derivaci z,(B) a z,(B), pokud je rovnici

e?+x?y+z—-1=0
F(x;y;z)

urcena implicitni funkce z = z(x;y) .

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu B vyhovuji zadané rovnici:

9 +02-1+0—-1=0
1

Potom spocitame prvni parcidlni derivace.
E.=2x-y derivace F, jespojita Vx;y
F, = x? derivace F, jespojitd Vx
F,=e"+1 derivace F, jespojita Vz a F,(B)=2

V okolibodu B uvedena rovnice implicitné vyjadruje funkci z(x;y).

Parcidlni derivace budeme pocitat jako derivace sloZené funkce, kde pismeno
oznacuje funkci proménnych x;y:

(e? +x%y+z— 1)I =(0)'

Zy ¢ (e")x + (xzy)x + (2)x — (Dx = (0)y
e -z, +2xy+2z,—0=0
e’ zZy +z, = —2xy

Zy - (e + 1) = —2xy

% -1 (kazdy bod spliiuj I
pro e (kazdy bod spliiuje) Zy = 711
Zy (ez)y + (xzy)y + (Z)y - (1)y = (O)y
e? z,+x*+2,-0=0
e? -z, +z, = —x*

zy - (e +1) = —x?

pro e* # —1 (kazdy bod spliiuje) Zy, = —

Pro hodnoty parcialnich derivacivbodé B = [0;1;0] dosadime souradnice bodu.

2xy 2:-0-1 0
n=mgyr o aWEGry = =0
B x? = 0% O_0
y=~wy1 = HW="mrg=737

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Mat 2: Implicitni funkce dvou proménnych str. 19 z @

23. [xeR; yeR; ZeR] Vbodé C[1;1;1] napiSte hodnoty vSech prvnich

parcialnich derivaci z,(C) a z,(C), pokud je rovnici

4x2 +2y2 —3z22+xy—yz+x—4=0
F(x;y;2)

urcena implicitni funkce z = z(x;y) .

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu C vyhovuji zadané rovnici:
4-12+2-12-3-1241-1-1-1+1-4=0
Potom spocitame prvni parcidlni derivace.

FE=8x+y+1 derivace F, jespojita Vx;y
E,=4y+x—2z derivace F, jespojitd Vx;y;z
F,=—-6z—y derivace FE, jespojitA Vy;z a FE,(C)=-7

V okolibodu C uvedena rovnice implicitné vyjadiuje funkci z(x;y) .

Parcialni derivace budeme pocitat jako derivace sloZené funkce, kde z(x;y):
(4x2 +2y? —3z2 +xy —yz +x — 4)’ = (0)'

Zpt (4% + (2y))x — B2 + (¥)x — (V2)x + ()x — (Dx = O«
8x+0—-6z-z,+y—y-z,+1—-0=0
8x+y+1=6zz, +yz,
8x+y+1=2z,-(6z+Yy)
8x+y+1

pro y * —6z (bOd C SplflUje) 67 + y

Zx

Zy : (4x2)y+(zyz)y_(322)y+(xY)y_(yz)y+(x)y_(4)y:(9)y
0+4y—-6z-z,+x—(1-2+y-2,)+0-0=0

4y +x —z=622), + yz,

by +x—z=12z,-(6z2+y)

4y +x —z

—_— =z

pro y # —6z (bod C spliuje) ozty 2

Pro hodnoty parcidlnich derivacivbodé C = [1;1;1] dosadime souradnice.

8x+y+1 o 81414110

= —— = -
" ety 2(0) = 17 7
4y +x—z N e

= = - - =
DT ety O =—3371 =7

Brno 2019 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Mat 2: Implicitni funkce dvou proménnych str. 20 z @

24. [xeR; yeR; ZeR] Vbodé D = [0;0;1] napiSte hodnoty vSech prvnich

parcialnich derivaci z,(D) a z,(D), pokud je rovnici

3xyz—2z3+1=0
F(x;y;z)

urcena implicitni funkce z = z(x;y) .

Napred ovérime prvni podminku, zda souradnice bodu D vyhovuji zadané rovnici:
3:0:0-1-13+1=0

Potom spocitame prvni parcidlni derivace.

F, = 3yz derivace F, jespojita Vy;z
E, = 3xz derivace F, jespojita Vx;z
F, = 3xy — 322 derivace F, jespojitd Vx;y;z a FE;(D)=-3

V okoli bodu D uvedena rovnice implicitné vyjadruje funkci z(x;y) .

Parcialni derivace budeme pocitat jako derivace sloZené funkce, kde z(x;y):

(3xyz -2z +1) = (0)'

Zy * 3y - (x2)x — (2°)x + (Dx = (0)y
3y-(1-z+x-2,)— (322 2,)+0=0
3yz =3z%z, — 3xyz,

3yz =z, - (322 — 3xy)

) . 3yz
pro xy # z“ (bod D spliuje) m =7,
Zy ¢ 3x - ()/Z)y - (Zg)y + (1)3/ = (O)y

3x-(1-z+y-2z,)—(32%-2,)+0=0
3xz = 3z%z, — 3xyz,
3xz =z, - (3z* — 3xy)
3xz

pro xy # z? (bod D spliiuje) 3y =z,

Pro hodnoty parcialnich derivacivbodé D = [0;0;1] dosadime souradnice.

_ é-yz R D) = 0-1 —0
Zx_é-(zz—xy) “P) =55 =
é-xz N D) 0-1 0
Z ———— Z —_— —
y é.(zz_xy) y 12_0'0
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