FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str.1 z

Funkce vice proménnych
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FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str.2 z

Spojita realna funkce dvou realnych proménnych nabyva svych absolutnich extrémi
na uzavi-ené (obsahuje vSechny své hrani¢ni body - podobné jako uzavieny interval ob-
sahuje oba hrani¢ni body) a ohranic¢ené (da se ji opsat n—uhelnik) rovinné oblasti (kom-
paktni mnoziné) M (viz strana 53 skript - Tryhuk, V., Dlouhy, O. Matematika | - Diferen-
cidlni pocet funkci vice redlnych proménnych. 1. vydani. Brno : Akademické nakladatelstvi
CERM, s.r. 0., 2004. 85 s. ISBN 80-214-2776-0)

bud’
¢ v bodech lokalniho extrému lezicich uvnitr M
nebo

e v nékterém bodé na hranici M .

Yy

4
1. Urcete globalni (absolutni) extrémy, tedy
nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce: 3¢

p:x+ty=4%
fx,y)iz=xy—x*>—y>+x+y Z’X_O

v trojuhelniku tvoreném souradnymi osami 1
apfimkou p:x+y=4. - y=0 X

0 1 2 3 4 X

1. Defini¢ni obor funkce D(z): x €R; y R

VysSe zminénd mnoZina M (uzaviend ohranicendrovinna oblast) je trojuhelnik AOXY,
kde O =[0;0] je pocatek soustavy souradnic. Tedy

M={x;y]€ER?:x=>0, y=>0, x+y <4}

2. Urc¢ime prvni parcialni derivace funkce z a poloZime je rovny nule, protoze lokalni
extrém muZe nastat pouze v bodech,
e kde se 1. parcialni derivace rovnaji nule
nebo

e kde 1. parcialni derivace neexistuji.

Zy= y—2x+1=0 | -2
zy= x—2y+1=0
—3x+3=0

x=1 y=1

AprotoZe D(zy) =R* a D(z,) = R?,naslijsmejedinybod A =[1;1] € M (leZici
uvniti zadaného trojuihelnika), ve kterém by mohl nastat lokalni extrém. A tedy i pripadné
globalni extrém.
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FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str.3 z

3. Vy3etfime situaci na hranici. Nejdiive nauseéce y =0; x € (0;4). Taje ohra-
nicenabody O a X.Po dosazenidostdvame funkcijedné proménné, jejiZz extrémy jsme
studovali v prvnim semestru.

flx,y=0):z=x-0—x2-0%24x+0
z=—-x*+x
Dz)=R, z'=-2x+1 =0

1
X ==
2

AmamedalSibod B = E ; 0] € M (leZicinavodorovné odvésné zadaného trojuhelnika),

ve kterém by mohl nastat lokalni extrém. A tedy i pripadné globalni extrém.

4. Hranicni use¢ka x +y —4 =0 jeohraniCenabody X a Y.
fry=4-x)iz=x-(4—-x)—x>—(4—-x)*+x+(4—x)
z=4x—x>—x2— (16 —-8x+x¥)+x+4—x
z=-3x*+12x — 12
D(z)=R;, z'=—-6x+12 =0
x=2

AmamedalSibod C = [2;2] € M (leZicina preponé zadaného trojuhelnika), ve kterém
by mohl nastat lokalni extrém. A tedy i pripadné globalni extrém.

5. Hrani¢niusecka x =0; y €(0;4) jeohraniCenabody O a Y.
fx=0,9):z2=0-y—02—y2+0+y
z=-y>+y
D(zY)=R;, z'=-2y+1 =0

1
y=3
A mame dalsibod D = [0; %] € M (lezici na svislé odvésné zadaného trojuhelnika),

ve kterém by mohl nastat lokalni extrém. A tedy i pripadné globalni extrém.

6. V kazdém bodé podezielém z extrému (jsou znaceny Cervené) urc¢ime funkcni
hodnotu a najdeme extrémni z nich.

fx,y)=xy—x*>—y*+x+y

1;1] fA)=1-1-1+1+1= globalni maximum v 4

A 1
1 1 1 1
B=[2;0] fB)=0-2-0++0=1
C=12;2] f(CO)=4—-4—-44+2+2=0
1 1 11
D:[O;E] f(D):O—O—Z+0+5:Z
0=[0;0] f(0O)=0-0—-0+0+0=0
X =1[4;0] fX)=0-16—-0+4+0= —12 globalni minimum v X
Y =]

0;4] f¥)=0-0—-16+0+4= —12 globalni minimumvY
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FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str.4 z

2. Uréete globalni extrémy funkce: f(x,y) : z = (2x% + 3y2) - ¥ 7¥°

na mnoziné M = {[x;y] € R? : x2 + y2 < 4}

1. Defini¢ni obor funkce D(z): x €R; y €R coZ také piseme D(z) = R2.

VySe zminénd mnozina M (uzavrena ohrani¢ena rovinna oblast) je kruh se stfedem
v pocatku soustavy souradnic a polomérem 2.

2. Ur¢ime prvni parcialni derivace funkce z a poloZime je rovny nule, abychom nasli
stacionarni body a tim i pripadné lokalni extrémy.
D(zy) =RZ  zy= 4x-e XV 4 (2x2 +3y2)e ™ ¥ . (=2x) =0
D(zy) = R? z, = 6y- e~ 4 (2x2 + 3y2)e ¥ V' . (=2y) =0
2x - eV . (2 —2x2—=3y2) =0  |:e V(£ 0)
2y - eV . (3-2x2—-3y2) =0 |:e XV’
2x-(2—-2x2-3y) =0
2y-(3—2x2-3y%) =0

Soucin Cinitelli se rovna nule, ... Tim se feseni posledni soustavy rozpadne na ¢tyfti
Casti:
21. 2x=0 A 2y=0 = Naslijsmeprvnibod A =[0;0] € M (lezici uvnitf za-

daného kruhu), ve kterém by mohl nastat lokaln{ extrém. A tedy i piipadné globalni
extrém.

22. 2x=0 A 3—-2x2-3y2=0 = 3-2-02-3y2=0
y?=1

Y12 = *1

Nasli jsme dalSibody B =[0;1]eM a C =[0;-1]eM ..
23. 2—-2x2-3y2=0 A 2y=0 > 2-2x>-3-0%2=0
x?=1

X1,2 = *1

Nasli jsme dalSibody D =[1;0]€M a E=[-1;0]eM ..

24. 2—-2x*2-3y?=0 A 3—-2x2-3y?=0 = -3y?2=2x%2-3

2—2x%+ (2x2—-3) =0 kterdzto rovnice nema feSeni pro zadné x .
2

3. Vy3ettime situaci na hraniéni kruznici x?2 + y2 =4, kterou sirozdélime na 2 ¢asti
(polokruznice), protoZe kruZnice neni grafem funkce.
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FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str.5 z

3.1. Polokruznice y = V4 —x2 A x € (—2;2) jeohrani¢ena F = [—2;0] a G =[2;0]
flo,y=Va—x2):z=[2x2+3(4—x2)] - e ~(4-x%)
z=(x?+12)-e*
D(zZ)=R 2z =2x-e* =0 = x=0
Nasli jsme dalSibod H = [0; 2] .
3.2. Polokruznice y = —V4 —x%2 A x € (—2;2) jetaké ohrani¢enabody F a G.
floy=—Va—x2):z=[2x%+3(4—x2)] e -(+-%)
z=(x?2+12)-e*
DZY=R 7z =2x-e* =0 = x=0
Nasli jsme dalsibod | = [0; —2] .

VSechny cervené oznacené body jsou jediné, ve kterych mize nastat globalni extrém.

4.V kazdém bodé podezielém z extrému urcime funkéni hodnotu a najdeme extrémni
z nich.

f(x,y) = (2x2 1+ 3}12) P

=[0;0] f(4) = [2 -(0)2+3- (0)2] cem@%=° = ¢ globalni minimum v A

=[0;1]  fB)=[2-(0)>+3-(1)?] - e"@*~-D)* =3e~1 = 1,1 glob4lni maximum v B

=[0;-1] f(€)=[2-(0)2+3-(=1)?] e @*~CD* = 3e1  globaln{ maximum v C

1;0]  f(D)=[2-(1)2+3-(0)?] e W*~©@° = 2¢71
=[-2;0] f(F)=[2-(=2)*+3-(0)%] e 2*~@° =8e* = 0,1

=[2;0] f(G)=[2-(2)2+3-(0)] e @°~©@° =ge~*

A
B

C

D=

E=[-1;0] f(E)=[2-(-1)%+3-(0)%] e CD*~@° = 2¢71
F

G

H=[0;2]  f(H)=[2-(0)?+3-(2)?] - e@~®" =12¢7* = 0,2
J

=[0;-2] fFO) =[2-(0)%+3-(=2)?] - e~ @*~(-2" = 12¢7*

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str. 6 z

3. Urcete globalni extrémy funkce: f(x,y):z=x—y

na mnoziné M = {[x;y] € R? : x2 + y2 < 1}

1. Definiéni obor funkce D(z) = R?

VySe zminéna mnoZina M (uzaviend ohrani¢ena rovinna oblast) je kruh se stfredem
v pocatku soustavy soutfadnic a polomérem 1.

2. Urcime prvni parcialni derivace funkce z a
D(zy) = R? Zy= 1+#0
D(zy) = R? zy= —=1#0
3. Vysetfime situaci na hraniéni kruznici x? + y2 =1, kterou sirozdélime.
3.1. Polokruznice y = V1 —x2 A x € (—1;1) jeohranicena A =[—1;0] a B =[1;0]
1
fl,y=v1—-x2):z=x—V1—x2=x—(1—x2)?

! Vi 1 1

X =_1 |2
1—x2
xZ
1—x2_1
x> =1-—x2
2x% =1
x2=1

2

1 1 V2
X12=i\/;=iﬁ=i7
Nasli jsme dalsf dvabody € =|=;=| a D=[-%; %] .

3.2. Polokruznice y = —V1 —x2 A x € (—1;1) jetaké ohraniCenabody 4 a B.
1
f(x,y:—\/l—xz):Z:x—(_\/]__xZ):x_F(l_xZ)z

! ] 1 1
D(Z):]R Z:1+5'ﬁ'(—2x):0
X :1 |2
Vi
x2
1-x2
x%=1-x?
2x% =1
x2=2
2

N
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FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy str. 7 z

Nasli jsme dal$i dva body E = [\F T] a F= [—%;—%] .

VSechny cervené oznacené body jsou jediné, ve kterych mizZe nastat globalni extrém.

4.V kazdém bodé podezielém z extrému urcime funkc¢ni hodnotu a ...

f,y)=x-y
A=[-1;0] fAHy=—1-0=-1
B =11;0] f(B)=1-0=1
[ 1 1
C—Tf] f(C)_f_ﬁ_O
D= _E;E] f(D):_%—%z—%: —V2  globalni minimum
E:_% _%] f(E)_T+T £—1,4 globalni maximum
1 1
Fel-gi-gl re=-grg=o

4. Uréete globalni extrémy funkce: f(x,y):z=x?>—-4x+y?—4y—1
namnozing M = {[x;y] € R? : x> + y?> < 1}

1. Definiéni obor funkce D(z) = R?

MnoZina M , t. uzaviend ohranicend rovinnd oblast, je stejny kruh jako v predchozim prikla-
du (stfed v pocatku soustavy souradnic a polomér 1).

2. Urc¢ime prvni parcialni derivace funkce z a

D(z,) = R? Z, = 2x—4=0 = x=2
D(zy)) =R* z,= 2y—4=0 = y=2

Q=[2;2]¢M
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3. Vysetfime situaci na hraniéni kruznici x2 +y2 =1.
3.1. Polokruznice y = V1 —x2 A x €(—1;1) jeohrani¢ena A =[-1;0] a B =[1;0]

1
2

fl,y=v1—x2):z=x?—4x+ (1—x2)—4V1—x2—1=—4x—4(1—x?)

y2
"N = T —gq—4.1 L o) = :
D(z) =R z' =—4 42m(2x) | : 4
X 2
1-x2 l
x2
1-x2
x?=1-—x2
2x% =
x2=1
2
x12=ii

s s v 1,1 11
Nasli jsme dalsi dva body C = [5 ; 5] a D= [_ﬁ : 5] _

3.2. Polokruznice y = —V1—x2 A x €(—1;1) jetaké ohrani¢enabody A a B.

1
flo,y=—1—x2):z=—4x+4(1—x?)?
N I __ .l.—l « (— = H
D(z)=R zZ=—4+4 > e (=2x) =0 | : 4
_ — 2
1-x2 |
x2
1-x2
x? =1-—x?
2x2 =1
x2 =2
2
1
xlzzi_z
Nasli jsme dalsi dvabody £ =|—;-—=| a F=|-—=;——%]
adlijsme dal$idvabody £ =|=;—%| a F=|-%;—5| .

VSechny cervené oznacené body jsou jediné, ve kterych mize nastat globalni extrém.
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4.V kazdém bodé podezielém z extrému urc¢ime funkc¢ni hodnotu a ...
fle,y)=x*—4x+y2—4y—1
A=[-1;0]  fA)=(CD2—4-(-D+(0)?—4-(0)-1=4
B =[1;0] fB) =12 —4- (D) +(0)2>—4-(0)—1=—4

-l - -+ @)@ - @-1-F =57 e

1 1

_ 2
Fel-zi—al r=(-%) -+ (=

v-ld] 0 =(5) - () @) - ()10
P-fomd] =) (@) (E) e ()1
(3 -+ ()

5. Urcete absolutni extrémy funkce: f(x,y):z =xy
namnoziné M : |x|+|y|<1.

1. Definiéni obor funkce D(z) = R?

VySe zminéna mnoZina M (uzaviena ohrani¢ena
rovinna oblast) je ¢tverec ABCD , protoZze:

M:|x|+|y|<1

1.kvadrant: x = 0Ay >0 = a:x+y<1
2.kvadrant: x <0Ay >0 = b:—x+y<1
3.kvadrant: x <0Ay <0 = c:—x—y<1
4.kvadrant: x 2 0Ay <0 = d:x—y<1

2. Urcime prvni parcidlni derivace funkce z a ..
D(zy) = R? Zy =Y
D(zy) = R? Zy= X

0
0

Nasli jsme jediny bod E = [0;0] € M ...

Brno 2020 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.



str. 10 z

FAST - Mat 2: Absolutni (globdlni) extrémy

3. Vysetfime situaci na hranici M
3.1. Hrani¢niusecka a:y=1—x A x€(0;1)

je ohranicenabody A =[1;0] a B=[0;1].
fx,y=1—-x):z=x-(1—x)

z=x—x?
DZY=R;, zZ'=1-2x =0
1
x ==
2
“itlem..

A mame daléibod F = [2 z

3.2. Hrani¢niusecka b: y=x+1 A x€(—=1;0)

je ohranicenabody B a C =[—1;0].
fx,y=x+1):z=x-(x+1)

zZ=x*+x
DZY=R;, zZ'=2x+1 =0
x=—5
—E;E]EM...
272

A mame dal&i bod G = [

3.3. Hrani¢nitusecka c: y=—-—x—1 A x€(—1;0)

je ohrani¢enabody C a D =[0;—1].
fx,y=—x—-1):iz=x-(—x—-1)

z=—x%—x
D(Z)Y=R;, zZ'=-2x—-1 =0
1
X =—=
2
A mame dalSibod H = [—%;—%] EM ..
3.4. Hranicnitusecka d:y=x—1 A x€(0;1)
je ohranicenabody A a D.
fx,y=x—-1):z=x-(x—1)
z=x%—x
DZY=R;, zZ'=2x—-1 =0
1
X ==
2

A méme dali bod | = [% ; —%] EM ..
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4.V kazdém bodé podezielém z extrému urc¢ime funkc¢ni hodnotu a ...
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f,y) =xy

A=11;0] fA)=@1)-(0)=0
B =10;1] fB)=@0)-(1)=0
¢ =[-1;0] fO=(1-0)=0
D =1[0;-1] fD)=0)-=1)=0
E =10;0] f(E)=(0)-(0)=0

F= % ; %] f(F) = (%) - (%) = % globalni maximum v F

G = :—%; %] fG) = (—%) . (%) =_i globalni minimum v G
H=[-3:=3] fu =23 =_i globalni maximum v H
I=[5- f =B =hH ==L globalni minimum v

str. 11 z
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