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Matematika 1

Výpočet determinantů vyšších řádů
Laplaceovým rozvojem

Studijnı́ materiály

Pro listovánı́ dokumentem NEpoužıv́ejte kolečko myši
nebo zvolte možnost Full Screen.

Brno 2016 RNDr. Rudolf Schwarz, CSc.
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Laplaceův rozvoj determinantu

D =
௞

෍
௝ୀଵ

(−1)௜ା௝𝑎௜௝ ⋅ D௜௝ rozvoj podle řádku i (1)

D =
௞

෍
௜ୀଵ

(−1)௜ା௝𝑎௜௝ ⋅ D௜௝ rozvoj podle sloupce j (2)

Příklad
Určete hodnotu determinantu 4. řádu rozvojem podle nějakého řádku⟹ vzorec (1).
Tedy: Řádkový index i si zvolı́me pevně výběrem řádku
a sloupcový index j se bude (pro zvolený řádek) měnit od 1 do 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= ∑
∀௝
(−1)௜ା௝ ⋅ 𝑎௜;௝ ⋅ D௜;௝ =

ସ
∑
௝ୀଵ

(−1)௜ା௝ ⋅ 𝑎௜;௝ ⋅ D௜;௝
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Cvičení

Determinant rozvineme podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se rovná 4 (1)
a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 0. sčı́tanec: (−1)ସା଴ ⋅ 𝑎ସ;଴ ⋅ Dସ;଴ ⟸ 4. řádek / 0. sloupec

= (−1)ସାଵ ⋅ (−1) ⋅
−1 0 3
8 1 1
−3 0 −1

+ (−1)ସାଶ ⋅ (−2) ⋅
2 0 3
1 1 1
−4 0 −1

+ (−1)ସାଷ ⋅ (0) ⋅
2 −1 3
1 8 1
−4 −3 −1

+

+(−1)ସାସ ⋅ (5) ⋅
2 −1 0
1 8 1
−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+
+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+
+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =
= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =
= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidı́me, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek
𝑎ସ;ଷ = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnější, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvíce nul!
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Cvičení

Determinant rozvineme podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se rovná 4 (1)
a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 1. sčı́tanec: (−1)ସାଵ ⋅ 𝑎ସ;ଵ ⋅ Dସ;ଵ ⟸ 4. řádek / 1. sloupec

= (−1)ସାଵ ⋅ (−1) ⋅
−1 0 3
8 1 1
−3 0 −1

+ (−1)ସାଶ ⋅ (−2) ⋅
2 0 3
1 1 1
−4 0 −1

+ (−1)ସାଷ ⋅ (0) ⋅
2 −1 3
1 8 1
−4 −3 −1

+

+(−1)ସାସ ⋅ (5) ⋅
2 −1 0
1 8 1
−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+
+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+
+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =
= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =
= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidı́me, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek
𝑎ସ;ଷ = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnější, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvíce nul!
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Cvičení

Determinant rozvineme podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se rovná 4 (1)
a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 2. sčı́tanec: (−1)ସାଶ ⋅ 𝑎ସ;ଶ ⋅ Dସ;ଶ ⟸ 4. řádek / 2. sloupec

= (−1)ସାଵ ⋅ (−1) ⋅
−1 0 3
8 1 1
−3 0 −1

+ (−1)ସାଶ ⋅ (−2) ⋅
2 0 3
1 1 1
−4 0 −1

+ (−1)ସାଷ ⋅ (0) ⋅
2 −1 3
1 8 1
−4 −3 −1

+

+(−1)ସାସ ⋅ (5) ⋅
2 −1 0
1 8 1
−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+
+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+
+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =
= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =
= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidı́me, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek
𝑎ସ;ଷ = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnější, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvíce nul!
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Cvičení

Determinant rozvineme podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se rovná 4 (1)
a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 3. sčı́tanec: (−1)ସାଷ ⋅ 𝑎ସ;ଷ ⋅ Dସ;ଷ ⟸ 4. řádek / 3. sloupec

= (−1)ସାଵ ⋅ (−1) ⋅
−1 0 3
8 1 1
−3 0 −1

+ (−1)ସାଶ ⋅ (−2) ⋅
2 0 3
1 1 1
−4 0 −1

+ (−1)ସାଷ ⋅ (0) ⋅
2 −1 3
1 8 1
−4 −3 −1

+

+(−1)ସାସ ⋅ (5) ⋅
2 −1 0
1 8 1
−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+
+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+
+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =
= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =
= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidı́me, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek
𝑎ସ;ଷ = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnější, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvíce nul!
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Cvičení

Determinant rozvineme podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se rovná 4 (1)
a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 4. sčı́tanec: (−1)ସାସ ⋅ 𝑎ସ;ସ ⋅ Dସ;ସ ⟸ 4. řádek / 4. sloupec

= (−1)ସାଵ ⋅ (−1) ⋅
−1 0 3
8 1 1
−3 0 −1

+ (−1)ସାଶ ⋅ (−2) ⋅
2 0 3
1 1 1
−4 0 −1

+ (−1)ସାଷ ⋅ (0) ⋅
2 −1 3
1 8 1
−4 −3 −1

+

+(−1)ସାସ ⋅ (5) ⋅
2 −1 0
1 8 1
−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+
+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+
+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =
= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =
= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidı́me, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek
𝑎ସ;ଷ = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnější, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvíce nul!
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Cvičení

Determinant rozvineme podle 4. řádku ⟹ řádkový index i se rovná 4 (1)
a sloupcový index j nabývá postupně hodnot 1, 2, 3, 4.

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 5. sčı́tanec: (−1)ସାହ ⋅ 𝑎ସ;ହ ⋅ Dସ;ହ ⟸ 4. řádek / 5. sloupec

= (−1)ସାଵ ⋅ (−1) ⋅
−1 0 3
8 1 1
−3 0 −1

+ (−1)ସାଶ ⋅ (−2) ⋅
2 0 3
1 1 1
−4 0 −1

+ (−1)ସାଷ ⋅ (0) ⋅
2 −1 3
1 8 1
−4 −3 −1

+

+(−1)ସାସ ⋅ (5) ⋅
2 −1 0
1 8 1
−4 −3 0

=

= (1)⋅[+(−1)⋅(1)⋅(−1)+ (8)⋅(0)⋅(3)+ (−3)⋅(0)⋅(1)− (3)⋅(1)⋅(−3)− (1)⋅(0)⋅(−1)− (−1)⋅(0)⋅(8) ]+
+(−2)⋅[+(2)⋅(1)⋅(−1) + (1)⋅(0)⋅(3) + (−4)⋅(0)⋅(1) − (3)⋅(1)⋅(−4) − (1)⋅(0)⋅(2) − (−1)⋅(0)⋅(1) ]+
+0+(5)⋅[+(2)⋅(8)⋅(0)+(1)⋅(−3)⋅(0)+(−4)⋅(−1)⋅(1)−(0)⋅(8)⋅(−4)−(1)⋅(−3)⋅(2)−(0)⋅(−1)⋅(1) ] =
= (1)⋅(+1 + 0 − 0 + 9 + 0 + 0) + (−2)⋅(−2 + 0 − 0 + 12 − 0 + 0) + (5)⋅(+0 − 0 + 4 + 0 + 6 + 0) =
= 1⋅(10) − 2⋅(10) + 5⋅(10) = 10 − 20 + 50 = 40

Vidı́me, že v pořadı́ třetı́ subdeterminant jsme vůbec nemuseli sestavovat a vyčı́slovat, protože prvek
𝑎ସ;ଷ = 0 a tı́m pádem celý součin je také roven NULE.

Proto je nejvýhodnější, zvolit si rozvoj podle toho řádku či sloupce, který obsahuje nejvíce nul!
V tomto přı́padě počı́tat rozvoj podle třetı́ho sloupce.
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Určete hodnotu determinantu rozvojem podle 3. sloupce

2 −1 0 3
1 8 1 1
−4 −3 0 −1
−1 −2 0 5

= 0+(−1)ଶାଷ⋅(1)⋅
2 −1 3
−4 −3 −1
−1 −2 5

+0+0 = (−1)⋅(−30+24−1−9−4−20) = 40

Z právě uvedeného důvodu je výhodné použı́t některých operacı́ s determinanty, které neměnı́ jejich
hodnotu ¹ a pokud možno zjednodušujı́ vyčı́slenı́ determinantů.

Tedy si pomocı́ vhodných úprav determinantu v nějaké jeho řadě (řádku či sloupci) vyrobı́me co
nejvı́ce nul. Nejlépe bude, když některá řada bude obsahovat pouze jeden nenulový prvek.

Úpravy determinantu
Za všechny jmenujme alespoň tuto nejpoužıv́anějšı́.

Determinant se nezmění, přičteme-li k jedné jeho řadě (řádku či sloupci) libovolný nenulový ná-
sobek řady s nı́ rovnoběžné.

A pokud budeme upravovat vhodné řady determinantu tak, abychom zı́skali jeho trojúhelníkový
tvar, můžeme potom hodnotu determinantu určovat následujı́cı́m způsobem:
¹ Přı́padně pouze měnı́ znaménko determinantu, či umožňujı́ za určitých podmı́nek vytknout výraz před determinant.
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(Horní – U) Trojúhelníkový tvar determinantu ⟸ pod hlavní diagonálou jsou pouze NULY!

Všechny ostatnı́ prvky mohou být naprosto libovolné.

1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 8 9
0 0 0 10

= (−1)ଵାଵ ⋅ 1 ⋅
5 6 7
0 8 9
0 0 10

+ 0+ 0+ 0 = [1] ⋅ ቊ(−1)ଵାଵ ⋅ 5 ⋅ 8 9
0 10 + 0+ 0ቋ =

Hlavnı́ diagonála: 𝑎ଵ;ଵ , 𝑎ଶ;ଶ , 𝑎ଷ;ଷ , … , 𝑎௡;௡
Vedlejšı́ diagonála

Hodnotu determinantu 4. řádu určı́me rozvojem podle 1. sloupce ⟸ má nejvı́ce nul
(nebo můžeme počı́tat rozvojem podle 4. řádku – má také hodně nul).

Hodnotu determinantu 3. řádu určı́me opět rozvojem opět podle 1. sloupce (nebo 3. řádku).

Hodnotu determinantu 2. řádu určı́me křížovým pravidlem.

= [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10 − 9 ⋅ 0] =
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(nebo můžeme počı́tat rozvojem podle 4. řádku – má také hodně nul).
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(nebo můžeme počı́tat rozvojem podle 4. řádku – má také hodně nul).
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Všechny ostatnı́ prvky mohou být naprosto libovolné.
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Všechny ostatnı́ prvky mohou být naprosto libovolné.

1 2 3 4
0 5 6 7
0 0 8 9
0 0 0 10

= (−1)ଵାଵ ⋅ 1 ⋅
5 6 7
0 8 9
0 0 10

+ 0+ 0+ 0 = [1] ⋅ ቊ(−1)ଵାଵ ⋅ 5 ⋅ 8 9
0 10 + 0+ 0ቋ =
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(nebo můžeme počı́tat rozvojem podle 4. řádku – má také hodně nul).

Hodnotu determinantu 3. řádu určı́me opět rozvojem opět podle 1. sloupce (nebo 3. řádku).

Hodnotu determinantu 2. řádu určı́me křížovým pravidlem.

= [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10 − 9 ⋅ 0] = [1] ⋅ [5] ⋅ [8 ⋅ 10] = 1 ⋅ 5 ⋅ 8 ⋅ 10

Hodnotu determinantu (ve schodovitém tvaru),
který má pod hlavní diagonálou pouze nuly,

vypočteme jako součin prvků stojících v hlavní diagonále.
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