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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Operace s maticemi

Podobné jako s ¢isly zavadime i s maticemi pocetni operace s ptislusSnymi pravidly.

Rovnost matic: A=8B Dvé matice A = (a;;), B = (b;;) téhoZtypu (m,n)
jsou si rovny (piSeme A = B), pravé kdyZ plati: a;j = bi,j , 1=12,...m; j=12,..,n,
nebo-li ai,j = bi,j ; A l,]

Symbol Vi,j cCteme pro kazdéi,j.
Z této definice a ze znamych vlastnosti redlnych ¢isel vyplyvaji tyto vlastnosti * rovnosti matic:

1. A=A reflexivnost
2. A=B>B=A symetrie
3. A=BAB=C=A=C tranzitivnost

Kazda rovnost mezi maticemi je stru¢nym zapisem praveé jedné soustavy rovnosti mezi prislusnymi
prvky (Cisly). Napriklad:

x]_ 1+t x1:1+t
xZ = t = x2= t
X3 3 —4t X3=3—4‘t

* Relace, ktera je reflexivni, symetrick4 a tranzitivni, se nazyvéa ekvivalence.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Soucin matice s Cislem: k.A je matice stejného typu jako nasobena matice, jejiz viechny

prvky jsou timto ¢islem nasobeny.

Napriklad

A1 -3 6]_[21 23 2-6]_[-2 6 -12
D12 1 o2 21 (20T -4 2 o

Soucet a rozdil matic: A+B, A—B. Souftemmatic A= (a;;), B=(b;;) téhoz
typu (m,n) rozumimematici C = (c;;) stejného typu, jejiz prvky jsou:
Ci,j = ai‘j + bi,j , Vi,j (piéeme: C=A4+ B)

Analogicky rozdilem matic A a B téhoztypurozumime matici C€C=A— B, pro kterou
plati: ¢;; =a;j—b;;, Vi,j. Jinakfeceno: rozdil dvou matic urcime jako soucet téchto matic, z nichz
druhad je vynasobena ¢islem -1.

Napriklad

l1 2 3l+[—1 -2 3]_[0 0 6]
3 1 -5 2 5 -3 5 6 -8
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Z uvedenych definic a ze znamych vlastnosti redlnych ¢isel vyplyvaji nasledujici vlastnosti? pro
libovolné matice A, B,C téhoZtypu alibovolna ¢isla  k, kq, k; :

e pro scitani matic (kde 0 je nulova matice stejného typu jako matice A)

1. A+B=B+A komutativni zakon
2. A+(B+C)=(A+B)+C asociativni zadkon pro soucet matic
3. A+0=0+A=A

4. VAI(-A):A+(-A)=(-A)+A=0

Vztah ¢.4 Cteme: Ke kazdé (V) maticiA existuje (3 ) matice, kterou nazyvame matici opacnou

k matici A a oznacujeme -4, pro kterou plati ([t), Ze jejich soucet je 'nulova matice (0).

e pro nasobeni matic ¢islem:
5. 1-4A=A
6 ki-(ky-A) = (kiky)-A asociativni zakon pro ndsobeni matice ¢islem
7. (kqy+ky;)-A=k;-A+k,-A distributivni zadkony pro
8 k(A+B)=k-A+k-B nasobeni matice ¢islem

2 Struktura vyhovujici pozadavkiim 1.- 4. se nazyva komutativni grupa vzhledem ke s¢itani.
Struktura vyhovujici vSem pozadavkim 1.- 8. se nazyva vektorovy prostor.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

ReSme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

ai1X + a3y =by
az1X + az;y = b,
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Re$me soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych, kterou pozadujeme zapsat symbolicky,
kde A jematice koeficientd, X je (sloupcovd) matice nezndmycha B matice pravych stran.

AeX=B =— a;; Qiz [ | X | _ by a11x+a12yfb1
az1 Az y b, az1X + az;y = b,
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Re$me soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych, kterou pozadujeme zapsat symbolicky,
kde A jematice koeficientd, X je (sloupcovd) matice nezndmycha B matice pravych stran.

AeX=B =— a;; Qiz [ | X | _ by a11x+a12yfb1
az1 Az y b, az1X + az;y = b,

Nyni definujme nasobeni matic (matice koeficientti krdt matice neznamych) tak, abychom obdrzeli
levé strany rovnic zadaného systému.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Re$me soustavu dvou lineérnich rovnic o dvou neznamych, kterou poZadujeme zapsat symbolicky,
kde A je matice koeficientd, je (sloupcova) matice neznamycha B matice pravych stran.

aiq a12] l l l l ai1X + a5y =by

AeX=B =
Ia 21 Q22 az1Xx + azy = b;

Nyni definujme ndsobeni matic (matice koeficientli krdt matice neznamych) tak, abychom obdrzeli

levé strany rovnic zadaného systému.

Ndsobeni matic: A e B. Soutinemmatice A= (a;;)}, amatice B=(b;)h vda-
n
ném poradi je matice C = (cl-,]-)?n, pro jejiz prvky plati: ¢;; = X a;x - by; pro kazdé
k=1

i=12,..m, j=1L12,..,p.
Definice Fik4, Ze chceme-li urcit prvek soucinu dvou matic ¢;;, musime kaZdy Clen i Fadku

prvni matice (vlevo - levy index) vyndsobit clenem j. sloupce druhé matice (vpravo - pravy index)
se stejnym poradim ( prvniXprvni + druhyxdruhy + ...+ poslednixXposledni ) a tyto souciny secist.

"y , . . 1 _| xt+2y
Priklad ndsobeni dvou matic: l 4 5 l o [ y l = [ 4x + 5y l

PomiiZzeme si napriklad takto zapsanym postupem:
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A=B k.A A+B
: . 3 1 =2
Jsou dany matice A = > 1 0
Urcete A*B a BeA.
Resent:
AeB=

ndsobeni matic ,

Jdi na stranu

vlastnosti

1 3
-1 2

2 -1
-2 =2
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

1 3

: : 3 1 =2 4 -1 2

Jsou dany matice A—lz 1 0 _1l a B= 2 _1

=7 =4

UrCete A*B a BeA.
ReSeni: 1 3
3 1 -2 4 -1 2
A°B_I2 1 0—1]' 2 -1 |~

=7 =2
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti

. . 13 1 -2 4
Jsou dany matice A = l 2 1 0 -1 l
Urcete A*B a BeA.
ReSeni: 1
A°B:l3 1 -2 41. ~1
2
-2

[ B)M+D) =D+(=2)(2)+(4)(=2)

Jdi na stranu
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

1 3
, ) 13 1 -2 4 | -1 2
Jsou dany matice A—lz 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urete AeB a BeA.
Reseni: 3
A°B:l3 1 -2 41. 2 :I—m 5]
-1
-2

l G+ (=D+(=2)@2)+#H)(=2)  B)B)+(1)(2)+(=2)-(-1)+(4)-(-2) l
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A=B k.A

3

Jsou dany matice A = l 2

Urete AeB a BeA.
Reseni:

a-n=|

)M+ (=D+(=2)(2)+(4)(=2)
)M+ =D+(0)(2)+(=1)(-2)

A+B ndsobeni matic ,

1 -2 4
1 0 -1

-1
1 0 -1 2

Jdi na stranu

qd 4 ) DV €&

vlastnosti priklady

1 3
-1 2
2 -1
-2 =2

0]

(3)-(3)+(1)-(2)+(~=2)-(~1)+(4)-(-2) l
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

1 3
: : |3 1 -2 4 -1 2
Jsou dany matice A—lz 1 0 _1l a B= 2 _1
=7 =4
Urcete A*B a BeA.
ReSeni: 3

R I F

G+ D+(=2)@2)+@)-(=2)  B)B)+(1)(2)+(=2) (-1D)+(4)-(=2)
@)W+ =D+(0)@2)+(=1(=2) 2>+ 2)+(0)-(-D+(-1)-(-2)
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

1 3
: : 3 1 =2 4 -1 2
Jsou dany matice A—lz 1 0 _1l a B= 2 _1
=7 =4
UrCete A*B a BeA.
ReSeni: 1 3
3 1 -2 4 2 -10 5
A°B_l2 1 0 —1]' 2 l l
-2 —2

G+ D+(=2)@2)+@)-(=2)  B)B)+(1)(2)+(=2) (-1D)+(4)-(=2)
@) O+ =D+(0) @)+ (=2) 2>+ @2)+(0)(-D+(=1)(=2)
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady
1 3
. . |3 1 -2 4 -1 2
Jsou dany matice A—lz 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 -2
Urcete A*B a BeA.
Reseni: 1 3
3 1 -2 4 2 —-10 5
A+B= l 2 1 0 -1 l 2 l l
—2 —2

B3)M+MW)-(=
)M+

1O+
(=1)-(3)+(2)(2)
(2)3)+(-1)(2)
(=2)3)+(=2)(2)

D+(=2)(2)+(4)(=2)

)3+ 2)+(=2) (-D+(4)(=2)
D+(0)-(2)+(=1)(=2)

2) 3+ @2)+(0) (=D+(=1)(=2)

3 9 4 -2 1
2 3 1 -2 4]_ 1 1 2 -6
1 (12 1 o -1|~ 4 1 -4 9
—2 -10 -4 4 —6

(D-M+G)-(D)
(=D-(D)+(2)-(D)
2)(M+=D-(D)

=2)-(M+(=2)-(V)

D-(=2)+(3)(0)
=1D-(=2)+(2)-(0)
(2)-(=2)+(=1)(0)

(=2)(=2)+(=2)(0)

O-@®+3)(=D
DB+ (-1
@) @®H+(-D-(-1)

=2)@®+(=2)(-1

Celd obr.,/Okno Zavrit
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

. Jiz z uvedeného ptikladu vidime, Ze pro nasobeni matic obecné neplati komutativni zakon
(0 zdméné Ciniteld).
Matice A jetypu (2,4), matice B jetypu (4,2).Proto:

e prvni vypocitany sou¢in AeB jetypu (2,4)(4,2)=(272),

e kdeZto druhy vypocitany sou¢in BeA jetypu (4, 2)(2,4)=(4,4).

. Je-linapriklad A typu (2,4) amatice B jetypu (4,5), paksouin AeB exis-
tuje aje to matice typu (2,/4)(4,5) =(2,5), kdeztosouc¢in BeA vibecnenidefinovan
(neexistuje).

. Nasobeni matic tedy nema naprosto stejné vlastnosti, jako nasobeni cisel.

Dalsi odlisnosti si ukdZeme ve cviceni k této kapitole.

. Jsou-limatice A, 0 (nulovd) a E (jednotkova) cCtvercové matice stejného radu,

plati:
Ae0=0+A=0 a A*E=E+A=A,

jak snadno zjistime vynasobenim.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Vlastnosti nasobeni matic

Nasobeni matic dava ponékud odliSné vysledky, nez které dostavame pri nasobeni ¢isel, jak bylo nazna-
¢eno v predchozi poznamce.
Necht A, B a C jsoumaticea k cislo. Potom:

1. Obecné neplati komutativni zakon o zaméneé Cinitell. Tedy nelze predpoklddat (viz prvni a druhy bod
predchozi poznamky), Ze vidy plati AeB = BeA. Toto funguje pouze u ¢tvercovych matic.
A navic pouze u nékterych. Tyto pak nazveme zaménitelné.

Spiseplati:. AeB # BeA
2.Zrovnosti AeB =0 nemuzeme usuzovat,zZe A =0 nebo B = 0. Pokud souéin dvou

matic je roven nulové matici, nutné z toho neplyne, Ze alespon jedna z nich je také nulovj, jak je
ukazano v prikladech 2. a) a 6.

3.Zrovnosti A®=A nemiZeme usuzovat, e A =E nebo A =0, jakjeukazano v piikla-

du 2.b) i kdyZ FeSenim kvadratické rovnice x? = x je pravé jednicka a nula.

4. Pfi nasobeni matic nelze kratit, jak je ukazano v prikladu 4.

5. (AeB)eC=Ae+(Be() asociativni zakon (o sdruzovani ¢initeld).

6. k-(AeB)=(k-A)eB=A+(k-B) asociativni zakon pro nasobeni soucinu matic ¢islem.
7. (A+B)eC=AeC+BesC distributivni zakon, kdy zavorka je vlevo.

8 Ae¢(B+C)=AeB+A-C distributivni zakon, kdy zavorka je vpravo.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

Cviceni
, . [ 214 -4 26
1. Jsou dany matice A—[_Z 0 6] , B_[ 0 3 6]
Vypoitéte 2-A—B a —%-A+3-B.
Reseni:
2 1 4 —4 2 6
Z'A_B‘z'[—z 0 6l_ 0 3 6l_
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

1 2 7 4
2. Jsou dany matice A = , B= Urcete AeB a BeA.
3 1 6 7
Reseni:
(1. 2] [7 4 [ 19 18 |
A*B=13 1|6 7|7 |27 19]
[ 7 41 [1 2] [19 18]
Bed=l6 7|3 1|27 19

AeB=Be¢A = Matice A a B jsouzaménitelné.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady
10 00
3. Jsou dany matice A = [ 0 0 l , B= I 1 2 l . Vypoctéte: a) AeB
b) A?

Reseni a)
1 0] [0 o0 0 0
A'B_Io 0]'[1 zl_lo 0]‘0

Zrovnosti AeB=0 nevyplyva, Ze by alespon jedna z matic A nebo
byt nulova. Nebo jinak: sou¢inem dvou nenulovych matic miiZe byt nulova matice.

B musela

Reseni b)
» - [10][10] [10]_
w=aea=|g o |5 0]=]0 0=

Zrovnosti AeA=A (A% =A) nevyplyva Ze by matice A musela bytjednotkova

nebo nulova.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

; . 01 51 2 2 "
4. Jsou dany matice A—[O Zl,B—Ig 1],6—[3 1l.Vypoctete A*B a A-C.

Reseni:
01 51 3 1
aen=[g o ][5 7]=[5 2]
01 2 2 31
ase=[g 2|5 1]=[5 2]

Zrovnosti AeB = Ae+C nelze Cinit zdvér,Ze B = C. Pri nasobeni matic proto
nemuzeme Kkratit.
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A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti priklady

2 11 ) 2
5. Jsou dany matice A = , B=|2 1 Vypoctéte AeB.
301
10
3 1
Seteni: aep-|2 11 S 1 lo[23+12+11 21411410 _[ 9 3
esent: 130 1 Lol [33+02+11 31+01+10 |7 |10 3

1 2 3 -1 -2 —4

6. Jsoudany matice C=|2 4 6 , D=| -1 -2 —4 Vypoctéte CeD.
3609 1 2 4
1 2 3 -1 -2 —4 0 0O
ReSeni: CeD=|2 4 6 |¢| -1 -2 —4|[=]0 0 0
3609 1 2 4 0 0O

Jdi na stranu 4 4 ) )l ¢ H Celd obr./Okno Zavfit



A=B k.A A+B ndsobeni matic, vlastnosti

3 2
7. Je ddna matice A = [ _1 —2 l Vypoctéte A°>.

Redeni: A° =AeAeAeAeA=(AsA)e{(AsA) A} =

(RN (] N
(1 2D s

1 2
8. Jsoudany matice B=| 2 1
1 2

1 2 1 4 1 1 4
Reseni: BeC—-CeB=|2 1 2 -4 2 0 —4
1 2 3 1 2 1 1
-3 7 2 7 11 9 —10
= 6 8 4|1—-]10 -6 0|= 6 14- 4
-1 11 4 6 6 8 -7 5 —4
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