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Uvod Newton 3 body Newton 4 body Newton 5 bodi Vzorce pro uzel Poznamka

Uvod

V praxi se stava, Ze o néjaké funkci vime jen to, Ze nabyva nékolika hodnot, které jsme ziskali experi-
mentalné. Presto poZadujeme znat i hodnoty derivace této funkce alespon v nékterych (ne nutné expe-
rimentalné zjiSténych) bodech. Nezbyva, neZ potiebné hodnoty derivace néjak odhadnout. Nejcastéji
to provadime tak, Ze zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoclen a hledané derivace nahradime
derivacemi tohoto mnohoclenu.

Uvedeny postup si ukazme na jednoduchém prikladu, ktery je schvalné volen tak, aby bylo moZné
vysledky ziskané interpola¢nimi mnohocleny porovnat s pfesnou hodnotou derivace v daném bodé.

Priklad: jsou zadany dva uzlové body (funkce f(x) = _iz , chyba: A = —0,032)

1
1+
Odhadnéte hodnotu derivace nezndmé funkce f(x) prox = —1,5 X H _7

-1
/tedy f'(—1,5) =?/ pouze na zakladé téchto informaci: ‘

fe) | -06] o

ReSeni: Zadanymi body prolozime interpola¢ni mnoho¢len v Lagrangeové tvaru:
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Uvod

V praxi se stava, Ze o néjaké funkci vime jen to, Ze nabyva nékolika hodnot, které jsme ziskali experi-
mentalné. Presto poZadujeme znat i hodnoty derivace této funkce alespon v nékterych (ne nutné expe-
rimentalné zjiSténych) bodech. Nezbyva, neZ potiebné hodnoty derivace néjak odhadnout. Nejcastéji
to provadime tak, Ze zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoclen a hledané derivace nahradime
derivacemi tohoto mnohoclenu.

Uvedeny postup si ukazme na jednoduchém prikladu, ktery je schvalné volen tak, aby bylo moZné
vysledky ziskané interpola¢nimi mnohocleny porovnat s pfesnou hodnotou derivace v daném bodé.

Priklad: jsou zadany dva uzlové body (funkce f(x) = _iz , chyba: A = —0,032)

1
1+
Odhadnéte hodnotu derivace nezndmé funkce f(x) prox = —1,5 X H _7

-1
/tedy f'(—1,5) =?/ pouze na zakladé téchto informaci: ‘

fe) | -06] o

ReSeni: Zadanymi body prolozime interpola¢ni mnoho¢len v Lagrangeové tvaru:

x— (-1 x—(=2)
—2+1 0 142

L(x) =-06" =06-(x+1) = L) =(06x+06)=06
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Uvod

V praxi se stava, Ze o néjaké funkci vime jen to, Ze nabyva nékolika hodnot, které jsme ziskali experi-
mentalné. Presto poZadujeme znat i hodnoty derivace této funkce alespon v nékterych (ne nutné expe-
rimentalné zjiSténych) bodech. Nezbyva, neZ potiebné hodnoty derivace néjak odhadnout. Nejcastéji
to provadime tak, Ze zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoclen a hledané derivace nahradime
derivacemi tohoto mnohoclenu.

Uvedeny postup si ukazme na jednoduchém prikladu, ktery je schvalné volen tak, aby bylo moZné
vysledky ziskané interpola¢nimi mnohocleny porovnat s pfesnou hodnotou derivace v daném bodé.
1—x2
fl{reee

Priklad: jsou zadany dva uzlové body (funkce f(x) = , chyba: A = —0,032)

Odhadnéte hodnotu derivace nezndmé funkce f(x) prox = —1,5

x = -1
/tedy f'(—1,5) =?/ pouze na zakladé téchto informaci: H ‘

fe) | -06] o

ReSeni: Zadanymi body prolozime interpola¢ni mnoho¢len v Lagrangeové tvaru:

x—(—1)+0.x—(—2)

L() = =06 —— 5 =06+ = L@ =(06x+06) =06
Apotom: f'(=1,5) ~ L'(=1,5) = 0,6. Pricem fk—15)=-—Hﬁ§ﬁ§¢;=0568047,
o (1-x2\ A-x)'A+x2) -1 -x)A+x2) —2x-(1+x2)—(1-x2) 2x
protoZe = =
1+ x2 (1 +x2)? (1 + x2)?
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1—
1+

Priklad: jsou zadany tfi uzlové body (funkce f(x) = iz , chyba: A = —0,032)

Mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname tfi hodnoty.

, x ||-2 |-1| O
Odhadnéte hodnotu derivace f (—1,5) pouze na zakladé téchto informaci: H ‘ ‘ 1

fe | -06] o

Reseni Zadanymi body proloZime interpolaéni mnohoclen v Newtonové tvaru:
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x2

1_
1+x2

Priklad: jsou zadany tfi uzlové body (funkce f(x) = , chyba: A = —0,032)

Mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname tfi hodnoty.

x |-2 |-1] 0
1

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) pouze na zakladé téchto informaci:
feo | -06] o

Reseni Zadanymi body proloZime interpolaéni mnohoclen v Newtonové tvaru:

—7 ~1
—0,6 0 1
0 —(=0,6) 1-0
—— =06 — =1
—1-(-2) 0- (D
1-06 _ .
0-(=2)
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xZ

1_
1+x2

Priklad: jsou zadany tfi uzlové body (funkce f(x) = , chyba: A = —0,032)

Mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname tfi hodnoty.

, x ||-2 |-1| O
Odhadnéte hodnotu derivace f (—1,5) pouze na zakladé téchto informaci: H ‘ ‘ 1

fe | -06] o

Reseni Zadanymi body proloZime interpolaéni mnohoclen v Newtonové tvaru:

—7 ~1
—0,6 0 1
0 —(=0,6) 1-0
—— =06 — =1
—1-(-2) 0- (D
1-06 _ .
0-(=2)

N(x)=-06+0,6-[x—(—-2)]+02-(x+2):[x—(-1)]=—-0,6+0,6-(x+2)+02 - (x*?+x+2x+2) =
=02x2+[06+02-3]-x+(-06+0,6-2+02-2)=02x2+12x+1
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_xz

Priklad: jsou zadany tfi uzlové body (funkce f(x) = 1 , chyba: A = —0,032)

+x2

Mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname tfi hodnoty.

, x ||-2 |-1| O
Odhadnéte hodnotu derivace f (—1,5) pouze na zakladé téchto informaci: H ‘ ‘ 1

fe | -06] o

Reseni Zadanymi body proloZime interpolaéni mnohoclen v Newtonové tvaru:

-2 -1
~0,6 0 1
0— (—0,6) 1-0
———2 =06 — =1
—1-(-2) 0- (D
1-06 _
0-(-2)

N(x)=-06+0,6-[x—(—-2)]+02-(x+2):[x—(-1)]=—-0,6+0,6-(x+2)+02 - (x*?+x+2x+2) =
=02x2+[06+02-3]-x+(-06+06-2+02:-2)=02x2+12x+1
N'(x)=(02x2+12x+1) =04x+1,2
f (=15 =~N(-15)=04-(-15)+12=10,6

CoZ je naprosto stejny vysledek, jako kdyZ jsme méli zadany pouze dva body. Odhad hodnoty derivace
se v tomto pripadé nezhorsil.
Zkusme proto pridat dalsi bod, zda dostaneme lepsi odhad.
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1—x2
1+x2

Priklad: jsou zadany ctyfi uzlové body (funkce f(x) = , Chyba: A = —0,132)

Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname ctyri hodnoty.
x |-2 |-1] o] 1
fe | -06] of 1] o

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:
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1—x2
1+x2

Priklad: jsou zadany ctyfi uzlové body (funkce f(x) = , Chyba: A = —0,132)

Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname ctyri hodnoty.
x |-2 |-1] o] 1
fe | -06] of 1] o

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:

—2 —1 0 1
—0,6 0 1 0
0,6 1 o-1__,
’ 1-0
0,2 = _
' 1-(-1)
—1-02 _
1-(-2)
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1—x2
1+x2

Priklad: jsou zadany ctyfi uzlové body (funkce f(x) = , chyba: A = —0,132)

Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname ctyri hodnoty.
x |-2 |-1] o] 1
fe | -06] of 1] o

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:

—2 —1 0 1
—0,6 0 1 0
0,6 1 o-1__,
’ 1-0
0,2 = _
' 1-(-1)
—1-02 _
1-(-2)

Nx)=02x2+12x+1—-04-(x+2)-(x+1)-(x—0) =
=02x2+12x+1-04-(x*+3x*4+2x)=-04x>-x*+04x+1
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_xz

Priklad: jsou zadany ctyfi uzlové body (funkce f(x) = 1 , chyba: A = —0,132)

+x2

Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname ctyri hodnoty.
x ||=2 [~1] 0

, 1
Odhadnéte hodnotu derivace f (—1,5) kdyZ znate:
fe | -06] of 1] o

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:

—2 —1 0 1
—0,6 0 1 0
0,6 1 o-1__,
’ 1-0
0,2 = _
' 1-(-1)
—1-02 _
1-(-2)

N(x)=02x*+12x+1-04-(x+2)-(x+1)-(x—0) =
=02x>+12x+1-04-(x3+3x?>+2x)=-04x3—x2+04x+1
N'(x)=(—04x3—x2+04x+1) =—-12x>-2x+0,4
f(=1,5) ~ N'(=1,5) = =1,2 - (=1,5)2 = 2 - (=1,5) + 0,4 = 0,7

Dostali jsme nepatrné horsi vysledek neZ v predchozich ptipadech. Zkusme tedy pridat dalsi bod.
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Priklad: je zadéno pét uzlovych bodii ~(funkee f(x) = S, chyba: A = —0,332)

1—
1+
Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname pét hodnot.

x ||-2 |-1| o] 1] 2
fe) | -06] o 1] of-06

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:
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1—
1+

Priklad: je zadano pét uzlovych bodti (funkce f(x) = zz , chyba: A = —0,332)

Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname pét hodnot.
x ||-2 |-1| o] 1] 2
fe) | -06] o 1] of-06

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:

-2 -1 0 1 2
—0,6 0 1 0 —0,6
0,6 1 1 —06-0_ o6
) 2 _ 1 - )
—0,6 — (—1)
0,2 —1 T = 0,2
0,4 02-CD _ 4,
’ 2 _ (_1) - )
04— (=04) _
2-(-2) "
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x2

1_
1+x2

Priklad: je zadano pét uzlovych bodti (funkce f(x) = , chyba: A = —0,332)

Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname pét hodnot.
x ||-2 |-1| o] 1] 2
fe) | -06] of 1] o|-06

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:

-2 -1 0 1 2
—0,6 0 1 0 —0,6
0,6 1 1 —06-0_ o6
) 2 _ 1 - )
—0,6 — (—1)
0,2 —1 T = 0,2
0,4 02-CD _ 4,
’ 2 _ (_1) - )
04— (=04) _
2-(-2) "

N@x)=—-04x—x>+04x+1+02-(x+2) - (x+1)-(x—0)-(x—1) =
=—04x3—x2+04x+1+02 - (x*+2x) - (x*2—-1) =
=02x*-12x2+1
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_xz

o . z o o o 1 0
Priklad: je zadano pét uzlovych bodti (funkce f(x) = el chyba: A = —0,332)
Opét mame stejnou nezndmou funkci f, ale nyni zname pét hodnot.

x ||-2 |-1| o] 1] 2

fe) | -06] of 1] o|-06

Odhadnéte hodnotu derivace f'(—1,5) kdyZ znate:

Reseni: Zadanymi body proloZime interpola¢ni mnohoc¢len v Newtonové tvaru:

-2 -1 0 1 2
-0,6 0 1 0 -0,6
0,6 1 1 —06-0_ o6
) 2 _ 1 - )
-0,6 — (—1)
0,2 —1 T = 0,2
0,4 02=CD _ 4
) 2 _ (_1) - )
04— (-0,4
04— (09 _
2—-(-2)

N(x)=—-04x>—x*+04x+14+02-(x+2) - (x+1)-(x—-0)-(x—1) =
=—04x3—x2+04x+1+02 - (x?+2x) - (x*2—-1) =
=02x*—12x%*+1
N'(x)=(02x*-12x2+1) =0,8x3-24x
f(=1,5) ~ N'(=1,5) = 0,8 - (=1,5)% — 2,4 - (~1,5) = 0,9

V tomto pripadé je nami odhadnuta smérnice te€ny méné presna, jak v predchozich pripadech.
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Nemizeme tedy Fici, Ze vZdy pri vétsim poctu zadanych hodnot, dostaneme presnéjsi vysledek.

Grafy interpolované funkce a jednotlivych interpola¢nich mnohoclenii:

0.5

1-x2 _
flx) = Li(x) =0,6x+0,6

1+x2

Ny(x) =02x%24+12x+1 N3(x)=-04x3—x2+04x+1 Ny(x)=02x*—12x%2+1
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Vzorce pro odhad hodnoty derivace v uzlovém bodé
Pokud chceme odhadnout hodnotu derivace v uzlovém bodé (nebo uprostied dvou uzlovych bodti),

nemusime sami sestrojovat interpolacni mnohoclen, ale mizeme vyuzit nasledujicich vzorct, které jiz
byly odvozeny (napiiklad [2, str. 71 a nasl.]) na zakladé interpola¢nich mnohoclend.

fix+h)—f(x)

(D f'(x) = o zname-li hodnoty pro x, x + h
—fx—h
(2) f'(x) =~ UG Z(x ) zname-li hodnoty pro  x — h, x
+h) = f(x—h
) fl(x)= fx )2 hf(x ) zname-li hodnoty pro x —h, x +h

x+h)=2fx)+f(x—h
(4) f"(x) =~ f( ) ];lg ) +/( ) zname-li hodnoty pro x—h, x, x+h
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Odhadnéte f'(—1) je-lidano:

x |-2 |-1] 0
foo | -06] of 1

-2 | -1
Zname-li 06l o pouzijeme pro odhad f'(-1) vzorec (2),kde h = 1.
)= f(—1— -1)—f(-2 0—-(-0,6
S f,(_l)zf(l)f(ll):f( )—f(=2) _0-( )=0,6
1 1 1
=72 0
Zname-li 06l 1 pouzijeme pro odhad f'(-1) vzorec (3), kde h = 1.
—141)—f(—1— 0)—f(-2 1-(-0,6
Potom  f'(—1) ~ LELDSC y_fO)—-f(=2) _1-( ):0,8
21 2 2
-1, 0
Zname-li ol 1 pouzijeme pro odhad f'(-1) vzorec (1), kde h = 1.

f1+n-r-n _ fO)—f(=1) 1-0
1 B 1 1

Potom f'(=1) = =il

First Prev Next Last Go Back

Poznamka

FullScreen



Uvod Lagrange 2 body Newton 3 body Newton 4 body Newton 5 bodi Vzorce pro uzel

. , x |[=2 |-1] 0
Odhadnéte f”(—1) je-lidano: ) H 06 ‘ 0 ‘ 1
Pro odhad f”(-1) pouzijeme vzorec (4), kde h = 1.
fe1+n-2f(-D+f(-1-1) _ fO)—=2f(=1)+ f(=2) _
12 - 1 o

Potom f’(—-1) 1-2-0+(—0,6) =04

4.1 Interpolacni polynom 65

Zavérecna poznamka

Z teorie numerického derivo- y
vani vyplyva, Ze jde o veli-
ce riskantni operaci. Vysled- L5t
ky mohou byt zatiZeny velkou
chybou, ktera je vétSinou tim ! y = Lx)
vétsi, ¢im vysSsi rad derivace
se pokousime numericky na- 0.5+ v = f(x)
jit. Je to zplsobeno charak- L/
teristickou vlastnosti interpo- B ; = = = { ;
la¢nich mnohoclent: vinénim =5 —4\/—3 -2 -1 0 2 3\j4 5
(obrazek prevzat z [5]).
A my hodnoty derivaci pocita-
me (odhadujeme) pomoci in- Obr. 4.3: Graf funkce f(x) = x%-l—l
terpolac¢nich mnohoclend.

Z uvedeného divodu jsme se radéji vzorcem pro odhad chyby viibec nezabyvali.

—0.5¢

a interpolaéniho polynomu L (x)
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Obejit tuto neprijemnost pri vypoctu (moZnost vyskytu velké chyby pri pouziti metody zaloZené
na interpolaci) je mozné predchozim vyhlazenim pribéhu funkce. Jestlize napiiklad dané hodnoty (se
kterymi pracujeme) néjaké funkce f(x) byly ziskany experimentalné, a jsou tedy zatiZeny urcitymi
nezanedbatelnymi chybami, je 1épe misto interpolacniho mnohoclenu I(x) nejprve aproximovat da-
na data vhodnou funkci (nejenom mnohoclenem) A(x) napriklad metodou nejmensich ¢tvercti a pak
teprve nahradit derivace funkce f(x) prisluSnymi derivacemi funkce A(x).
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