
UƵ vod Lagrange 2 body Newton 3 body Newton 4 body Newton 5 bodů Vzorce pro uzel Poznámka
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UƵ vod Lagrange 2 body Newton 3 body Newton 4 body Newton 5 bodů Vzorce pro uzel Poznámka

Úvod
V praxi se stává, že o nějaké funkci vı́me jen to, že nabývá několika hodnot, které jsme zı́skali experi-
mentálně. Přesto požadujeme znát i hodnoty derivace této funkce alespoň v některých (ne nutně expe-
rimentálně zjištěných) bodech. Nezbývá, než potřebné hodnoty derivace nějak odhadnout. Nejčastěji
to provádı́me tak, že zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen a hledané derivace nahradı́me
derivacemi tohoto mnohočlenu.
Uvedený postup si ukažme na jednoduchém přı́kladu, který je schválně volen tak, aby bylo možné

výsledky zı́skané interpolačnı́mi mnohočleny porovnat s přesnou hodnotou derivace v daném bodě.

Příklad: jsou zadány dva uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Odhadněte hodnotu derivace neznámé funkce 𝑓(𝑥) pro 𝑥 = −1,5
/tedy 𝑓ᇱ(−1,5) = ?/ pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1
𝑓(𝑥) −0,6 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Lagrangeově tvaru:
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Úvod
V praxi se stává, že o nějaké funkci vı́me jen to, že nabývá několika hodnot, které jsme zı́skali experi-
mentálně. Přesto požadujeme znát i hodnoty derivace této funkce alespoň v některých (ne nutně expe-
rimentálně zjištěných) bodech. Nezbývá, než potřebné hodnoty derivace nějak odhadnout. Nejčastěji
to provádı́me tak, že zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen a hledané derivace nahradı́me
derivacemi tohoto mnohočlenu.
Uvedený postup si ukažme na jednoduchém přı́kladu, který je schválně volen tak, aby bylo možné

výsledky zı́skané interpolačnı́mi mnohočleny porovnat s přesnou hodnotou derivace v daném bodě.

Příklad: jsou zadány dva uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Odhadněte hodnotu derivace neznámé funkce 𝑓(𝑥) pro 𝑥 = −1,5
/tedy 𝑓ᇱ(−1,5) = ?/ pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1
𝑓(𝑥) −0,6 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Lagrangeově tvaru:

L(𝑥) = −0,6 ⋅ 𝑥 − (−1)
−2 + 1 + 0 ⋅ 𝑥 − (−2)

−1 + 2 = 0,6 ⋅ (𝑥 + 1) ⟹ 𝐿ᇱ(𝑥) = (0,6 𝑥 + 0,6)ᇱ = 0,6
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Úvod
V praxi se stává, že o nějaké funkci vı́me jen to, že nabývá několika hodnot, které jsme zı́skali experi-
mentálně. Přesto požadujeme znát i hodnoty derivace této funkce alespoň v některých (ne nutně expe-
rimentálně zjištěných) bodech. Nezbývá, než potřebné hodnoty derivace nějak odhadnout. Nejčastěji
to provádı́me tak, že zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen a hledané derivace nahradı́me
derivacemi tohoto mnohočlenu.
Uvedený postup si ukažme na jednoduchém přı́kladu, který je schválně volen tak, aby bylo možné

výsledky zı́skané interpolačnı́mi mnohočleny porovnat s přesnou hodnotou derivace v daném bodě.

Příklad: jsou zadány dva uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Odhadněte hodnotu derivace neznámé funkce 𝑓(𝑥) pro 𝑥 = −1,5
/tedy 𝑓ᇱ(−1,5) = ?/ pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1
𝑓(𝑥) −0,6 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Lagrangeově tvaru:

L(𝑥) = −0,6 ⋅ 𝑥 − (−1)
−2 + 1 + 0 ⋅ 𝑥 − (−2)

−1 + 2 = 0,6 ⋅ (𝑥 + 1) ⟹ 𝐿ᇱ(𝑥) = (0,6 𝑥 + 0,6)ᇱ = 0,6

A potom: f ᇱ(−1,5) ≈ Lᇱ(−1,5) = 0,6 . Přičemž f ᇱ(−1,5) = − ସ⋅(ିଵ,ହ)
[ଵା(ିଵ,ହ)మ]మ = 0,568 047 ,

protože ቆ1 − 𝑥ଶ
1 + 𝑥ଶቇ

ᇱ

= (1 − 𝑥ଶ)ᇱ(1 + 𝑥ଶ) − (1 − 𝑥ଶ)(1 + 𝑥ଶ)ᇱ
(1 + 𝑥ଶ)ଶ = −2𝑥 ⋅ (1 + 𝑥ଶ) − (1 − 𝑥ଶ) ⋅ 2 𝑥

(1 + 𝑥ଶ)ଶ
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Příklad: jsou zadány tři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe tři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1 0
𝑓(𝑥) −0,6 0 1

Řešení Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:
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Příklad: jsou zadány tři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe tři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1 0
𝑓(𝑥) −0,6 0 1

Řešení Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0
−0,6 0 1

0 − (−0,6)
−1 − (−2) = 0,6 1 − 0

0 − (−1) = 1
1 − 0,6
0 − (−2) = 0,2
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Příklad: jsou zadány tři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe tři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1 0
𝑓(𝑥) −0,6 0 1

Řešení Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0
−0,6 0 1

0 − (−0,6)
−1 − (−2) = 0,6 1 − 0

0 − (−1) = 1
1 − 0,6
0 − (−2) = 0,2

𝑁(𝑥) = −0,6+0,6⋅ [𝑥−(−2)]+0,2 ⋅(𝑥+2)⋅ [𝑥−(−1)] = −0,6+0,6⋅(𝑥+2)+0,2⋅(𝑥ଶ+𝑥+2𝑥+2) =
= 0,2 𝑥ଶ + [0,6 + 0,2 ⋅ 3] ⋅ 𝑥 + (−0,6 + 0,6 ⋅ 2 + 0,2 ⋅ 2) = 0,2x2 + 1,2x+ 1
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Příklad: jsou zadány tři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,032)

Máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe tři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) pouze na základě těchto informacı́:

𝑥 −2 −1 0
𝑓(𝑥) −0,6 0 1

Řešení Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0
−0,6 0 1

0 − (−0,6)
−1 − (−2) = 0,6 1 − 0

0 − (−1) = 1
1 − 0,6
0 − (−2) = 0,2

𝑁(𝑥) = −0,6+0,6⋅ [𝑥−(−2)]+0,2 ⋅(𝑥+2)⋅ [𝑥−(−1)] = −0,6+0,6⋅(𝑥+2)+0,2⋅(𝑥ଶ+𝑥+2𝑥+2) =
= 0,2 𝑥ଶ + [0,6 + 0,2 ⋅ 3] ⋅ 𝑥 + (−0,6 + 0,6 ⋅ 2 + 0,2 ⋅ 2) = 0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1

𝑁ᇱ(𝑥) = (0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1)ᇱ = 0,4 𝑥 + 1,2
f ᇱ(−1,5) ≈ Nᇱ(−1,5) = 0,4 ⋅ (−1,5) + 1,2 = 0,6

Což je naprosto stejný výsledek, jako když jsme měli zadány pouze dva body. Odhad hodnoty derivace
se v tomto přı́padě nezhoršil.
Zkusme proto přidat dalšı́ bod, zda dostaneme lepšı́ odhad.
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Příklad: jsou zadány čtyři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,132)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe čtyři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:
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Příklad: jsou zadány čtyři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,132)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe čtyři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0 1
−0,6 0 1 0

0,6 1 0 − 1
1 − 0 = −1

0,2 −1 − 1
1 − (−1) = −1

−1 − 0,2
1 − (−2) = −0,4
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Příklad: jsou zadány čtyři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,132)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe čtyři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0 1
−0,6 0 1 0

0,6 1 0 − 1
1 − 0 = −1

0,2 −1 − 1
1 − (−1) = −1

−1 − 0,2
1 − (−2) = −0,4

𝑁(𝑥) = 0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1 − 0,4 ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 0) =
= 0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1 − 0,4 ⋅ (𝑥ଷ + 3𝑥ଶ + 2𝑥) = −0,4x3 − x2 + 0,4x+ 1
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Příklad: jsou zadány čtyři uzlové body (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,132)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe čtyři hodnoty.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0 1
−0,6 0 1 0

0,6 1 0 − 1
1 − 0 = −1

0,2 −1 − 1
1 − (−1) = −1

−1 − 0,2
1 − (−2) = −0,4

𝑁(𝑥) = 0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1 − 0,4 ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 0) =
= 0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1 − 0,4 ⋅ (𝑥ଷ + 3𝑥ଶ + 2𝑥) = −0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1

𝑁ᇱ(𝑥) = (−0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1)ᇱ = −1,2 𝑥ଶ − 2𝑥 + 0,4
f ᇱ(−1,5) ≈ Nᇱ(−1,5) = −1,2 ⋅ (−1,5)ଶ − 2 ⋅ (−1,5) + 0,4 = 0,7

Dostali jsme nepatrně horšı́ výsledek než v předchozı́ch přı́padech. Zkusme tedy přidat dalšı́ bod.
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Příklad: je zadáno pět uzlových bodů (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,332)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe pět hodnot.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1 2
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0 −0,6

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:
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Příklad: je zadáno pět uzlových bodů (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,332)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe pět hodnot.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1 2
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0 −0,6

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0 1 2
−0,6 0 1 0 −0,6

0,6 1 −1 −0,6 − 0
2 − 1 = −0,6

0,2 −1 −0,6 − (−1)
2 − 0 = 0,2

−0,4 0,2 − (−1)
2 − (−1) = 0,4

0,4 − (−0,4)
2 − (−2) = 0,2
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Příklad: je zadáno pět uzlových bodů (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,332)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe pět hodnot.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1 2
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0 −0,6

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:

−2 −1 0 1 2
−0,6 0 1 0 −0,6

0,6 1 −1 −0,6 − 0
2 − 1 = −0,6

0,2 −1 −0,6 − (−1)
2 − 0 = 0,2

−0,4 0,2 − (−1)
2 − (−1) = 0,4

0,4 − (−0,4)
2 − (−2) = 0,2

𝑁(𝑥) = −0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1 + 0,2 ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 0) ⋅ (𝑥 − 1) =
= −0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1 + 0,2 ⋅ (𝑥ଶ + 2𝑥) ⋅ (𝑥ଶ − 1) =

= 0,2x4 − 1,2x2 + 1
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Příklad: je zadáno pět uzlových bodů (funkce 𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ , chyba: Δ ≐ −0,332)

Opět máme stejnou neznámou funkci 𝑓, ale nynı́ známe pět hodnot.
Odhadněte hodnotu derivace f ᇱ(−1,5) když znáte:

𝑥 −2 −1 0 1 2
𝑓(𝑥) −0,6 0 1 0 −0,6

Řešení: Zadanými body proložı́me interpolačnı́ mnohočlen v Newtonově tvaru:
−2 −1 0 1 2
−0,6 0 1 0 −0,6

0,6 1 −1 −0,6 − 0
2 − 1 = −0,6

0,2 −1 −0,6 − (−1)
2 − 0 = 0,2

−0,4 0,2 − (−1)
2 − (−1) = 0,4

0,4 − (−0,4)
2 − (−2) = 0,2

𝑁(𝑥) = −0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1 + 0,2 ⋅ (𝑥 + 2) ⋅ (𝑥 + 1) ⋅ (𝑥 − 0) ⋅ (𝑥 − 1) =
= −0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1 + 0,2 ⋅ (𝑥ଶ + 2𝑥) ⋅ (𝑥ଶ − 1) =

= 0,2 𝑥ସ − 1,2 𝑥ଶ + 1
𝑁ᇱ(𝑥) = (0,2 𝑥ସ − 1,2 𝑥ଶ + 1)ᇱ = 0,8 𝑥ଷ − 2,4 𝑥

f ᇱ(−1,5) ≈ Nᇱ(−1,5) = 0,8 ⋅ (−1,5)ଷ − 2,4 ⋅ (−1,5) = 0,9
V tomto přı́padě je námi odhadnutá směrnice tečny méně přesná, jak v předchozı́ch přı́padech.
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Nemůžeme tedy řı́ci, že vždy při většı́m počtu zadaných hodnot, dostaneme přesnějšı́ výsledek.

Grafy interpolované funkce a jednotlivých interpolačnı́ch mnohočlenů:

𝑓(𝑥) = ଵି௫మ
ଵା௫మ

𝐿ଵ(𝑥) = 0,6 𝑥 + 0,6

𝑁ଶ(𝑥) = 0,2 𝑥ଶ + 1,2 𝑥 + 1 𝑁ଷ(𝑥) = −0,4 𝑥ଷ − 𝑥ଶ + 0,4 𝑥 + 1 𝑁ସ(𝑥) = 0,2 𝑥ସ − 1,2 𝑥ଶ + 1
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Vzorce pro odhad hodnoty derivace v uzlovém bodě
Pokud chceme odhadnout hodnotu derivace v uzlovém bodě (nebo uprostřed dvou uzlových bodů),
nemusı́me sami sestrojovat interpolačnı́ mnohočlen, ale můžeme využı́t následujı́cı́ch vzorců, které již
byly odvozeny (napřı́klad [2, str. 71 a násl.]) na základě interpolačnı́ch mnohočlenů.

(1) 𝑓ᇱ(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)
ℎ známe-li hodnoty pro x, 𝑥 + ℎ

(2) 𝑓ᇱ(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥 − ℎ)
ℎ známe-li hodnoty pro 𝑥 − ℎ, x

(3) 𝑓ᇱ(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥 − ℎ)
2 ℎ známe-li hodnoty pro 𝑥 − ℎ, 𝑥 + ℎ

(4) 𝑓ᇳ(𝑥) ≈ 𝑓(𝑥 + ℎ) − 2𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 − ℎ)
ℎଶ známe-li hodnoty pro 𝑥 − ℎ, x, 𝑥 + ℎ
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Odhadněte 𝑓ᇱ(−1) je-li dáno: 𝑥 −2 −1 0
𝑓(𝑥) −0,6 0 1

Známe-li
−2 −1
−0,6 0 použijeme pro odhad 𝑓ᇱ(–1) vzorec (2), kde h = 1.

Potom 𝑓ᇱ(−1) ≈ ௙(ିଵ)ି௙(ିଵିଵ)
ଵ = 𝑓(−1) − 𝑓(−2)

1 = 0 − (−0,6)
1 = 0,6

Známe-li
−2 0
−0,6 1 použijeme pro odhad 𝑓ᇱ(–1) vzorec (3), kde h = 1.

Potom 𝑓ᇱ(−1) ≈ ௙(ିଵାଵ)ି௙(ିଵିଵ)
ଶ⋅ଵ = 𝑓(0) − 𝑓(−2)

2 = 1 − (−0,6)
2 = 0,8

Známe-li
−1 0
0 1 použijeme pro odhad 𝑓ᇱ(–1) vzorec (1), kde h = 1.

Potom 𝑓ᇱ(−1) ≈ ௙(ିଵାଵ)ି௙(ିଵ)
ଵ = 𝑓(0) − 𝑓(−1)

1 = 1 − 0
1 = 1
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Odhadněte 𝑓”(−1) je-li dáno:
𝑥 −2 −1 0

𝑓(𝑥) −0,6 0 1
Pro odhad 𝑓”(–1) použijeme vzorec (4), kde h = 1.

Potom 𝑓”(−1) ≈ ௙(ିଵାଵ)ିଶ௙(ିଵ)ା௙(ିଵିଵ)
ଵమ = 𝑓(0) − 2𝑓(−1) + 𝑓(−2)

1 = 1 − 2 ⋅ 0 + (−0,6) = 0,4

Závěrečná poznámka
Z teorie numerického derivo-
vánı́ vyplývá, že jde o veli-
ce riskantnı́ operaci. Výsled-
kymohou být zatı́ženy velkou
chybou, která je většinou tı́m
většı́, čı́m vyššı́ řád derivace
se pokoušı́me numericky na-
jı́t. Je to způsobeno charak-
teristickou vlastnostı́ interpo-
lačnı́chmnohočlenů: vlněním
(obrázek převzat z [5]).
Amy hodnoty derivacı́ počı́tá-
me (odhadujeme) pomocı́ in-
terpolačnı́ch mnohočlenů.
Z uvedeného důvodu jsme se raději vzorcem pro odhad chyby vůbec nezabývali.
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Obejı́t tuto nepřı́jemnost při výpočtu (možnost výskytu velké chyby při použitı́ metody založené
na interpolaci) je možné předchozı́m vyhlazenı́m průběhu funkce. Jestliže napřı́klad dané hodnoty (se
kterými pracujeme) nějaké funkce f (𝑥) byly zı́skány experimentálně, a jsou tedy zatı́ženy určitými
nezanedbatelnými chybami, je lépe mı́sto interpolačnı́ho mnohočlenu I(𝑥) nejprve aproximovat da-
ná data vhodnou funkcí (nejenommnohočlenem) A(𝑥) napřı́klad metodou nejmenšı́ch čtverců a pak
teprve nahradit derivace funkce f (𝑥) přı́slušnými derivacemi funkce A(𝑥).
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elektrotechnické a stavebnı́ fakulty vysokých škol technických, Praha 1987, 448 s.
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