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Historicka poznamka

Jak vyplyva z naSich soucasnych znalosti ! 0 matematickych védomostech ve starovéku, mezi prvni fesi-
tele soustav linearnich rovnic pattili Cifiané. V knize Aritmetika v deviti knihdch ze 2. stoleti ped nasim
letopoctem je uveden algoritmus (nazvany van cen) feSeni soustav linedrnich rovnic, ktery je obdobou
naseho prevodu na schodovity (trojtihelnikovy) tvar.

Toto pravidlo, je sice vyloZeno na konkrétnim prikladu soustavy tfi rovnic o tfech neznamych, ale je
naznaceno dostate¢né obecné.

Rozsitilo se i v jinych zemich Vychodu a vedlo nakonec k pojmu determinantu.

1 SKRASEK, |., TICHY, Z. Zdklady aplikované matematiky I. Praha : SNTL - Nakladatelstvi technické literatury, Praha. 1983.
Strana 222-223.
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1. Zavedeni pojmu determinant 2. radu

ReSme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych.

a1 x + ay = by
az1X + Ay = b,
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1. Zavedeni pojmu determinant 2. radu
Re$me soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych.

a1 x + ay = by
az1X + Ay = b,

Scitaci metodou vylouc¢ime neznamou y.

a1 X +apy=>by |.ay
Ay X + ay=b, |.(—ay;)
A11022X + 412055V = bqay,
—031A12X — A1305,Y = —b,ay,

(a11A22,—051042)x = byay, — byay,

Posloupnosti (apl.)
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1. Zavedeni pojmu determinant 2. radu
Re$me soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych.

a1 x + ay = by
az1X + Ay = b,

Scitaci metodou vylouc¢ime neznamou y.

a1 X +apy=>by |.ay
Ay X + ay=b, |.(—ay;)
A11022X + 412055V = bqay,
—0y1A12X — A1,0,,Y = —byay,

(a11A22,—051042)x = byay, — byay,

Pokud bychom vyloucili neznamou x tak, Ze prvni rovnici vynasobime ¢lenem (—a,, ), druhou rovnici
Clenem a,, a seCteme je, dostaneme:

(a11A2,—031043)y = byay;, — byay,
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1. Zavedeni pojmu determinant 2. radu
Re$me soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych.

a1 x + a;y =by
a31X + Ay = b,

Scitaci metodou vylouc¢ime neznamou y.

a1 X +apy=>by |.ay
Ay X + ay=b, |.(—ay;)
A11022X + 412055V = bqay,
—0y1A12X — A1,0,,Y = —byay,

(a11A32,—051012)x = byay; — byay,

Pokud bychom vyloucili neznamou x tak, Ze prvni rovnici vynasobime ¢lenem (—a,, ), druhou rovnici
Clenem a,, a seCteme je, dostaneme:

(a11A2,—051043)y = byay; — byay,

Vidime, Ze zavorka na levé strané je v obou pripadech stejna.
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1. Zavedeni pojmu determinant 2. radu

ReSme soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych.

a1 x + a;y =by
Ay X + apy = by

Scitaci metodou vylouc¢ime neznamou y.

a1 X +apy=>by |.ay
Ay X + ay=b, |.(—ay;)
A11022X + 412055V = bqay,
—0y1A12X — A1,0,,Y = —byay,

(a11A32,—051012)x = byay; — byay,

Posloupnosti (apl.)

Pokud bychom vyloucili neznamou x tak, Ze prvni rovnici vynasobime ¢lenem (—a,, ), druhou rovnici

Clenem a,, a seCteme je, dostaneme:

(a11A2,—051043)y = byay; — byay,

Vidime, Ze zavorka na levé strané je v obou pripadech stejna. Proto je namisté nasledujici definice kdy ke
¢tvercovému schématu, (tvorenému pouze barevnymi koeficienty u proménnych), které sestava ze dvou
radki a dvou sloupct, prifazujeme urcity vyraz tvotreny prvky zapsanymi do tohoto schématu.

A to rozdil dvou soucinii, ktery je barevné zapsan do zavorek, ze kterych vytkneme jednotlivé pro-

meénné. Tento vyraz nazveme determinantem druhého radu.
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Definice

Determinant 2. fadu je vyraz a,,a,, — a,;,a,,
(hodnota, cislo),

, ‘. a,; a
ktery oznacujeme  det| 't 12

@ a l = Q1055 — Q15,0 nebo struc¢néji
21 Q22

a1 Qg
= Aq1103; — Aq1307,
a1 Az

Protoze dle definice je determinant 2. radu rozdil soucinti vZdy dvou prvkii, mizeme tici, Ze vlastni hodnota deter-
minantu zavisi na tom, ze kterych prvk a;; je sloZen. Tedy napriklad:

— jsou-li prvky cisla, je determinant ¢islo;

— jsou-li prvky mnohocleny, je determinant mnohoclen;

— jsou-li prvky goniometrické funkce, je determinant také funkci sloZenou z goniometrickych funkci;

NejcCastéji se budeme setkavat s determinanty, které maji ve schématu pouze (realna) cisla.

Hodnotu determinantu 2. faddu ur¢ime snadno pomoci nasledujiciho kriZového pravidla:

aqq, _A13
D= % . Pokud ve sméru shora dolii ndsobime zleva doprava (tak jak cteme), priradime

az1 Qzz
soucinu kladné znaménko. V piredchozim prikladu znaceno modrou barvou.

Nasobime-li zprava doleva, opatfime soucin zdpornym znaménkem (Cervené).
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Cviceni
2 3
1. 4 5 =2-5—-3:4=-2
a_ba_c__ (o 2 12 (2 2\ — A2 2
2. a4 a+b_(a by-(a+b)—(a—c)-(a+c)=a*—b*—(a*—c*)=c“—Db
3, | 95X sSInXg_ (cos x)? — (sinx)? = cos? x — sin® x = cos 2x
sinx cosx
4. Urcete x tak, aby platilo: ’36 le_ 1 _ -2
Vycislime determinant: x-1-2x—-1)-3 = =2
x—6x+3 = -2 |—-3
—5x = =5 |:(-5)
x =1
5. Reste rovnici a proved'te zkousku: X ; - -20
—X
Vycislime determinant: x=2)-(—x)—3-4 = =20 |.(-D)
x-(x—2)+12 = 20 | — 20

x2—-2x—-—8 = 0
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N _ . —b ++Vb%?—-4ac
Resime kvadratickou rovnici dle vzorce: X1 = >
—(-2)+/(-2)?—4-1-(-8) _2+V4+32 2+V36 246 x, =4
2-1 B 2 22 X, = —2
y 2 3
ZkouSkapro x =4 : 4 _4=2-(—4)—3-4=—8—12 = =20
y -4 3
ZkouSka pro x = —2: 4 2 =(—4)-2—-3-4=-8-12 = -20
Determinant je vétSinou pouze jinak zapsané cislo.
2 2 3
Naptiklad plati: 2 = | — 2| = 2! =4 = <1> =1log100 = (2x)' = 0 1!=
Cislo 2 mGZeme napiiklad vyjadrit jako:
absolutni hodnotu z ¢isla minus dva;
dvé faktoridl;
druhou odmocninu ze Ctyft;
kombinacni ¢islo dvé nad jednou; Ackoliv determinant 2. radu je vyraz (¢islo), hovori
logaritmus pri zakladu deset z ¢isla sto; se Casto o radcich ¢i sloupcich determinantu ¢, takze
derivaci ¢lenu 2x (podle x); se terminem , determinant” mini také sam symbol
deteminant 2 ; i S
0 1}’ az1 Az

@ Spravné bychom meéli hovoftit o fadcich ¢i sloupcich sché-
matu prifazenému k danému determinantu.
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2. Zavedeni pojmu determinant 3. radu

Podobné jako v predchozi kapitole feSme soustavu tfi linedarnich rovnic o tfech neznamych:

ax+a,y+a;3z2=>b
a, X +a,,y+a,;z2=>b,
Az1 X +asz, Y+ a33Z2= b,

Soustavu budeme tesit s¢itaci metodou tak, Ze osamostatnime neznamou? x.

apnx+apy+tazz=>b |ay |. a3,
Ay X+ Ay +a;3z=b, [.(—a;)
(31X + A3,y + d33Z=b; |.(—as,)

(@11 G2z — Q21 A13) X + (G433 — Ap3 Q1) Z=Dby Ay — by a1, |.(A33 a12 — Ay3a3;)

(a11 G52 — a31a15) X +(A13 Q35 — A33Q15) Z=Db1 A3 — b3 a1, |-(A13 035 — Ap3 A43)
Vzhledem ke skutecnosti, Ze po souctu vyse uvedenych poslednich dvou rovnic bude vysledna rovnice
s jedinou neznamou x jiZ ponékud rozsahla a neprehledna, omezime se pouze na jeji levou stranu, kdyz
jesté vytkneme neznamou.

(a11 Az 33 @43 — Ay A4 A33 A4 — AP A3 A43035 + Ayq Q43 A43 A3, + Q1103373055 —
— Q31 @43 (43 Qpp — Qg (33 Ap3 @43 + 31 @43 Ap3 Agp) * X = ...
Po vytknuti a secteni
@13 (11 Az A33 — Ap1 Az A3z + Agy Qg3 A3 — A3q Qg3 Aap — Qg A3z A3 + A3 Gg3 Ag3) . X = ...

2 Obdobné miiZzeme postupovat i pro nezndAmé y a z.Jen se zméni prvek vytknuty ptred zavorku, ale vlastni zavorka
zlstane stejna.
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Nyni vzhledem k platnosti komutativniho zakona p¥i ndsobeni (mozZnost zamény cinitell pii soucinu)
preskladame poradi ¢lent v jednotlivych soucinech podle radkovych indext

Ay7 (@11 App A33 — Agp Apg A33 + A3 Apg A3p — Qg3 App A3q — Qg1 Qo3 A3y + A1 Ap3d3g) * X = ...

Nyni vzhledem k platnosti komutativniho zakona pfi sc¢itani (moZnost zamény scitancli pti souctu)
pireskladame poradi jednotlivych soucini podle znamének nasledovné:

Aq5 (Aq1 Az A33 + Qg3 Ap3 A3q + Qg3 Apg A3y — A3 App Q31 — Qg Ap3 A3y — Agp Apq A33) * X = ...

Vzhledem k tvaru posledni zavorky a symbolicky zapsané piivodni soustavé je namisté (analogicky
jako u determinantu 2. fadu) nasledujici definice, kdy ke ¢tvercovému schématu radu tri, nebo-li typu
(3, 3) prirazujeme urcity vyraz. Tento vyraz nazveme determinantem tretiho radu.
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Definice

Determinant 3. radu je vyraz (hodnota, ¢islo)

110,033 + A1,053031 + A1305,03; — Q130,031 — A110303; — A1,05,1033,

a;; A1 Qg3 a;; Q12 Qg3
ktery oznacujeme det| a;; a,, a,3 nebo struc¢né;ji Ay; QAyy Qs
a3, QA3 dgzz a3, QA3 dzz

— nebo-li stanoveni jeho hodnoty.
Budeme postupovat nasledovné.

Vezmeme vyraz (kterym jsme definovali determinant 3. fadu)
D = a;,a5,033 + A1,0,303; + Q130,103 — Q1302031 — Q10303 — Q12071033
a pouze ho trochu prreskladame tim zpisobem, Ze pred zavorky vytkneme postupné prvky prvniho rad-
ku. _ _
D = a4105,0335 + A130,5303; + Q13051035 — Q13055031 — Aq10,303; — Q107,033 =
= a41(A2033 — Ap303;3) + A12(A23031 — Ap1A33) + A13(A21A3; — AppA31) =

a11(Az2033 — Ap3A3;3) — A1(Az1A33 — A3031) + A13(Az103; — Az2031)

a1 Az
az; dsz;

(1)
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Vidime, Ze ptivodné zadany determinant 3. fadu jsme nahradili tfemi determinanty 2. radu, které
jsme nasobili prvky prvniho radku opatfenymi vhodnymi znaménky.

Stejné tak jsme mohli preskladat vyraz (kterym jsme definovali determinant 3. fadu) tak, Ze bychom
vytkli pred zavorku postupné prvky druhého radku, tretiho radku, prvniho sloupce, druhého sloupce
nebo tretiho sloupce. Jen by se ménily prislusné determinanty 2. fadu ve vztazich analogickych ke vzta-
hu (1). Proto zavedeme nasledujici definici.

Subdeterminant D;; vznikne tak, kdyz z piivodniho determinantu D vypustime (od-
stranime) radek i a sloupec j.

Nyni jiZ mizeme vztah (1) prepsat obecné nasledujicim zptsobem.

2.1. Stanoveni determinantu 3. radu rozvojem

3

D = Z(_Diﬂ'aij - Dy; rozvoj podle radku i (2)
j=1
3

D = Z(_l)”faij-Dij rozvoj podle sloupce j (3)

i=1
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Cviceni

Urcete hodnotu determinantu rozvojem podle néjakého rFadku = vzorec (2).
Tedy radkovy index i bude pevné dan a sloupcovy index j se bude ménit.

2 -1 3 p
1 8 1|=3C-D". ag;-Dyy= X (=D - a;j - Dy
-1 -2 5| Y J=1
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Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3.fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 3
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3.
-1 3
8 1|= 1.s¢itanec:  (—1)3*' - ay, - D3, < 3.Fadek / 1. sloupec
-1

Y& N E N R YO ENE

=D +ED-M -6 @)1+ +
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Cviceni
Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3.fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 3

a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3.

= 2.stitanec:  (—1)3*?.ay, - D3, < 3.tadek / 2. sloupec

= (D) g HEDT ) ]G D

=D [+HED- O -G @1+ [ [+H(2)-(D) - 3)- (D ] +
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Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3.fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 3
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3.

2 -1
1 8 = 3.s¢itanec:  (—1)3*3 - a3 - Dy3 & 3. Fadek / 3. sloupec
5
-1 3 2 3 2 -1
— (1\3+1 . (1) . _1\342 . (DY . 13343 . ] _
= (DD T G [HED D S e ®| T

=D +HED- M -G @+ [-EDH [+ M -G+ G [+(2)8) — (=D ] =



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (2)/ podle 3.fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 3
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3.

2 -1 3
1 8 1= (-1)** -a,, -D, < 3.tadek/
-1 -2 5

= (-1)31. (-1) - _81 i + (-1)3*2. (=2) i 51) + (—1)3*3. (5) - i —81 _

=D +HED- M -G @+ [-EDH [+ M -G+ G [+(2)8) — (=D ] =

= (—1)-(-1-24)+ (+2):(2—3) + (5)-(16 + 1) = (=1)-(=25) + 2-(—1) +5:(17) = 25— 2+85 = 108
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Zdanlivé nezapamatovatelny vztah z definice se da celkem snadno vyjadrit (ovSem pouze pro de-

terminant 3. ¥adu) pomoci nasledujiciho * doplnéného schématu.

2.2. Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantu 3. radu

Hodnotu determinantu 3. fadu urc¢ime snadno pomoci nasledujiciho schématu:

a1, iz, _Qq3, Q11 _Q12
\ b4 b4 4
D=| ay as; a3 az, az;
4 p4 X N
- - + - + +
asz, as; Gs3 asz, as;

kdy nejprve za determinat znovu opiSeme prvni a druhy sloupec a potom nasobime ve sméru Sipek,

stejné jako u determinantu 2. fadu.
Pokud shora dolii ndsobime zleva doprava, priradime soucinu kladné znaménko.
Nasobime-li trojici ¢isel zprava doleva, opatiime soucin zdpornym znaménkem.

Stejného vysledku dosahneme, jestliZe pod determinant znovu opiSeme

. N " , vt vy N o A1 Qg2

prvni a druhy radek (tfeba na papir, ktery priloZime) a opét shora dolu Uy Oy
, ’ e s wvs , , 1

nasobime trojici ¢isel zleva doprava s kladnym znaménkem. D= |a; as

Nasobime-li zprava doleva, opatfime soucin zdpornym znaménkem.

Zdiiraznéme, Ze uvedené pravidlo neplati pro determinanty jiného radu nez 3. radu!

3 Francouzsky matematik Pierre Frideric Sarrus (1798 - 1861).
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2.3. Cviceni

3 -2 4
1. Urcete hodnotu determinantu = -1 5 3
2 —4 -3

Reseni: 1. Sarrusovo pravidlo
D=3-5-(-3)+(-2)-3:24+4-(-1)-(—4)—-4-5-2-3-3-(—4)—-(-2)- (-1 - (—3) =
=—45-124+16—-40+36+6 = -39

2. Rozvoj podle prvniho radku

5 3 -1 3 -1 5
— (__1)1+1 . _1\1+2 |, (_ . —1)1+3 . . =
D=(-1) 3 _4 _3 + (—1) (-2) 2 _3+( 1) 4 )
=3-(-15+12)+2-3-6)+4-(4—-10)=-9—-6—24 = -39
3. Rozvoj podle druhého radku
-2 4 3 4 3 -2
— (—_1\2+1 , (_ . —1)2+2 , . —1)2+3 . . —
D=(-1) (-1 _4 _3+( 1) 5 7 _3+( 1) 3 2 _a

=1-(64+16)+5-(—9—8)—3-(—12 +4) = 22 — 85 + 24 = —39

4. Rozvoj podle tretiho radku

-2 4 3+2 3 4 3+3 3 -
5 3+(_1) (_4)_1 3+(_1) (_3)_1

=2-(—6-20)+4-(9+4)—3-(15—-2) = -52+52 -39 = —39

D=(-1)3.2. 2=

5




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

5. Rozvoj podle prvniho sloupce

5 3 4
-4 -3 -3
=3-(-15+12)+1-(6+16)+2-(—6—20)=-9+22—-52=-39

D=(-1)1*1.3.

+ (0t (-1 | 2

|

5 3

6. Rozvoj podle druhého sloupce

-1 3 3 4
2 -3 2 -3

=2-3-6)+5-(-9-8)+4-(9+4)=-6—-85+52=-39

D=(-1)*2. (-2

+(~1)72.5. HED™ )| S G =

7. Rozvoj podle tretiho sloupce

-1 5 3 -2 - 3 -
2 —4 2 —4|T DT

=4-(4-10)—3-(-12+4)—3-(15—-2) = —24 +24—39 = —39

D=(-1)*3 4.

+(_1)2+3,3. 2_

c|=



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC

1 -2 3
2. Urcete hodnotu determinantu D=6 0 1
2 -1 4

Reseni Sarrusovym pravidlem
D=1-0-4-2-1-2-3-6-1-3-0-2+1-1-14+2-6-4=27

2 40
3. Urcete hodnotu determinantu D=-11 0
0 2 3
Reseni rozvojem podle tietiho (obsahuje dvé nuly) sloupce
2 4
D=0+0+(-1)3*3-3- 1 1 =3-(2+4)=18
-x 1 x
4. Urcete hodnotu neznamé x tak, aby platilo: 0 —x —-1|=-2x
x 1 —x
Reseni Sarrusovym pravidlem
—x3—x+x3—x = —2x
—2x = —=2x |+2x
0 =0

Dany vztah plati pro libovolné x.

Posloupnosti (apl.)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

o

3. Determinanty vyssich radu

Pripomenme, Ze dfive jsme zavedli pojem subdeterminant D;; a nasledné ukazali vypocet determi-
nantu 3. fadu rozvojem podle libovolné jeho rady (vhodného radku ¢i vhodného sloupce). Tyto vztahy
plati i pro determinanty vyssich radu.

Hodnotu determinantt vyssich radii ur¢ime analogicky se vztahy (2) a (3).

3.1. Stanoveni determinantu k. fadu rozvojem

D = 2( 1)*a;; - Dy; rozvoj podle Fadku i (4)
T
D = Z (-D™ay; - Dy; rozvoj podle sloupce j (5)

im1

Oproti vztahtim (2) a (3) doslo k jediné zméné. Horni mez symbolu suma neni &islo TRI ale konstanta
k , ktera je Faddem determinantu.



Determ. Matice

Cviceni

Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Urcete hodnotu determinantu rozvojem podle néjakého rFadku = vzorec (4).
Tedy rddkovy index i bude pevné dan a sloupcovy index j

2
1
—4
-1

-1
8
-3
-2

0
1
0
0

3

1 i+j u i+j
11 2(_1) ay; Dy = Z D" - ay; - Dy
c vj j=1

se bude ménit.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 4
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3, 4.

-1 0 3
8 1 1 " 441 2
3 0 -1|% 1. sCitanec: (—1)**"-ay, - D,, < 4.tadek / 1. sloupec
-1
-1 0 3
=(-D**- (-1 8 1 1 [+ (-1D* - + (—D* -
-3 0 -1
+(—1D* -

= (D [+EED- @M=D+ (3):(0)-3) +(=3)(0):(1) = 3)(1)(=3) = (1):(0)-(=1) = (=1)-(0)-(8) ]+
+
+ +



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 4
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3, 4.

2 0 3
1 1 1 v 442 oy
_4 0 -1|° 2.scCitanec:  (—1)**“-ay, - D,, < 4.fadek / 2. sloupec
-2
-1 0 3 2 0 3
=-D*"*- (-1 8 1 1 |[+(-=D*"2-(=2):| 1 1 1 [+ (-D* -
-3 0 -1 -4 0 -1
+(—1D* -

= (D [+EED- @M=D+ (3):(0)-3) +(=3)(0):(1) = 3)(1)(=3) = (1):(0)-(=1) = (=1)-(0)-(8) ]+
+(=2) [+ (D)D) + (D)-(0)-B) + (=H-(0)-(1) = 3)- (D) (=H) — (1)-(0)-(2) = (=D)-(0)- (D ]+
+ +



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. fadku = tadkovy index i se tedy rovna 4
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3, 4.

2 -1 3
1 8 1 o1 4+3 v 7
—4 -3 —11|° 3.sCitanec:  (—1)**3 - a,; - Dys < 4. Fadek / 3. sloupec
0
-1 0 3 2 0 3 2 -1 3
S(—DM (=) 8 1 1 |4+(=D*2-(=2)-| 1 1 1 |+(=D**-0)- 1 8 1 |+
3 0 -1 —4 0 -1 —4 -3 -1
=)+

= () [+(=1D-1)- (=1 +(8):(0)-(3) + (=3):(0)-(1) = ) (1)(=3) = (D(0)- (=) = (=1)-(0)-(®) ]+
+(=2)-[+(2)-(D)-(=1) + (1) (0)-(3) + (=H-(0)- (1) = 3)-(D)- (=D = (D-(0)-(2) = (=1)-(0)- (D ]+
+0+

Vidime, Ze v poradi treti subdeterminant jsme viibec nemuseli sestavovat a vycislovat, protoZe prvek
a,.; = 0 atim padem cely soucin je také roven NULE.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. fadku = tadkovy index i se tedy rovna 4
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3, 4.

2 -1 0
1 8 1 " 444 2
4 -3 0 = 4.scitanec:  (—1)*"*-ay, - Dy, < 4.Tadek / 4. sloupec
5
-1 0 3 2 0 3 2 -1 3
=-D*"*- (-1 8 1 1 |+4(C-D*"*?-(-2)-|] 1 1 1 |+C-D**- 0 1 8 1 |+
-3 0 -1 -4 0 -1 -4 -3 -1
2 -1 0
H-DH(3)| 18 1=
-4 -3 0

=) +EDMW(=D +(8):(0):(3) +(=3):(0)(D) = 3) (1) (=3) = (D(0): (=D = (=1)-(0)-(&) ]+
+(=2)-[+(2)- (D) (=) + (1) (0)-(3) + (=H)-(0)- (D) = 3)- (D) (=4 = (D (0)-(2) = (=1)-(0)- (D ]+
+0+(5)[+(2)-(8):(0) + (1)-(=3)(0) + (=4)-(=1)-(D = (0):(8)-(=H) — (D(=3)(2) —(O)-(-D-(V ] =

Vidime, Ze v poradi treti subdeterminant jsme viibec nemuseli sestavovat a vycislovat, protoZe prvek
a,.; = 0 atim padem cely soucin je také roven NULE.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Determinant rozvineme /vzorec (4)/ podle 4. fadku = tadkovyindex i se tedy rovna 4
a sloupcovy index j nabyva postupné hodnot 1, 2, 3, 4.

2 -1 0 3
—14 —83 3 —11 - -D* -a, -D, <4.tadek/
-1 -2 0 5
-1 0 3 2 0 3 2 —1 3
=(-D**'- (-1 8 1 1 |[+(D*?*-(-2)-] 1 1 1 |[+CD*-0)-| 1 8 1 |+
-3 0 -1 -4 0 -1 —4 -3 -1
2 -1 0
+(-D***.5)-| 1 8 1|=
-4 -3 0

= O [+E=D-(1)-(=1) +(8):(0):(3) + (=3):(0)-(1) = 3):(1)(=3) = (1)(0)-(=1) = (=1)-(0)-(8) ]+
+(=2)-[+(2)-(D-(=1) + (1)-(0)-(3) + (=4)-(0)-(1) = 3)-(D)-(=4) — (1)-(0)-(2) = (=1)-(0)- (V) ]+
+0+(5)[+(2)-(8):(0) + (1):(=3)-(0) + (=4):(=1D)-(1) = (0)-(8)-(=4) = (1)(=3)-(2) = (0)-(=D)-(D ] =
=1 (+1+0-04+94+0+0)+(-2)(—24+0-0+12-04+0)+(5)'(+0-0+4+0+6+0) =
=1-(10) —2-(10) +5:(10) =10 — 20 + 50 = 40

Vidime, Ze v poradi treti subdeterminant jsme viibec nemuseli sestavovat a vycislovat, protoZe prvek
a,.; = 0 atim padem cely soucin je také roven NULE.

Proto je nejvyhodnéjsi, zvolit si rozvoj podle toho fadku ¢i sloupce, ktery obsahuje nejvice nul. Vtomto
pripadé pocitat rozvoj podle tretiho sloupce (viz dalsi strana).



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Cviceni

Urcete hodnotu determinantu rozvojem podle 3. sloupce

2 -1 0 3
1T 8 1 2 -1 3

= 0+(=1)2*3-(1)| =4 -3 —1 [+0+0 = (—1)(=30+24—1-9—4—20) = 40
—4 -3 0 -1 I -



Determ. Matice

Cviceni

Urcete determinant

54
17
65
46

A

4 11
16 43
11 39

D=| 3

13

4
16
11

28
40
13
48
37

Soustavy LAR (element.) Funkce

33
54
17
65
46

Racionalni (lom.) funkce

8
13
4
16
11

25
32
11
43
39

Reseni: dany determinant rozvineme napiiklad podle 1. sloupce.

D:6'D11_10'D21+3'D31_12'D41+8'D51

32
11
43
39

—13.

B

54 13
65 16
46 11

32

43 | +48-

39

C
54 13 32
17 4 11
46 11 39

—37.

D
54 13 32
17 4 11
65 16 43

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(6)

- A—13-B+48-C—37-D =40-108 — 13 - 241 + 48 - (—55) — 37 - (—40) = 27



Determ. Matice

28 33 8 25
p |13 17 4 11|
217148 65 16 43|
37 46 11 39
A £ F G
17 4 11 33 8 25 33 8 25 33 8
=28 |65 16 43| —13- |65 16 43| +48- |17 4 11| —37- |17 4
46 11 39 46 11 39 46 11 39 65 16
=28 -A-13-£+48-F—37-G=28-108—13-2+ 48 - (—26) — 37 -
28 33 8 25
p. _ |40 54 13 32|
317148 65 16 43|
37 46 11 39
B 5 H 7
54 13 32 33 8 25 33 8 25 33 8
=28- |65 16 43| —40- |65 16 43| +48- |54 13 32| —37- |54 13
46 11 39 46 11 39 46 11 39 65 16

=28-B—40-£ +48

Soustavy LAR (element.) Funkce

Racionalni (lom.) funkce

"H —37-7=28-241—-40-2+48-(-57)—37-

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

25
11| =
43

40 = 270

25
32| =
43

90 = 602



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

28 33 8 25
D _ |40 54 13 32|
17113 17 4 11|
37 46 11 39
c F H J
54 13 32 33 8 25 33 8 25 33 8 25
=28- |17 4 11| —40- (17 4 11| +13- |54 13 32| —37- |54 13 32| =
46 11 39 46 11 39 46 11 39 17 4 11

=28-C—40-F+13-H —37-J = 28 (—55) — 40 - (—26) + 13- (—57) —37 - (—30) = —131

28 33 8 25
p. _ |40 54 13 32| _
517113 17 4 11|
48 65 16 43
D G 7 J
54 13 32 33 8 25 33 8 25 33 8 25
=28- |17 4 11| —40- [17 4 11| +13- |54 13 32| —48- |54 13 32| =
65 16 43 65 16 43 65 16 43 17 4 11

=28-D—40-G+13-7—-48-J=28-(—40)—40-40+13-90—-48-(—-30) = —-110
a po dosazeni do (6) dostaneme:

D=6-27-10-270+3-602—-12-(—-131) +8-(—110) = —40



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vidime, Ze vycisleni determinantu 5. fadu neni zrovna jednoduché; vede na pét determinantt 4. fadu a
kaZzdy determinant 4. fadu vede na Ctyri determinanty 3. fadu. Celkem musime urcit 10 determinantt
3. fadu, protoze kazdy z determinantl 3. radi se vyskytuje pri vypoctu dvou riznych determinantii
4. radu, jak bylo ukazano v predchozim prikladu. Napriklad subdeterminant F byl pouZit pti vypoctu
subdeterminantu D,, i subdeterminantu D,;.

Proto je vyhodné pouzit nékterych operaci s determinanty, které neméni jejich hodnotu * a pokud
mozno zjednodusuji vycisleni determinantd.

3.2. Upravy determinantt

Za vSechny jmenujme alespon tuto nejpouZzivanéjsi.

Determinant se nezméni, pricteme-li kjedné jeho radé libovolny nenulovy ndsobek rady s ni rov-
nobézné.

Nyni si pomoci této vlastnosti zkusme znovu spocitat predchozi priklad.

6 28 33 8 25
10 40 54 13 32
Urcete determinant D=| 3 13 17 4 11
12 48 65 16 43

8 37 46 11 39

* Pfipadné pouze méni znaménko determinantu, ¢i umoziuji za ur¢itych podminek vytknout vyraz pied determinant.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Reseni: provadéné upravy budeme znacit ZA a NAD determinantem, kdy Fimské ¢islice oznacuji pii-
sluSnou radu (fadek ¢i sloupec).

i—i v—1i

6 28 33 8 25 6 28 33 8 25
10 40 54 13 32 |ii+ (—3).iii 1 1 3 1 -1
D=| 3 13 17 4 11 =/ 3 13 17 4 11 |=
12 48 65 16 43 12 48 65 16 43
8 37 46 11 39 8 137 46 11 39
i iii — 3i v+i
o 2z 1s 2 3l 22 15 2 31 |i-—2ii
10 0 0 0 rozvoj 2. 10 8 1 14 |ii
= 3 10 8 1 14" (g, =
36 29 4 55| iii —4ii
1z 2o 23 4 35 29 22 3 47 |iv—3ii
8 29 22 3 47
2 -1 0 3
. 2 -1 3
3.s.
— (-1). 10 8 1 14 |rozvoj3s (=1) - (=1)** 1| -4 -3 -1 |=
—4 -3 0 -1 1 —2 =
-1 -2 0 5

=2-(=3) 5+ (D (D (D+3- (-4 (D=3 (-3)- (D -2- (1) (-2) -
—(-1)-(-4)-5=—-30—1+24—9—4—20 = —40

Je ziejmé, Ze tento postup je mnohem méné pracny, nez predchozi.



(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu

8
10

Hlavni diagondla: a,.;, ay.;, G35, .., Aup

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu

6
8

5
0
0 10

Hlavni diagonala: a,;, a,.,, asz3, ..

Vedlejsi diagonala

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu <= pod hlavni diagonalou jsou pouze NULY!

VSechny ostatni prvky mohou byt naprosto libovolné.

1 4
0 56
0 0 8
0 0 010

Hlavni diagonala: ay., , a,,, az3, ..., Ay



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu <= pod hlavni diagonalou jsou pouze NULY!

VSechny ostatni prvky mohou byt naprosto libovolné.

1 2 3 4
0 56 7
0 0 8 9
0 0 010
Hlavni diagonala: ay., , a,,, az3, ..., Ay

Hodnotu determinantu 4. fadu ur¢ime rozvojem podle 1. sloupce < ma nejvice nul



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu <= pod hlavni diagonalou jsou pouze NULY!

VSechny ostatni prvky mohou byt naprosto libovolné.

S s o 7
=(-D¥*-1-/0 8 9/+0+0+0=11]- =
0 08 9 0 010
0 0 010
Hlavni diagonala: ay., , a,,, az3, ..., Ay

Hodnotu determinantu 4. fadu ur¢ime rozvojem podle 1. sloupce < ma nejvice nul
(nebo miizeme pocitat rozvojem podle 4. Fddku - ma také hodné nul).

Hodnotu determinantu 3. fadu urc¢ime opét rozvojem opét podle 1. sloupce (nebo 3. fadku).



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu <= pod hlavni diagonalou jsou pouze NULY!

VSechny ostatni prvky mohou byt naprosto libovolné.

1 2 3 4

0 56 7 > 67 8 9

008 9 =(-D*.1./0 8 9 +0+0+0=[1]-{(—1)1+1-5- 0 10+0+0}=
0 0 010 0 010

Hlavni diagonala: ay., , a,,, az3, ..., Ay

Hodnotu determinantu 4. fadu ur¢ime rozvojem podle 1. sloupce < ma nejvice nul
(nebo miizeme pocitat rozvojem podle 4. Fddku - ma také hodné nul).

Hodnotu determinantu 3. fadu urc¢ime opét rozvojem opét podle 1. sloupce (nebo 3. fadku).

Hodnotu determinantu 2. fadu ur¢ime kiizovym pravidlem.

=[1]-[5]-[ 1=



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu <= pod hlavni diagonalou jsou pouze NULY!

VSechny ostatni prvky mohou byt naprosto libovolné.

1 2 3 4

0 56 7 > 67 8 9

008 9 =(-D*.1./0 8 9 +0+0+0=[1]-{(—1)1+1-5- 0 10+0+0}=
0 0 010 0 010

Hlavni diagonala: ay., , a,,, az3, ..., Ay

Hodnotu determinantu 4. fadu ur¢ime rozvojem podle 1. sloupce < ma nejvice nul
(nebo miizeme pocitat rozvojem podle 4. Fddku - ma také hodné nul).

Hodnotu determinantu 3. fadu urc¢ime opét rozvojem opét podle 1. sloupce (nebo 3. fadku).
Hodnotu determinantu 2. fadu ur¢ime kiizovym pravidlem.

=[1]-[5]-[8-10—-9-0] =



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(horni) Trojuhelnikovy tvar determinantu <= pod hlavni diagonalou jsou pouze NULY!

VSechny ostatni prvky mohou byt naprosto libovolné.

1 2 3 4

0 56 7 > 67 8 9

008 9 =(-D"-1.-/]0 8 9 +0+0+0=[1]-{(—1)1+1-5- 0 10+0+0}=
0 0 010 0 010

Hlavni diagonala: ay., , a,,, az3, ..., Ay

Hodnotu determinantu 4. fadu ur¢ime rozvojem podle 1. sloupce < ma nejvice nul
(nebo miizeme pocitat rozvojem podle 4. Fddku - ma také hodné nul).

Hodnotu determinantu 3. fadu urc¢ime opét rozvojem opét podle 1. sloupce (nebo 3. fadku).
Hodnotu determinantu 2. fadu ur¢ime kiizovym pravidlem.

=1[1]-[5]-[8-10—9-0] = [1]-[5]-[8-10] =1-5-8-10

Hodnotu determinantu (ve schodovitém tvaru),

ktery md pod hlavni diagondlou pouze nuly,

vypoéteme jako soucin prvki stojicich v hlavni diagonale.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

4. Matice

Matice typu (m,n) je usporadana soustava m X n  ¢&lend zapsanych ve tvaru tabulky do
m ftadkia n sloupcl. Obecné jde o prvky zapsané do obdélnikového schématu.
Znacime ji

al;l al;z an al;j TR al;n
az’l az’z an aZ;j L) az’n
A(m,n) = . (7)
ai;l ai;z ai;j ai;n
| am;l am;z am;j am;n ]

Cisla a;; nazyvame prvky matice A, i nazyvame rddkovym indexem, j nazyvame sloup-
covym indexem.

Spojnice prvki s tymz fadkovym indexem, tedy  a,,a,.,a33,...,a,,, kde r =min(m,n) na-
zyvame hlavni thlopri¢kou (diagonalou) matice A°.

Nékdy se pro matici  A(a;;) typu (m,n) pouzivaioznaCeni A(a;;);, nebojenom (a;;)y,,
piipadné pouze A.

Pojem matice lze definovat i pro prvky jiného charakteru, neZz jsou Ccisla. Jsou-li vSak
a;; Cisla, hovorime o ¢iselné matici. A to bud’ redlné matici nebo komplexni matici podle toho, je-
li a;€R nebo a;; €X.Dalesebudeme zabyvatjen realnymi maticemi.

> Uhlopric¢ka ve vlastnim slova smyslu je to ov$em jen pfi m = n.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC

4.1. Specialni typy matic

Ctvercova matice fadu n ma stejny pocet Fadki a sloupcd.

je Ctvercova.

o” : 1 2
Napriklad matlcel 4 5

Pokud je m # n, hovorime o obdélnikové matici, nebo jen o matici.

Radkova matice typu (1,n) je tvofena pouze jednim Fadkem.

Napriklad radkova matice [ 1 2 ] je typu (1, 2).

Sloupcova matice typu (m,1) je tvofena pouze jednim sloupcem.

Napriklad matice [ ; l a matice [ 2 l jsou sloupcové matice typu (2, 1).

Posloupnosti (apl.)
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00 .. 0
, . , . 00 .. 0
Nulova matice 0 ma vSechny prvky rovny nule. 0= :
00 .. 0
Jednotkova matice E je ¢tvercova matice, kterd ma
1 0 0
P vry . . . Ly , . 01 0
v hlavni uhlopriéce (diagonale) pouze jednicky a mimo ni nuly. E =
00 .. 1

Transponovana matice A7 kmatici A vznikne tak kdyz fadky matice A napiSeme
do sloupcti matice AT.

T 1 4
1 2
Napriklad prvni matice I 4 5 2 ] =2 5 je transponovana vzhledem ke druhé matici.
3 6
Stejné tak plati: [ 4t 6 l [ Je ztejmé, Ze (AT)T=A

Rikame, Ze jedna matice vznikla vznikla transpozici matice druhé.
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Matice ve schodovitém (stupnovém, trojuhelnikovém) tvaru ma vzdy pod prvnim
nenulovym prvkem (brano zleva) v daném sloupci a vSech predchozich samé nuly.

Napriklad je matice ve schodovitém tvaru.

o © O O
oo oM
o onN
S o ulw
O N O BH

Regularni matice A je ¢tvercova matice fadu n  takova, Ze determinant k ni pfifazeny
(detA) jerizny od nuly = detd # 0.

Matice, ktera ma prirazeny determinant roven nule, se nazyva singularni.

4.2. Hodnost matice

Hodnost matice je pocet nenulovych radki (tj. radki, ve ktery se vyskytuje alespon jeden prvek
rizny od nuly) matice ve schodovitém tvaru.

012 3 4 y .
0005 6 Coz pro matici A4

Tedy nasledujici matice ma hodnost: h 0000 7| 3. zapisujemejako h(A4) =3
0000 0 nebojenom hA=3.
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Ekvivalentni operace s maticemi jsou takové, pri kterych se neméni hodnost matice.
Ekvivalentni operace s maticemi nazyvame téz Elementdrni upravy matice.

Jsou analogické s Upravami provadénymi pti feSeni soustavy rovnic sc¢itaci (souctovou) metodou.

Hodnost matice se neméni:
1. vyménime-li v matici radky za sloupce = transponovani matice;

2. vyménime-li navzajem dva radky,
vyménime-li navzdjem dva sloupce;

3. vynasobime-li kterykoliv radek nenulovym ¢islem k #0,
vyndsobime-Ii kterykoliv sloupec nenulovym ¢islem k # 0;

4, pricteme-li nenulovy k-nasobek (k # 0) libovolného radku k jinému radku,
pricteme-li nenulovy k-ndsobek (k # 0) libovolného sloupce k jinému sloupci;

5. pridame-li novy radek, ktery je nenulovym nasobkem libovolného radku,
priddme-Ili novy sloupec, ktery je nenulovym ndsobkem libovolného sloupce;

6. vynechame-li radek, ktery je nenulovym nasobkem libovolného adku,
vynechdme-li sloupec, ktery je nenulovym ndsobkem libovolného sloupce;

Provedeme-li s matici A libovolnou ekvivalentni (elementarni) dpravu, dostaneme novou matici
B, coZzapiSeme A ~B.
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Pri¢itani nenulového nasobku libovolného radku k jinému fadku miizeme zobecnit nasledujicim zpi-
sobem. Vezmeme nenulové ndsobky libovolnych rdadkii (kaZdy rddek miiZe byt ndsoben jinym nenulovym
Cislem). Jejich soucet, ktery nazyvdme linearni kombinaci téchto rddkii vytvori novy rddek, ktery teprve
pricteme k jinému radku.

v

1t

’

Ve smyslu predchoziho zobecnéni, miiZeme nékteré z uvedenych elementarnich operaci rozsi
nasledovné:

4. pricteme-li k libovolnému radku linearni kombinaci ostatnich radkd,
pricteme-li k libovolnému sloupci linedrni kombinaci ostatnich sloupcti;

5. pridame-li novy radek, ktery je linearni kombinaci libovolnych radki,
priddme-Ili novy sloupec, ktery je linedrni kombinaci libovolnych sloupct;

6. vynechame-li radek, ktery je linearni kombinaci ostatnich radka,
vynechdme-li sloupec, ktery je linedrni kombinaci ostatnich sloupcti;

Piiurcovani hodnosti matice A postupujeme tak, Ze matici A za pouZiti elementarnich
uprav s radky prevedeme na matici B (A ~ B), ktera je ve stupniovém (schodovitém) tvaru.
Vypustime radky obsahujici samé nuly a pocet zbylych radka pak odpovida hodnosti matice  A.

1. pozn. Na radky se dobrovolné omezime pouze z dlivodii analogie feSeni soustavy linearnich rovnic
sc¢itaci (soucCtovou) metodou. Pii ur¢ovani hodnosti matice miizeme samoziejmé pracovati s jeji-
mi sloupci, coZ ale prinasi zvySené riziko zavleceni chyb pti vypoctu.
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2. pozn. Zobecnéninalinearni kombinace Ize nahradit nékolika postupnymi kroky, kdy budeme nasobit
pouze jediny radek.

Pro vétsi prehlednost na pravé strané matice budeme zaznamenavat provadéné operace, kdy rim-
ské cislice oznacuji prislusny radek. Zapis ii + (—2).i potom znamena, Ze od druhého (ii) radku
odecteme dvojnasobek (—2) prvniho (i) radku.

Cviceni
11 31
2 1 4
1. Vypoctéte hodnost matice A= 1 2 =& (3;
5 4 13 6
11 31 1 1 3 1
KoZeni: 2 1 4 3 |ii+(—2).i 0 -1 -2 1
esent 1 2 5 0 |iii+ (-1). 0 1 2 —1|iii+ii
5 4 13 6 | iv+ (=5). 0 -1 -2 1 |iv+(-1.ii

131
1 21| [1 1 31
0 OON[O -1 -2 1] = h@=2
0 00

SO O O
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1 3 2 0 5
: _ 2 6 9 7 12
2. Stanovte hodnost matice B = _2 _=& ? 4 s
1 4 8 4 20
1 3 2 0 5
Regeni: 2 6 9 7 12 |ii+ (—2).i
esent: 1 2 5 2 4 5 |ii+2i
1 4 8 4 20 |iv+ (-1
1 3 2 0 57 1 3 2 0 5
0O 0 5 7 2|iii 0 1 6 4 15
0 1 6 4 15 |ii O 0 5 7 2
|0 1 6 4 15 |iv+ (—1).iii 0O 0 0O 0 o
[1 3 2 0 5]
~]10 1 1 4 15 = h(B) =3.
i 0O 0 5 7 2 |

Piipadné miZeme pouzit také nasledujici naznaceni provadénych operaci:

1 3 2 0 5 1 3 2 0 57(=2)@) (1D
2 6 9 7 12|i+(i 2 6 9 7 12| | J J
—2 -5 2 4 5 |iii+2i -2 -5 2 4 5
1 4 8 4 20]|iv+(-1). 1 4 8 4 20
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2 -1 -1 3 1
5 _ I I -1 1 5
3. Urcete hodnost matice C= 6 _3 1 -1 9
2 -1 2 =12 10
2 -1 -1 3 1
ReZeni: 4 =2 -1 1 5 |ii+(=2).
esent: 6 -3 -1 -1 9 | iii + (=3).i
2 -1 2 =12 10 Jiv+ (—-1).i
(2 -1 -1 3 1
0 0 1 -5 3
0 0 2 —10 6 | iii + (—2).ii
|0 0 3 —15 9 |iv+ (=3).i
2 -1 -1 3 1
o 0 1 -5 3 2 -1 -1 3 1
“lo o 0o o of7|o 0o 1 -5 3| T hO=2z
(0 0 0 0 O




Determ. Matice

4. Urcete hodnost matice

2 =3 16
Reseni: 1 6 =2
1 3 2

l
oo R
w

[E
w
\S)
N

5. Uréete hodnost matice

1 6 7

S 3 5 11
Reseni: 12 5 3
15 25 10

Soustavy LAR (element.) Funkce

Racionalni (lom.) funkce

Interpolace, MNC

2 -3 16 1
D=|1 6 -2 3
1 3 2 2
1| iid 1 3 2 2
3 it ~|1 6 =2 3|ii+(-1)i ~
2 |i 2 =3 16 1 |iii+ (=2).
1 3 2 2
~10 3 —4 1|~
[ii+3i [0 0o 0 o
= h(D) =2
1 6 7 1 4
a-| 3 511 1 6
112 5 3 1 4
15 25 10 5 30
1 4
1 6 |ii+(=3).i
1 4 |iii + (—4).ii
5 30 | iv+ (=5).ii

Posloupnosti (apl.)
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1 6 7 1 4
0 —13 —10 —2 —6 |ii+ (=1).iii
"o —-15 —41 -3 -20 ~
| 0 0 —45 0 0 ]iv:(—45)
"1 6 7 1 4
0 2 31 1 14 |ii+ (=30).iv
"o —-15 —-41 -3 -20 =
| 0 0 1 0 0
[ 6 7 1 4
0 2 1 1 14
"o —-15 —-41 -3 —20 |iii+8.ii ~
| 0 0 1 0 0
T 1 6 7 1 4]
0 2 1 1 14 |iii
“lo 1 —33 5 92 |iv -
0 0 1 0 0 |ii+ (=2).iii
1 6 7 1 4
0 1 —33 5 92
“lo 0 1 0 0 -
0 0 67 -9 —170 | iv+ (—67).iii
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1 6 7 1 4
0 1 —-33 5 92
~1 o 0 1 0 0 = h(4) =4.
0 0 0 -9 -170
1 3 1
6. Urcete hodnost matice B=|10 1 2
1 5 2
1 3 1 1 3 1
Reseni: 01 2 ~l0 1 2 o
1 5 A i+ (=1 0 2 A—1|iii+ (=2).i
(1) i ; _ { A=5 = h(B)=2
0 0 A1—5 A#+#5 => h(B)=3
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5. Operace s maticemi

Podobné jako s Cisly zavadime i s maticemi pocetni operace s prisluSnymi pravidly.

Rovnost matic: A=8B Dvé matice A = (a;;), B = (b))
jsou sirovny (piSeme A = B), pravé kdyZ plati: a;; = b;
nebo-li ai'j = bi,j ; A l,]

téhoz typu (m,n)
jo t=L2,..m; j=12,..,n,
Symbol Vi,j C(teme pro kazdéi,j.

Z této definice a ze znamych vlastnosti redlnych ¢isel vyplyvaji tyto vlastnosti ® rovnosti matic:

1. A=A reflexivnost
2. A=B=>B=A4 symetrie
3. A=BAB=C=>=>A=C tranzitivhost

KaZda rovnost mezi maticemi je stru¢nym zapisem praveé jedné soustavy rovnosti mezi prislusSnymi
prvky (¢isly). Napriklad:
X1 1+t x;= 1+t
x, | = t & x,= ot
X3 3 —4t

X3 3_4t

6 Relace, ktera je reflexivni, symetricka a tranzitivni, se nazyva ekvivalence.
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Soucin matice s Cislem: k.A je matice stejného typu jako ndsobena matice, jejiZ vSechny
prvky jsou timto ¢islem nasobeny.

Napriklad

a1 3 o[ (=2 (=3) (2-6|_[-2 6 -12
=2, 1 ol (-2)-2 (=2)-1 (=2)-0| | -4 -2 0

Soucet a rozdil matic: A+B, A—B. Souttemmatic A= (a;;), B=(b;;) téhoz
typu (m,n) rozumime matici C = (c;;) stejného typu, jejiZ prvky jsou:
cij=a;;+b;;, Vi,j (piSeme: C=A+B).

Analogicky rozdilem matic A a B téhoztypurozumime matici C€=A— B, pro kterou
plati: ¢;; =a;;—b;;, Vi,j. Jinakfeceno: rozdil dvou matic urcime jako soucet téchto matic, z nichz
druhad je vynasobena ¢islem -1.

Napriklad
1 2 3 N -1 =2 3| [0 0 &6
3 1 =5 2 5 -3| |5 6 -8
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Z uvedenych definic a ze zndmych vlastnosti redlnych ¢isel vyplyvaji nasledujici vlastnosti’ pro
libovolné matice A, B,C téhoZtypu alibovolna ¢isla  k, kq, k, :

e pro s¢itani matic (kde 0 je nulova matice stejného typu jako matice A)

1. A+B=B+A komutativni zakon
2. A+(B+C)=(A+B)+C asociativni zakon pro soucet matic
3. A+0=0+A=A4

4, VAI(-A):A+(FA) =(A)+A=0
Vztah ¢.4 ¢teme: Ke kaZdé (W) matici A existuje (3) matice, kterou nazyvame matici opacnou k' matici 4
a oznacujeme =4, pro kterou plati (:), Ze jejich soucet je nulova matice (0).

e pro nasobeni matic ¢islem:
5. 1-A=A4
6 ky-(ky,-A) = (kik,)-A asociativni zakon pro ndsobeni matice ¢islem
7. (k;+ky,) A=k, -A+k,-A distributivni zdkony pro
8 k(A+B)=k-A+k-B nasobeni matice ¢islem

7 Struktura vyhovujici pozadavkiim 1.- 4. se nazyva komutativni grupa vzhledem ke séitani.
Struktura vyhovujici vSem pozadavkdm 1.- 8. se nazyva vektorovy prostor.



Re$me soustavu dvou linearnich rovnic o dvou neznamych

a1 X +ay =by
Ay X + ayy =b,

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit
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Re$me soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych, kterou poZadujeme zapsat symbolicky,
kde A jematice koeficientli, X je(sloupcova) matice nezndamycha B matice pravych stran.
Q1 Q2 || * | = by a;1x +ay =by
az1 Az y b, az1X + a3y = b,

AeX=B =




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Re$me soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych, kterou poZadujeme zapsat symbolicky,
kde A jematice koeficientli, X je(sloupcova) matice nezndamycha B matice pravych stran.

Jx)o b, a; x+a;,,y=>by
y| | b2 Ay X + ayy = by

Nyni zavedme ndsobeni matic A X tak, aby platilo: [ le %12 l . [ ;C] l = I QX + a1y l

Ay Agp
a1 Ay

AeX=B =

21 Q22 A1 X + azY
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Re$me soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou neznamych, kterou poZadujeme zapsat symbolicky,
kde A jematice koeficientli, X je(sloupcova) matice nezndamycha B matice pravych stran.

Ain Gz | [ X |2 b, a1 x + a;y = by
y b,

AeX=B =
[a21 Az Ay X + A,y = b,

11 alzl.lxlzla11x+a123’l
y

z ), 7 ’ . 0 Cl
Nyni zavedme nasobeni matic A e X tak, aby platilo:
az1 Ayz az1X + Ay

Nasobeni matic: A e B. Soutinem matice A= (a;;)), amatice B=(b;;)n vda-
n

ném poiadi je matice C = (c;;)m, projejizprvky plati: c¢;; = ¥ a; - by; pro kazdé
k=1

i=12,..m, j=1L12,.,p.

Definice fik4, Ze chceme-li urcit prvek soucinu dvou matic ¢;;, musime kaZdy ¢len i Fadku
prvni matice (vlevo - levy index) vyndsobit clenem j. sloupce druhé matice (vpravo - pravy index)
se stejnym poradim ( prvniXprvni + druhyXxdruhy + ...+ posledniXposledni ) a tyto souciny secist.

NESE x+ 2y
y | | 4x+ 5y

PomiiZeme si napriklad takto zapsanym postupem:

Priklad nasobeni dvou matic: [ i é
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1 3

; . |3 1 =2 4 -1 2
Jsou dany matice A = 2 1 0 -1 a B= 2 _1
-2 =2

Urete AeB a BeA.

Reseni:
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1 3

, ) 13 1 -2 4 -1 2

Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1

-2 =2

Urete AeB a BeA.
ResSeni: 1 3
3 1 -2 4 -1 2
slol Iz 1 0—1]‘ 2 -1 |7
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1 3
, ) 13 1 -2 4 | -1 2
Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urete AeB a BeA.
ResSeni: 1
A'B:lg 1 -2 41. —1 :I—m l
2
-2

[ (3)-(1)+(1)-(—1)+(=2)-(2)+(4)-(-2) l
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1 3
, ) 13 1 -2 4 | -1 2
Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urete AeB a BeA.
ResSeni: 3
A'B:l3 1 -2 4l. 2 :I—lo 5]
-1
-2

[ @ W+D) (D2 @D+@)(-2)  B) @)+ @D)+(=2)-(~1)+(4)(-2) l
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1 3
, ) 13 1 -2 4 -1 2
Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urete AeB a BeA.
ResSeni: 1
-1 —-10 5
A'B_lz 1 0—1]' 2 \_I 3 l
-2

(3)-(M+(1)-(-1)+(-2):(2)+(4)(-2) (3)-()+(1)-(2)+(=2)-(-1)+(4)(-2)
@)W+ D+ )+ (=1)(=2)
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1 3
; . |3 1 =2 4 -1 2
Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urcete AeB a BeA.
ReSeni: 3

R P F

(3)-(M+(1)-(-1)+(-2):(2)+(4)(-2) (3)-()+(1)-(2)+(=2)-(-1)+(4)(-2)
(2)(D+D) (-D+(0)-(2)+(=1)-(=2) (2)-3)+(1)-(2)+(0)-(-D+(=1)-(-2)
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1 3
, ) 13 1 -2 4 -1 2
Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urete AeB a BeA.
ResSeni: 1 3
3 1 -2 4 2 —-10 5
A'B_lz 1 0 —1]' 2 \ I l
-2 =2

(3)-(M+(1)-(-1)+(-2):(2)+(4)(-2) (3)-()+(1)-(2)+(=2)-(-1)+(4)(-2)
(2)(D+D) (-D+(0)-(2)+(=1)-(=2) (2)-3)+(1)-(2)+(0): (-1 +(=1):(-2)
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1 3
, ) 13 1 -2 4 -1 2
Jsou dany matice A—[z 1 0 _1l a B= 2 _1
-2 =2
Urete AeB a BeA.
ResSeni: 1 3
3 1 -2 4 2 —-10 5
A'B_lz 1 0 —1]' 2 \ I l
-2 =2

)M+ (-D+(-2)-(2)+(4)(-2) (3)-()+(1)-(2)+(=2)-(-1)+(4)(-2)
@) M+@)-(=1)+(0)-(2)+(=1)(-2) (2)-3)+(1)-(2)+(0): (-1 +(=1):(-2)

1 3 9 4 -2 1

-1 2 3 1 -2 4 1 1 2 -6
Bed=| H _4°l2 1 o0 -1]|7 4 1 —4 9
—2 =2 ~10 -4 4 —6
(1)-(3)+(3)(2) (D-(M+(3)-(1) (1)-(=2)+(3):(0) (1)-®+3)(-1)

(=1-(3)+(2):(2) =D-M+(2)-(1) (=1D-(=2)+(2)-(0) D-®+2)-(-1D
(2)-3)+(-1):(2) (2)-W+(-1)-(1) (2)-(=2)+(=1)-(0) @)@®+D-(-1
(=2)-(3)+(=2):(2) (=2)-(D+(=2)-(1) (=2)-(=2)+(=2)-(0) (=2)®+(=2)-(-1)
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1. Jiz z uvedeného priikladu vidime, Ze pro nasobeni matic obecné neplati komutativni zakon
(0 zdméné Ciniteld).
Matice A jetypu (2,4), matice B jetypu (4,2).Proto:
e prvnivypocitany sou¢in AeB jetypu (2,4)(%42)=(22),
e kdeZto druhy vypocitany sou¢éin BeA jetypu (4,2)(2,4)=(4,4).

2. Je-linapriklad A typu (2,4) amatice B jetypu (4,5), paksoudin AeB exis-
tuje a je to matice typu (2,4)(4,5) = (2,5), kdeztosoucin BeA vilbec neni definovan
(neexistuje).

3. Nasobeni matic tedy nema naprosto stejné vlastnosti, jako nasobeni cisel.

Dalsi odlisnosti si ukdZeme ve cviceni k této kapitole.

4. Jsou-limatice A, 0 (nulovd) a E (jednotkovd) ctvercové matice stejného radu,

plati:
Ae0=0A=0 a AeE=E<A=A,

jak snadno zjistime vynasobenim.
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Vlastnosti nasobeni matic

Nasobeni matic dava ponékud odliSné vysledky, nez které dostavame pri nasobeni ¢isel, jak bylo nazna-
ceno v piredchozi poznamce.
Necht A, B a C jsou maticea k cislo. Potom:

1. Obecné neplati komutativni zakon o zaméné Cinitell. Tedy nelze predpoklddat (viz prvni a druhy bod
piredchozi poznamky), Ze vidy plati AeB = BeA. Toto funguje pouze u ¢tvercovych matic.
A navic pouze u nékterych. Tyto pak nazveme zaménitelné.

Spiseplatii. AeB # BeA

2.Zrovnosti AeB =0 nemlzeme usuzovat,zZe A =0 nebo B = 0. Pokud soucin dvou
matic je roven nulové matici, nutné z toho neplyne, Ze alespon jedna z nich je také nulova, jak je
ukazano v prikladech 2. a) a 6.

3.Zrovnosti A’ =A nemiiZeme usuzovat,’¢ A =E nebo A =0, jakje ukazano v ptikla-
du 2. b) i kdyZ feSenim kvadratické rovnice x? = x je pravé jednicka a nula.

4. Pfi nasobeni matic nelze kratit, jak je ukazano v prikladu 3.

5.(AeB)eC=A*(Be() asociativni zakon (o sdruzovani Ciniteli).
6.k-(AeB)=(k-A)eB=A+(k-B) asociativni zakon pro nasobeni soucinu matic ¢islem.
7.(A+B)eC=AeC+B+C distributivni zakon, kdy zavorka je vlevo.

8Ae(B+C)=AeB+A-C distributivni zakon, kdy zavorka je vpravo.
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Cviceni

1 2 4
1. Jsou dany matice A = [ l , B= [ U l UrCete AeB a BeA.

3 1 6 7
Redeni:

1 2 7 4 19 18

A*B=13 1]"6 7|7 |27 19

7 4] [1 2 [ 19 18 |

Bed=le6 7]"]3 1|27 19

AeB=Be+A = Matice A a B jsouzameénitelné.
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1
2. Jsou dany matice A = [ 0 8 l , B= [ 0 g l . Vypoctéte: a) AeB
b) A?

Redeni a)
101 o o 0 0
A'B‘lo ol'l1 2]‘[0 ol‘o

Zrovnosti AeB=0 nevyplyvj, Ze by alespon jedna z matic
byt nulova. Nebo jinak: souc¢inem dvou nenulovych matic mize byt nulova matice.

A nebo B musela

Reseni b)
10][10 10

2_ [ ] = [ ] = =

A“““'Ioollool Iool“l

Zrovnosti AeA=A (A?’=A) nevyplyva, Ze by matice A musela byt jednotkova

nebo nulova.
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51

2 2
3 1],C=l l.Vypoététe AeB a A-C.

1
3. Jsou dany matice A = [ 0 l , B = I 3 1

Reseni:
0 1 5 1 3 1
A'B_lo 2]’[3 1]‘[6 2]
0 1 2 2 3 1
A'C_lo 2]'[3 1]‘[6 2]

Zrovnosti AeB = AeC nelze Cinit zavér,Ze B = C. Prinasobeni matic proto
nemuzeme Kkratit.
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, . [ 21 4 -4 2 6
4. Jsou dany matice A—I_Z 0 6] , B_[ 0 3 6]
Vypoitéte 2-A—B a —--A+3-B.
Reseni: ]
2 1 4 -4 2 6
Z'A_B_Z'I—z 0 6]‘_ 0 3 6l_

3 428+4—2—6__ 8 0 2
-4 o0 12 0 -3 6| [-4 -3 6

1 4] o [-426]_
0 6 03 6|

-1 —3 =2 ~12 6 18 13 = 16
= + =
1 0 -3 09 18 1 9 15



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

VypoCtéte AeB.

™

I
_ N W
O R

5. Jsou dany matice A = I

secen. aeg—|2 1 1], ; 1 [23+12411 21+11+10] [ 9 3
esent: 13 0 1 Lol [33+02+11 31+01+10 |7 |10 3
1 2 3 1 -2 —4
6. Jsoudany matice C=|2 4 6 , D=| -1 -2 —4 Vypoctéte CeD.
36 9 1 2 4

1 2 3 0
ReSeni: CeD=|2 4 6|e| -1 -2 -4 |=]0
3 6 9 0
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3

7. Je dana matice A = [ _4

2
_Zl Vypoctéte A°.

ReSeni: A°=AeAeAesAsA=(AcA)e{(AsA)+A}=

(R 1 R (R e o
([ DA% % D-15

1 2 11
8. Jsoudany matice B=|2 1 2 0 Vypoctéte BeC—CeB.
1 2 21

1 21 4 1 1 4 1 1 1 2 1
ReSeni: BeC—CeB=|2 1 2 -4 2 0 -4 2 0 2 1 2 |=
1 2 3 1 21 1 21 1 2 3
-3 7 2 7 11 9 -10 —4 -7
= 6 8 4((—-10 -6 O0|= 6 14 4
-1 11 4 6 6 8 -7 5 —4
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6. Inverzni matice

Nejprve reSme rovnici ax =b, kde a#0, b jsourealna cisla.

a-x = b | -a™* (nasobime zleva)
-1 =
a*-(a-x) = a -b e
( ) (asociativni zadkon)
(@t-a)-x = at-
(--a)'x = a'-b
i,_/
1
x = al-b (protoze: 1-x =x)

Analogicka situace nastava i pri reSeni maticové rovnice AeX =B,kde A, B jsoudané matice
a X jematice s neznAmymi prvKky. Pokud by existovala matice A™' svlastnosti A 'eA=E,
kde E jejednotkova matice, mohli bychom danou maticovou rovnici, za vyuziti vysledkii uvedenych
v kapitole Operace s maticemi (a to 5. vlastnosti na strané 77 a 4. poznamky na strané 76) resit takto:

AX = B |« A™" (nasobime zleva)
-1 _ -1 .
4 1 @-X) = A_ L B (asociativni zakon) 5. vlastnost
(A" eA)eX = A B
E
X = A'eB (protoZe: E X =X) 4. pozndmka

Je proto prirozena nasledujici definice:
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Inverzni matice A~* k (regularni) matici A je matice spliiujici nasledujici vztah:

10 .. 0
AeA 1=A1eA=E = 01 ..0
00 .. 1

Z uvedeného vztahu je zfejmé, Ze inverzni matice existuje jenom k regularni 8 ¢tvercové matici.

Pro urceni inverzni matice k matici A existuje nékolik riiznych metod, z nichZ jedna je nasledujici.
NapiSeme matici [A|E| )] takto:

¢ do levého pole napiSeme matici 4, ke které hleddme inverzni matici AL
e do prostredniho pole napiSeme jednotkovou matici E;

 do pravého pole pripojime kontrolni sloupec };, ve kterém je soucet vSech ¢isel daného radku.

Takto zapsanou matici upravujeme za pomoci pouze iadkovych elementarnich tprav ? (které jsou ana-
logické s ipravami provadénymi pri reSeni soustavy rovnic souctovou metodou) tak dlouho, az v levém
poli dostaneme jednotkovou matici E. V prostfednim poli pak bude hledand inverzni matice A~*. Vztah
mezi ptivodni matici a upravenou budeme (tak jako drive) oznacovat ~.

Provedeme-li prisluSnou rddkovou elementarni dpravu i v kontrolnim sloupci, musi se opét soucet
v prislusném radku shodovat s nové vzniklym c¢islem v kontrolnim sloupci.

8 K singularni matici inverzni matice neexistuje.
9 Elementarni tipravy (ekvivalentni dpravy matice) byly zavedeny na strané 53 v kapitole nazvané Hodnost matice.
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Pro vétsi prehlednost na pravé strané matice budeme zaznamenavat provadéné operace s tim, Ze
malymi fimskymi ¢islicemi oznacime prislusny radek. Zapis ii + (=3).i tedy vyjadiuje, Ze: kaZdy
prvek prvniho rddku vyndsobime minus tiremi a pric¢teme k odpovidajicimu prvku druhého radku.

2 2 3
Vypoctéte inverzni matici A~ k matici 4 = 1 -1 O => J[A|E|XY]=
-1 2 1
2 2 3|1 0 o0]|8]ii 1 -1 0/0 1 o0]1
= 1 -1 0(0 1 O0[1]i ~|] 2 2 3|1 0 0|8/[ii+(-2).i~
| -1 2 10 0 1|3 )i [-1 2 1|0 0 1|3 [|iii+i
(1 -1 o]0 1 o1 1 -1 0/0 1 o1
~l0 4 3(1 -2 o0|6]lii~|0 1 1(0 1 1|4 ~
0 1 1|0 1 1|4 ]i 0 4 3|1 =2 0|6 |iii+(—4).ii
(1 -1 0]0 1 0 1
~l0 1 1/0 1 1 4 |ii+iii ~
|0 0 —-1|1 —6 —4|—10 |(—1).iii
1 -1 0] 0 1 0| 1]i+ii 100 1 —4 -3|-5
~l0 1 0| 1 -5 -3|-6 ~10 10| 1 -5 -3|—-6|=[E|A'|Y]
0 0 1|-1 6 4|10 | 00 1|-1 6 4|10
100 1 -4 -3|-5 1 —4 -3
010 1 -5 -3|-6|=[E|A"|Y] = A'=| 1 -5 -3
00 1/-1 6 4|10 -1 6 4
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3 -4 -3
Zkousku, to jest vypocet sou¢inu matic AeA™' = = 0 =5 =3 | =E asoucinu
IERIEEE
—4 -3 3
Aled = -5 —3] [ 0 | =E ponechavame ¢tenari.
4 1

Dalsi zpusob uréeni inverzni matice

JestliZe Ctvercova matice A je tvoiena prvky a;; ,cozjsme dfive oznacovali A(a;;) , pakjeji matice
algebraickych doplitkkit D, je tvorena determinanty detD;; ,tedy D,(detD;;) ,které sestrojime
nasledujicim zplisobem:

Postup sestaveni matice algebraickych doplikdi D, Z plvodni matice vynechame radek i a
sloupec j aztoho co zbude sestavime determinant, ktery navic opatiime znaménkem (—1)"*/.

Potom plati nasledujici vztah, ktery nebudeme dokazovat:

o 7 1 .
A = Dy = -adjD
detA4 detA4

Hodnota determinantu tvofeného jedinym prvkem (determinant ma jeden radek a jeden sloupec) je
rovna praveé tomuto prvku.
Transponovanou matici algebraickych doplitki nazyvame adjungovand matice, tedy D% = adj D
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Racionalni (lom.) funkce

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2 2 3
Vypoététe inverzni matici A~' k matici 4 = 1 -1 0 | pomociadjungované matice.
-1 2 1
2 2 3
detA= 1 -1 0/=+2)--D-MO+D-@-C)+-D-@-O-B)--D--D~-
-1 2 1

—0)-@)-@-M-@)- V=-2+6-3-2=-1

-1 0
D1;1 — (_1)1+1 . 5 1 = -1 D1;2 — (_1)1+2 .
2
D2;1 — (_1)2+1 . 2 i — 4 D2;2 — (_1)2+2 .
2 3
D3;1 — (_1)3+1 . 10 =3 D3;2 — (_1)3+2 .
. [-1 -1 1) ~1
1= Totd 4 5 —6 = — -1
et 3 3 —4 - 1

10 1 -1
1 1|71 Dyp=CD" ) S (=1
2 3 2 2
1 1 =5 D2;3 = (_1)2+3 : -1 2 =—6
2 3 Z
1 0 =3 D33 = (_1)3+3 11 =1 =—4
4 3 1 -4 -3
5 3 — At'=| 1 -5 -3
-6 —4 -1 6 4
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6.3. PFiklad 2 1L
o . , . 1 . 3 2 0
Urcete inverzni matici B k matici B = 1 1 3
2 —1 2
X1
1. Re$eni — dle definice B B™' = E. Oznatme B™! = il
1
v,
Potom po rozepsani a Uprave vyse uvedeneho Vztahu
1 000 2
0100] . 1|3
001 0|TE=BB =4
0 0 01 2

w s O O

dostaneme nasledujici soustavu linedrnich algebralckych rovnic:

2x1 + ¥,
2x;, + Y,
2x3 + Y3
2%y + Y4
3x; + 2y,
3x, + 2y,
3x3 + 2y;
3x, + 2y,

S O kB O O O O K

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
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x, +y,+3u, +4v,
X, +y, + 3u, +4v,
X3+ Y3 + 3uz +4v,
X4 + Y, + 3u, +4v,
2xy — Y1+ 2u, + 31,
2x, — Yy, + 2u, + 3v,
2x3 — Y3 + 2u; + 3v;
2X4 — Y4+ 2u, + 3v,

_ O O © O +» O O

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)

(1)a(5) dostaneme x;= 2 a y,=-3

kde naprtiklad z:

(2)a(6) dostaneme x,=-1 a y,=
(3)a(7) dostaneme x;= 0 a y;
(4)a(8) dostaneme x,= 0 a y,=

2
0
0

a po dosazeni téchto hodnot do zbyvajicich rovnic pokracujeme v ur¢ovani ostatnich neznamych.

3u; +4v;, = 1
3u, +4v, = -1
3u; +4v; = 1
3u, +4v, =

2u; +3v, = —7
2u, +3v, = 4
2u; + 3v; =
2u,+3v, = 1

(9)
(10)
(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
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(9) a(13) dostaneme u;= 31 a v, =-23
k z: (10)a (14) dostaneme u,=-19 a v,= 14
pakz: (11)a(15) dostaneme u;= 3 a vy= —2
(12)a (16) dostaneme u,= —4 a v,= 3
2 -1 0 0
-3 2 0 0
-1 _
B = 31 =19 3 -4
-23 14 -2 3
Reseni — Gpravami jednotkové matice [B|E|Y]~[E|B"|Y]
2 1 0 o0/1 0 O O] 47ii
3 2 0 0/0 1 0 O 6/[|i+(—2).iii
1 1 3 4|0 0 1 0|10 |ii+ (=3).iii
2 -1 2 3/0 0 0 1| 7 ]iv+(=2).ii
1 1 3 410 0 1 0| 10
0 -1 -6 -8|1 0 -2 0|-16 | (-1).ii
0 -1 -9 -12|0 1 -3 0]|-24 |iii+ (—1).ii
[0 -3 -4 5|0 0 -2 1|-13 |iv+ (=-3).ii
1 1 3 4 0 0 1 0]10
|0 1 6 8/-1 0 2 016 _
0O 0 -3 -4/-1 1 -1 0]-8
[ 0 0 14 19|-3 0 4 1| 35 ]iv+5.ii

Posloupnosti (apl.)
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1 1 3 4/ 0 0 1 o010
0 1 6 8|-1 0 2 0]16
“lo 0 -3 —4/-1 1 -1 0|-8|(-D.iv
0 0 -1 -1[-8 5 —1 1|=5 |iii+ (-3).iv
1 1 3 4| 0 0 1 0/107i+4.iv
0 1 6 8|-1 0 2 0|16 |ii+8.iv
“lo o 1 1| 8 -5 1 -1 5 |iii+iv
|0 0 0 —-1[23 —-14 2 -3| 7| (-D.iv
1 1 3 0| 92 -56 9 —12| 38 7i+ (=3).iii
0 1 6 0183 —112 18 —24| 72 |ii+ (=6).ii
"o o 1 0| 31 -19 3 —4] 12 -
[0 0 o0 1]-23 14 =2 3|=7
1 1 0 0] -1 1 0 0] 27i+(—1).ii
0o 1 0 o0 -3 2 0 0| 0
“fo o 1 0| 31 -19 3 —4|12 -
0 0 0 1|-23 14 -2 3|-7
1 0 0 O 2 -1 0 0] 2 2 -1 0 0
o 0 0p 3 2 0 o 0of o, | 3 2 0 0
0 0 1 0| 31 -19 3 -4 12 31 -19 3 —4
0 0 0 1|-23 14 -2 3|-7 —23 14 -2 3
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< 1
Reseni — pomoci determinantu a algebraickych doplrnku: B! = otB D}
S 2 0 0o 2 0 0 30 0
detB = = ( D2 1 3 4 +CD*- (D1 3 4=
13 4 -1 2 3 2 2 3
2 -1 2 3
=2-(18—16)—(27—-24)=4-3=1
2 0 0 3 0 O
Dl;l = (_1)1+1 * 1 3 4' - 2 D1;2 = (_1)1+2 * 1 3 4' - _3
-1 2 3 2 2 3
3 2 0 3 2 0
D1;3 = (_1)1+3 * 1 1 4‘ == 31 D1;4 = (_1)1+4 * 1 1 3 == _23
2 -1 3 2 -1 2
1 0 O 2 0 0
Dz;l == (_1)2+1 * 1 3 4 = _1 Dz;z == (_1)2+2 * 1 3 4 == 2
-1 2 3 2 2 3
2 1 0 2 1 0
Dyz=(-1)**.] 1 1 4 |=-19 Dyy=(-1***] 1 1 3 |=14
2 -1 3 2 -1 2
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1 0 O 2 0 0
D3;1 - (_1)3+1 * 2 0 0 - 0 D3;2 - (_1)3+2 * 3 0 0 == _O
-1 2 3 2 2 3
2 1 0 2 1 0
D3;3 = (_1)3+3 * 3 2 0 == 3 D3;4 = (_1)3+4 * 3 2 0 = _2
2 -1 3 2 -1 2
1 0 O 2 0 O
D4;1 = (_1)4+1 * 2 0 0 - _O D4_'.2 = (_1)4+2 * 3 0 0 = O
1 3 4 1 3 4
2 1 0 2 1 0
Dys=(-D*3.| 3 2 0 |=-4 Dys=(-D**.| 3 2 0 [=3
1 1 4 1 1 3
2 -3 31 -237 2 -1 0 O 2 -1 0 O
41 |1-1 2 =19 14| _ 1 1 -3 2 0 0] [ -3 2 0 O
“detB| 0O 0 3 2| 1 31 =19 3 -4 | | 31 -19 3 —4
0 0 -4 3 -23 14 -2 3 —23 14 -2 3
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Pfiklad: Re$te maticovourovnici AeXeB=C, kde
2 1 -3 2 -2 4
a=5 2] =5 5] o ]

S a 2 2.2 . X
Reseni — jeden zplisob Ozna¢me prvKy neznamé matice X = I 1 N

2 Y2

l jako v predchozim prikladu 1°.

Potom po roznasobeni zadaného vztahu

2 1] [x »n|,[-3 2]  [-2 4]

3 2 xz yz 5 _3_ - | 3 _1_

20+ 1x, 2y, +1y, || - 2] _ [-2 4]

3x; + 2x, 3y, + 2y, 5 -3 | 3 —-1]
—6x,— 3%, + 10y, + 5y, 4x,+2x,—6y, -3y, | _ [ -2 4]
—9x, — 6x; + 15y, + 10y, 6x; +4x, -9y, —6y, | ~ | 3 -1

dostaneme nasledujici soustavu linearnich algebraickych rovnic

—6x, — 3x, + 10y, + 5y, = -2
4x, + 2x, — 6y, — 3y, =

—9x, — 6x, + 15y, + 10y, = 3
6x, +4x,— 9y, — 6y, = -1

pricemz reSeni takovych soustav linearnich rovnic bude probirano pozdéji.

10 Pozorny ¢tendr zajisté zaznamenal, Ze v predchozim ptikladujsme x; zapisovali do Fadki a nyni je piseme do sloupcti.
Je to zamér, abyste si uvédomili, Ze na vlastni vypocet nema volba znaceni vliv.
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Reseni — dalsi zpisob. Budeme Fe$it maticovou rovnici analogicky jako bychom postupovali p¥i FeSeni
rovnicea - x-b = ¢, kde a, b, ¢ jsou ¢islaa x neznama.

AeXeB = C |+A7! (zleva); ¢B™ ' (zprava)
A'eAdeXeBeB!' = A'eCeB!
(A 'eA)eXe(BeB") = A 'eCeB"
EeXeE = A 'eCeB!
X = A'eCeB!

Nyni uré¢ime piislusné inverzni matice. Zopakujeme si a procvi¢ime dva zptisoby.

A~ : pomoci elementarnich tiprav matice A spole¢né s jednotkovou matici E

. [2 L1 o4 it (D —1 1|1 —1]-2](1).
13 2|0 1|6 3 2|0 1| 6 |ii+3.i
1 1]-1 1|2]i+ii 1o 2 -1f2] _ ,._[ 2 -1
0 —1| 3 —2|0 [(=1).ii 01[-3 2|0 | -3 2
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B! : pomoci adjungované matice, coZ je transponovana matice algebraickych dopliiki (subde-
terminantd s patficnym znaménkem) matice B

g1 oM o |'o 1 [-3 =57 _
T ]-3 2 -D*-@2) D**2-(=3)| 9-10 [-2 -3 | ~
5 —3
1 (-3 -2 . [3 2
=—1[—5 —3l = B ‘ls 3]
Potom
[ 2 —1 -2 4 3 2
.S = | -3 2][ 3 —1]'[5 3]
[ —7 9 3 2
=11 —14]'[5 3]
24 13
X = | -3 —18]

2 1 24 1 -3 2 -2 4
Ovéreni,Ze AeXeB=C ,tedy [3 2]'[—34 —13]’[ 2 —3]2[ 3 —1l

ponechavame Ctenari.
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Soustavy linearnich algebraickych rovnic
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

1. Soustavy linearnich algebraickych rovnic

Ze stredni Skoly dovedeme reSit soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Vime, Ze napriklad reSenim
soustavy

3x+y = 5 (8)
xX—y =
(atojedinym)je x =2 a y = —1. Toto reSeni najdeme napriklad tak, Ze dpravou druhé rovnice
osamostatnime x (x = 3 + y) a dosadime do prvni rovnice.
Soustava
2x—y = 3 9)
6x—3y = 7

nema zadné reseni. Splnuji-li totiz ¢isla x, y prvniz rovnic (9), nespliiuji druhou rovnici. Pokud plati
prvni z rovnic 2x —y = 3, pak plati i jeji trojndsobek 6x — 3y = 9. A v tom piipadé nemiize platit
6x — 3y = 7 . Rikame, Ze soustava (9) neni resitelnd nebo Ze nemd reseni.

Soustava
2x— y=3 (10)
6x—3y=9
je Fesitelna. ReSenim je naptiklad x = 2, y = 1, ale také naptiklad x =1, y = —1 nebo x =3,

y = 3. Tedy soustava (10) neni reSitelna jednoznacné.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Otazky resitelnosti linedrnich rovnic maji v matematice a jejich aplikacich velky vyznam. V pravé
uvedenych prikladech jsme o reSitelnosti danych soustav snadno rozhodli. V pripadé soustav o vétSim
poctu neznamych nenti jiz otazka resSitelnosti zdaleka tak prehlednd. Jednim z hlavnich dkolt linearni
algebry je najit jednak jednoducha kritéria, na zakladé kterych lze rozhodnout o reSitelnosti takovych
soustay, jednak uc¢inné metody, jak tyto soustavy resit.

V predchozich kapitolach jsme k tomuto problému vybudovali potfebny aparat. Ten nyni vyuZijeme
pro reSeni soustavy m linearnich rovnico n neznamych.

agx1+ agpx, +..+ apx, = b
Ay X1+ axpx, +...+ ax, = b, (11)
A1 X1+ AppXy + .ot apnXxX, = b,
Pripadné zapsanou maticové
a;; Ay ... Qqq X, Iy a;; Q5 .. Qi | by
a a e a X b a a a b
21 22 ; 2n ~ :2 — :2 nebO 21 22 2n 2 (12)
A1 Az - Amn X, b,, A1 Az o A | by

Resenim soustavy (11) nazyvame kazdy systém ki, k,, ..., k, (mlZeme také Fici kazdou ma-
tici k' = [ky, ky, ..., k,] ), takovy, Ze kdyz &isla ki, k,,...,k, dosadime za neznamé
X1,Xy, ...,X, dolevych stran rovnic (11), jsou vSechny tyto rovnice zarovei splnény.

Resit soustavu (11) znamena najit vSechna jeji Feseni.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

1.1. Specialni typy soustav

Nehomogenni soustava linearnich algebraickych rovnic  Vztahem 11 jsme zavedli pojem
soustavy linedrnich algebraickych rovnic. Pokud je soustava uvedena takto obecné, kdy nic nevime o tva-
ru pravych stran by, b,, ..., b,, hovofime o nehomogenni soustavé linearnich algebraickych rovnic.

Homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic ma vsechny pravé strany rovny
nule.Tedy b;,=0 pro i=1,2,..,m nebo

AeX=0

kde A je matice soustavy, X je sloupcova matice (sloupcovy vektor) nezndmycha 0 je
nulova sloupcova matice (sloupcovy vektor) jejiz vSechny prvky (jehoz vSechny souradnice) jsou rovny
nule.

Homogenni soustava

A1 X1+ appx, +...+ agpx, = 0
Ay X1+ Ayx, +..+ apyx, = 0 (13)
A1 X1+ ApaXy, + .ot appx, = 0

ma vzdy alespoil jedno reSeni, a to tzv. trividlni reSeni = x; =0,x,=0,...,x, =0.

Resit soustavu (13), znamena najit vSechna jeji netrividin{ fe$en.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Ekvivalentni soustavy linearnich algebraickych rovnic o stejném poctu neznamych (ni-
koliv nutné o stejném poctu rovnic) maji stejné reSeni.

v ’

Jinak feCeno: kazdé reSeni prvni soustavy je zaroven reSenim druhé soustavy, a naopak, kazdé reSeni
druhé soustavy je reSenim prvni soustavy.

1.2. Frobeniova véta o reSeni soustavy linearnich rovnic

Je-li n  pocetneznamychvsoustavé (11) aoznacime-li h hodnost matice soustavy (matice zcela
vlevo) ve vztahu (12)a h, hodnost matice rozsirené (matice zcela vpravo), potom

Nutnou a postacujici podminkou, aby soustava linearnich rovnico n neznamych byla reSitel-
n3, je, aby matice soustavy a rozsifena matice mély stejnou hodnost.

Disledek Frobeniovy véty: h + h, soustava nema reSeni;
h = h, =n soustava ma pravé jedno reseni;

h = h, <n soustava ma nekone¢né mnoho ieseni
(n — h nezndmych mizeme vzdy vhodné
zvolit a ostatni pomoci nich vypocitat).

Nékdy se tato vySe uvedena véta '! oznacuje také jako véta Kronecker-Capelli.

11 vV matematice se historicky ustalilo nazyvat podobné vyroky vétou. Oviem stejné dobfe bychom mohli pouZit nap¥iklad:
Frobenius rekl, tvrdil, napsal, dokdzal Ze, ...



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2. Hledani korenl soustavy linearnich algebraickych rovnic

2.1. Gaussova (Jordanova) elimina¢ni metoda — GEM

Tento postup je nazvan po matematikovi, ktery ji poprvé podrobné popsal ve dvou krocich (chodech).
Jinak jiz ¢inané hluboko pred naSim letopoctem pouzivali podobny postup pro reSeni specialnich (neu-
méli pouZit obecné na libovolnou soustavu) soustav rovnic.

Zminénou metodu si odvodime na nasledujicim prikladu, kdy budeme reSit soustavu ti{ linearnich
algebraickych rovnic o tfech neznamych sc¢itaci metodou, kterou znate ze stredni skoly. Jeji princip spo-
¢iva v tom, Ze nékterou z rovnic vynasobime vhodnym nenulovym cislem a pricteme ji k jiné rovnici
tak, aby se vyrusila jedna proménna. KdyZ to provedeme jeSté jednou, prevedeme soustavu tii linear-
nich algebraickych rovnic o tfech neznamych na soustavu dvou linearnich algebraickych rovnic o dvou
neznamych. Postup analogicky zopakujeme a ziskame jednu rovnici o jedné neznamé. Tu vyreSime a
hodnotu nezndmé dosadime zpét do zbylych rovnic a tim najdeme i ostatni kofeny ptivodniho systému.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0
2x+3y+2z= 9
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici
pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0
2x+3y+2z= 9
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+2y—2z= 0 . co y . :
Potom dvojnasobek prvni rovnice odec¢teme od druhé rovni-

ce



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—-2z= 0 |:(=2)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+2y—2z= 0

—y+6z= 9 Potom dvojnasobek prvni rovnice odec¢teme od druhé rovni-

ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+2y—2z= 0

—-y+6z= 9
y—2z=-1

Potom dvojnasobek prvni rovnice odec¢teme od druhé rovni-
ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+2y—2z= 0

—-y+6z= 9
y—2z=-1

Potom dvojnasobek prvni rovnice odec¢teme od druhé rovni-
ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

x+2y—-2z= 0 /1 ¢teme ke tieti rovnici.

-y+6z= 9 /2



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
—y46z= 9 |-(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=-1 ] ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

x+2y—-2z= 0 /1 ¢teme ke tieti rovnici.

-y+6z= 9 /2
4z 8 /



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)

2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1

x+2y—2z= 0
-y+6z= 9 |.(1)
y—2z=-1 |

x+2y—2z= 0 /1

-y+6z= 9 /2
4z= 8 [3=>2z=2

Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici
pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.

Potom dvojnasobek prvni rovnice odec¢teme od druhé rovni-
ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme
Cteme ke treti rovnici.

a druhou rovnici pri-

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznamé z



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=-1 ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

x+2y—-2z= 0 /1 ¢teme ke tieti rovnici.

-y+6z= 9 /2

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznadmé z
7= 8 [3>z=2 y

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.
-y+6-2= 9 /2



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=-1 ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

x+2y—-2z= 0 /1 ¢teme ke tieti rovnici.

-y+6z= 9 /2

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznadmé z
7= 8 [3>z=2 y

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.
-y+6:-2= 9 /2 Vypocitame y



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=-1 ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

x+2y—-2z= 0 /1 ¢teme ke tieti rovnici.

-y+6z= 9 /2

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznadmé z
7= 8 [3>z=2 y

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.
-y+6:2= 9 /2=>y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

y—2z=-—
Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-
Xeh2yi= 27 = /1 ¢teme ke teti rovnici.
-y +6z= /2

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznamé z

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.

/2 >y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.
Potom jiZ miZeme urcit hodnotu zbyvajici proménné x.

1
0
9

4z= 8 [3=>2z=2
-y+6:-2= 9
0

x+2-3-2-2= 0 /1
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GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

y—2z=-—
Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-
Xeh2yi= 27 = /1 ¢teme ke teti rovnici.
-y +6z= /2

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznamé z

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.

/2 >y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.
Potom jiZ miZeme urcit hodnotu zbyvajici proménné x.

1
0
9

4z= 8 [3=>2z=2
-y+6:-2= 9
0

x+2:3-2:2= 0 /1 >x=-2



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

y—2z=-—
Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-
Xeh2yi= 27 = /1 ¢teme ke teti rovnici.
-y +6z= /2

Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznamé z

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.

/2 >y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.
Potom jiZ miZeme urcit hodnotu zbyvajici proménné x.

1
0
9

4z= 8 [3=>2z=2
-y+6-2= 9
0

x+2:3-2:2= 0 /1 >x=-2

Prvni ¢ast vypoctu (kterd je psana Cerné — primy chod), miZzeme pomoci matic zapsat nasledovné

1 2 =2 0] +(=2) (=3)
2 3 2| ol
3 7 -8 |-1
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GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=— ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

Xx+2y—2z= /1 ¢teme ke tfeti rovnici.
—y+6z= /2

1
0
9 .
Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznadmé z
7= 8 [3>z=2 y
9
0

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.
/2 >y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.
Potom jiZ miZeme urcit hodnotu zbyvajici proménné x.

-y+6-2=
x+2-3-2-2= /1 =>x=-2
Prvni ¢ast vypoctu (kterd je psana Cerné — primy chod), miZzeme pomoci matic zapsat nasledovné

1 2 =2 0] +(=2) (=3) 1 2 2] 0
2 3 2| 9|/ ~lo -1 6| 9.0
3 7 -8 |-1 o 1 -2 |-1/|]
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GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
—y46z= 9 |-(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=— ] ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

Xx+2y—2z= /1 ¢teme ke tfeti rovnici.
—y+6z= /2

1
0
9 .
Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznadmé z
7= 8 [3>z=2 y
9
0

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.
/2 =>y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.
Potom jiZ miZeme urcit hodnotu zbyvajici proménné x.

-y+6-2=

x+2:3-2:2= 0 /1 >x=-2

Prvni ¢ast vypoctu (kterd je psana Cerné — primy chod), miZzeme pomoci matic zapsat nasledovné

1 2 =2 0] +(=2) (=3) 1 2 2| o0 1 2 210
2 3 2| 9l ~lo -1 6| 9l-1)~l0o -1 6|09
3 7 -8 -1 0 1 -2 |-1 0 0 48

a pomoci Frobeniovy véty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a poctu reSeni.

Pri provddéni zpétného chodu také miiZzeme rozhodnout o existenci a poctu resent.
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GEM — Gaussova eliminacni metoda

x+2y—2z= 0 |:«(=2)-(=3)
2x+3y+2z= 9 |
3x+7y—8z=-1 Pri reSeni uvedené soustavy rovnic budeme prvni rovnici

pricitat k ostatnim rovnicim, proto ji opiSeme.
x+y—zz= 0 Potom dvojnasobek prvni rovnice odeéteme od druhé rovni
LG G |j(1) otom dvojnasobek prvni rovnice ode¢teme od druhé rovni-

y—2z=— ce atrojnasobek prvni rovnice odecteme od treti rovnice.

Prvni a druhou rovnici opét opiSeme adruhou rovnici pri-

Xx+2y—2z= /1 ¢teme ke tfeti rovnici.
—y+6z= /2

1
0
9 .
Nyni ze treti rovnice ur¢ime hodnotu neznadmé z
7= 8 [3>z=2 y
9
0

a tuto hodnotu dosadime do druhé rovnice.
/2 >y=3 Vypocitamey a (vCetné z) dosadime do prvni rovnice.
Potom jiZ miZeme urcit hodnotu zbyvajici proménné x.

-y+6-2=

x+2:3-2:2= 0 /1 >x=-2

Prvni ¢ast vypoctu (kterd je psana Cerné — primy chod), miZzeme pomoci matic zapsat nasledovné

1 2 =2 0] +(=2) (=3) 1 2 2| o0 1 2 210
2 3 2| 9l ~lo -1 6| 9l-1)~l0o -1 6|09
3 7 -8 -1 0 1 -2 |-1 0 0 48

a pomoci Frobeniovy véty (o hodnostech matic) rozhodnout o existenci a poctu reSeni.

A pokud reseni existuje, pak posledni matici (odspodu nahoru) opét prepiSeme do rovnic (zpétny
chod) a reSime tak, jak je to popsano ¢ervenou barvou.

Pri provddéni zpétného chodu také miiZzeme rozhodnout o existenci a poctu resent.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Gaussova metoda postupnych eliminaci je postup, kdy rozsifenou matici soustavy prevadime na
stupiiovy tvar = nazyvame primy chod.

Poté takto upravenou matici znovu prepiSeme jako soustavu rovnic a postupné vycislujeme jed-
notlivé neznamé. Tento proces urcovani neznamych nazyvame zpétny chod.

Pokud se nespokojime se stupriovitym tvarem rozsirené matice soustavy, ale nejenom pod ale i nad
prvnim nenulovym prvkem v kazdém radku upravou ziskdme nuly a navic kazdy radek vydélime je-
dinym nenulovym prvkem daného radku v matici soustavy, nazyvame tento postup Jordanovou me-
todou. Jde vlastné o modifikaci Gaussovy elimina¢ni metody, kdy prevadime matici soustavy pomoci
elementarnich Uprav na matici jednotkovou.

Je tfeba upozornit na fakt, Ze u soustavy, kterda ma nekone¢né mnoho reseni, ne vZdy miizeme volit
parametr za libovolnou neznamou. Napriklad reSme soustavu

2x+ y—3z=4
—4x+3y+6z=7 (14)

vV

NapiSme rozsifenou matici soustavy (14), kterou ekvivalentnimi ipravami (ekvivalentni soustavy
maji stejna reSeni) budeme prevadét na stupriovy tvar. Chceme-li pti vypoctech soucasné provadét i
zkousku spravnosti provadénych vypocti, priddme jesté dalsi sloupec obsahujici soucet daného radku.
To ale v tomto jednoduchém pripadé neni nutné.

2 1 3|42 2 1 -3]| 4
4 3 67| 0 5 0]15


http://cs.wikipedia.org/wiki/Gaussova_elimina%C4%8Dn%C3%AD_metoda
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PrepiSeme-li tuto matici nazpét jako soustavu rovnic

2x+y—-3z= 4
S5y =15

pak ze druhé rovnice plyne y =3.Tedyza y sinemiliZeme volit parametr.
Ale miZeme volit naptiklad x = 3p + 2. Dosadime-liza x a y do prvnirovnice, dostaneme

2-Bp+2)+(3)—3z = 4
6p+4+3—-3z = 4
6p+7—-3z = 4 |+3z—4
6p+3 = 3z |:3

2p+1 = z

Koreny zadané soustavy rovnic jsou: x = 3p+2
3

z = 2p+1

Pak pro kazdé realné p, které si zvolime, dostaneme feSeni dané soustavy.

X =2
p:() y:3
z=1
x=5
p:l y:3

z=3
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Res$me soustavu
x—2y—5z= 2
2x + 3y —z=-1 (15)
—8x—-19y —5z= 7

%
—2 —5| 2| -4
3 —1|-1| 3| ii+(2)i ~
—19 -5| 7|-25| iii+8i

O N =

1 -2 =5| 2| -4 1 -2 -5 2|4
~10 7 9/-5| 11 ~10 7 9|-5]11
0 —35 —45| 23| =57 | iii +5.ii 0 0 O0(-2|-2

h =2 < h, =3 tedy podle Frobeniovy véty dana soustava nema reseni.
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Cviceni — GEM, Jordan

1. Res$te soustavu linearnich rovnic

x+2y = 3
4x+5y = 6 (16)
Reseni 1. Gaussovou metodou postupnych eliminaci
Piimy chod
1 23| 6 1 2| 3| 6
4 56|15 [ii—4. 0 -3|-6|-9
Zpétny chod
x+2y = 3 N x = —1
-3y = —6 y = 2

Reseni 2.]Jordanovou metodou (modifikace Gaussovy m.)

1 2|3 6 1 2 6
4 56|15 |ii— 4. 0 -3 —9 |: (=3)

3
6 -6

[1 236]i—2.ii [1 0—10li—2.ii x=—1
~ ~ =3 _

0 1(2|3 01| 2|3
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2. Reste soustavu linearnich rovnic

xl + 3x2 - 2x3 + X4 = 0
2X1 + sz - 3x3 + 3x4 = 0
2x, — x, + 4x3 + 9x, = 3
Reseni 1. Gaussovou metodou postupnych eliminaci
Piimy chod: 1 3 =2 110] 3
2 5 =3 30| 7 [ii—2i
1 0 2 —=2(9]10 |iii—1i
2 -1 4 9(3|17 liv—2.i
1 3 =2 1|0] 3]
0 -1 1 10| 1
0 -3 4 -=3|9| 7 [iii—3.ii
| 0 =7 8 73|11 liv—7.ii
1 3 -2 1(0|3 1 3 -2 1| 03
0 -1 1 1(0]|1 0 -1 1 1| 01
0 0 1 —-6|9|4 0 0 1 —-6| 9|4
|0 0 1 0|34 |iv—iii 0 0 0O 6|-6|0
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Zpétny chod: X+ 3x,—2x;3+ x, = 0

—x,+ x3+ x, = 0

x3—6x, = 9

6x, = —6
Z posledni rovnice plyne X, = —1.
Tuto hodnotu dosadime do predposledni rovnice: x; —6-(—1) =9 X3 = 3.
Obé spocitané hodnoty dosadime do druhé rovnice: —x, + (3)+(=1)=0 X, = 2.
VSechny hodnoty dosadime do prvni rovnice: x; +3-(2)—-2-3)+(-1)=0 x,= 1.

X'=(1;2;3;-1)

Reseni 2.Jordanova metoda

Vyse uvedeny zpétny chod mlizeme provadét primo v jiZ upravené matici, kterou prevedeme
na matici jednotkovou. Tento postup (modifikaci Gaussovy metody) nazyvame jak jiz bylo
drive uvedeno metodou Jordanovou.
1 3 -2 1 0|3
0 -1 1 1 0 |1
0O 0 1 -6 9 | 4 |iii+iv
0O 0 0O 6 |—6 |0]:6

~



Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)
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Determ. Matice

i —1iv

ii—iv

I+ 2-ii

i — i

37
1

3
1

1

i+3-ii
\-(—1) -

11
-3
4
0

7
—/
3
-1
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2.2. Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo miliZeme pouZit, jestlize soustava n rovnico n nezndmych (soustava
ma ¢tvercovou matici) ma determinant soustavy rtizny od nuly (D # 0 = matice soustavy
je regularni). Potom ma tato soustava pravé jedno reSeni, které lze psat ve tvaru

_ D i =1,2 8
=7 (i=12..,n) (8)

kde D; jsou determinanty matice, ktera vznikne z matice soustavy tak, Ze v ni sloupec i nahra-
dime sloupcem pravych stran soustavy.

Dopredu musime pri pouZiti této metody rozhodnout (napriklad za vyuziti Frobeniovy véty), zda
dana soustava rovnic je jednoznacné reSitelna. K tomu vétSinou urujeme hodnost matice soustavy a
hodnost rozsifené matice soustavy Gaussovou eliminaci. Proto byva vyhodnéjsi, pouzit i zpétny chod
Gaussovy metody postupnych eliminaci a dohledat reseni systému rovnic vétSinou jednoduseji.

Omezeni metody: Lze pouZit pouze u soustav, které maji jediné feseni a navic pocet neznamych odpo-
vida poctu rovnic.

Typické pouziti metody je v pripadé nehomogennich soustav s regularni matici.
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Cviceni — Cramerovo pravidlo

Reste soustavu linearnich rovnic (16)

x+2y = 3
4x+5y = 6
Redeni:
3 2
_l6s| _35-26_3 _
*T 01 2T 15-2-4 -3
4 5
13
_l46| _16-34 —6__
Y = 11 2| 1-5-2-4_ -3"
4 5
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2.3. Reseni soustav linearnich algebraickych rovnic pomoci inverzni matice

Jak se reSi maticova rovnice bylo probirano v tématu o maticich. Priklad, kdy soustavu zapiSeme ma-
ticové a vyuZzijeme postupu diskutovaného drive, bude uveden v nasledujicim cvicenti.

Dopredu musime pri pouZiti této metody rozhodnout (napriklad za vyuziti Frobeniovy véty), zda
dana soustava rovnic je jednoznacné reSitelna. K tomu vétSinou urcujeme hodnost matice soustavy a
hodnost rozsifené matice soustavy Gaussovou eliminaci. Proto byva vyhodnéjsi, pouzit i zpétny chod
Gaussovy metody postupnych eliminaci a dohledat reSeni systému rovnic vétSinou jednoduseji.

Omezeni metody: Lze pouZit pouze u soustav, které maji jediné feseni a navic pocet neznadmych odpo-
vida poctu rovnic.

Typické pouziti metody je v pripadé nehomogennich soustav s regularni matici.
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Cviceni — Pomoci inverzni matice

Reste soustavu linearnich rovnic (16)

w

x+2y =
4x+5y = 6

Reseni: Soustavu 16 zapiSeme maticové

1 2 x| _ |3
4 5%y T |6
AX = B |eA™" (zleva)

Al eAeX = A'eB  (protoZe: A'eA=E)
X = A '«B  (protoZe: E+X =X)

5= l <]

Nyni uréime inverzni matici A~! Kk matici (zopakujeme si dvé metody).
1. postupem: [A|E|X]~[E|A™"| Z]

1 2(1 0| 4 1 2 1 4
4 5|0 1(10 |ii—4-i 0 —3|—4 -6 [: (—3)
5 2 -5 2
~ 1 2|1 0|4 |;i=2.ii N 1 0 < 3 0 g 3
O E = 0 1] & 2|2 =
3 3 3 3 3
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1 2
2. pomoci adjungované matice k matici A = [ 4 c l

1 2] | D)@ D (1) 1.5-2-4 [-2 1
) s
5 2
_ 5 2]_| = 3
-3 l—4 1] 4 1
3 -3
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Funkce, elementarni funkce
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Historicka poznamka

KaZdodenni skuSenosti svéd¢i o tom, Ze v prirodé i spolecnosti neustale probihaji zménys; jiz recky fi-
lozof Hérakleitos z Efesu hlasal, Ze se vSe méni. Cilem lidského poznani je nalezeni pricin téchto zmén
a jejich vzajemnou souvislost. JestliZe pti studiu néjakého jevu vénujeme pozornost dvéma veli¢inam,
Casto zjistime, Ze mezi nimi existuje zavislost nasledujiciho druhu: Pokud nabude jedna promeénnd (ne-
zavisle proménnd, argument) urcité hodnoty, nabude druhd proménnd (zavisle proménnd, funkce)
také urcité hodnoty. 12

WikipediE
Funkce je v matematice '* nazev pro zobrazeni '* z néjaké mnoziny M do mnoziny ¢isel (vétSinou

realnych nebo komplexnich), nebo do vektort (pak se mluvi o vektorové funkci).

Funkci zapisujeme: y = f(x) .Je to tedy predpis, ktery kazdému prvku x z mnoziny M
jednoznacéné priradi néjaké ¢islo y nebo vektor (hodnotu funkce).

M nazyvame defini¢nim oborem funkce. Pokud neni pti zadani funkce uveden defini¢ni obor, pak se
za defini¢ni obor obvykle povazuje mnozZina vSech nezavisle proménnych, pro néz ma funkce smysl.
MnoZinu vSech ¢isel f(x), takovych,Ze x € M, nazyvame oborem hodnot dané funkce.

12 VojrEcH, J. Zdklady mathematiky. Jednota ¢eskych mathematiki a fysikéi 1916, Praha, str. 5.

13 7droj (http://cs.wikipedia.org/wiki/Funkce_(matematika)), citovano 3.10.2012.

14 Zobrazeni je v matematice predpis, jak prifazovat prvkiim néjaké mnoZiny jednoznaéné prvky obecné jiné mnoZiny. Pojem
zobrazeni ma vétSinou stejny vyznam jako pojem funkce. Nazev funkce se vSak castéji pouZziva specidlné pro zobrazeni
do ¢iselnych mnoZin.


http://cs.wikipedia.org/wiki/H%C3%A9rakleitos_z_Efesu
http://cs.wikipedia.org/wiki/Funkce_(matematika)
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1. Pojem funkce (jedné realné proménné) a zpulisoby jejiho zadavani

Funkce vy = f(x) jepredpis, ktery kazdému &islu x € D(f) jednozna¢né priradi
(tedy existuje pouze jedno) ¢isloy € H(f).  D(f) nazyvame defini¢ni obor funkce f;
H(f) nazyvame obor hodnot funkce f.
VSechny body o souradnicich [x; f(x)] tvoti graf funkce.

1. Defini¢niobor D(f) jsou tedy vSechna ¢isla (hodnoty argumentu, nebo téZ nezavisle proménné)
x, kterd mizeme do funkce y = f(x) dosadit a obor hodnot H(f) jsou vSechna cisla (hodnoty
funkce, funkéni hodnoty, nebo téz hodnoty zavisle proménné) y, ktera nam po dosazeni mohou
vyjit.

2. Je zvykem zapisovat funkce rovnosti y = f(x) 1
(Cti: ,,y SE ROVNA ef x“), ¢imZ se mini, Ze y je to Cislo, které je funkci f prirazeno ¢islu x.

Trebaze je mezi symboly f, f(x) vécny rozdil '°, nebudeme se rozpakovat mluvit o ,funkci
f(x)“ misto o ,funkci f*

15 Slovo funkce (lat. functio) pouzil ve smyslu zavislosti Gottfried Wilhelm von Leibniz koncem 17. stoleti. Johann Bernoulli
a Leonhard Paul Euler definovali po¢atkem 18. stoleti funkci jako analyticky vyraz sloZeny z nezavisle proménné a kon-
stant; Euler poprvé pouZil oznaceni f (x). VySe uvedenym zplisobem zavedl pojem funkce roku 1837 Johann Peter Gustav
Lejeune Dirichlet.

16 fje funkce;  f(x) je hodnota funkce v argumetu (&isle, bodé) x


http://cs.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_von_Leibniz
http://cs.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli
http://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet
http://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichlet
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3. U prevazné vétSiny funkci zapisujeme hodnotu argumetu do kulatych zavorek, abychom odlisili, Ze

se nejedna o ndsobeni (fx = f - x). Pouze u nékolika speciadlnich funkci (napft.: sin x) se historicky
ustalil zvyk psat argument bez zavorek.

Zpusoby zadani funkce

1.1. Analyticky
y=5—(x—3)*

explicitni funkce implicitni funkce parametricka funkce
y=—x*+6x—4 X2—6x+y+4=0 X=0+3
y=5-—t

NejobvyklejSim zplisobem pro urceni funkce je definice funkce pomoci ,vzorce”.

¢ Analytickym predpisem (viz predchozi bily obdélnik) rozumime zadani funkce ve formé
y = f(x). Pak tikdme, Ze funkce je zadana explicitnim vyjddrenim (explicitni funkce).

e Funkci miizeme vyjadrit také v implicitnim tvaru
(implicitni funkce) jako F(x;y) = 0.

 DalSim zpiisobem je zapis v parametrickém tvaru
(parametricka funkce) soustavou rovnic x = f,(t), y = f,(t), kde t je vhodny parametr.

Vyhody: Jednoduse zapiSeme funkéni hodnoty. Napriklad symboly £(0), f(2), f(—3), f(i), f(—V2)
znamenaji hodnoty, kterych funkce f nabude v Cislech 0, 2, -3, %, —V2.

Nevyhody: Mala nazornost. Ze vzorce bez pocitani v podstaté jen obtiZné pozname, jak se méni funkcni
hodnota pri zméné argumentu.
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1.2. Graficky y = x4 6x—4

y = —x?+ 6x — 4, pro x € (1;6) H(ﬂ

Vyhody: Velmi nazorné. o

Nevyhody: Hodnoty lze odecitat jen s chybou zptisobenou nepresnosti zarizeni, které graf vykreslilo, ¢i
lidskym okem.

1.3. Tabulkou (vy¢tem hodnot)
x |1]2]3]4]5]
y=—x+6x—4|1]4]5]4]1

6
-4

Vyhody: Ke kazdé hodnoté argumentu, ktera je v tabulce uvedena, nalézame ihned prisluSnou hodnotu
funkce (bez jakéhokoliv vypoctu ¢i méreni).
Nevyhody: Funkci nelze urcit plné. Vyskytuji se hodnoty argumentu, které nejsou v tabulce uvedeny.

Mala nazornost. Z tabulky pomérné tézko pozname, jak se méni funkcéni hodnota pri zméné argu-
mentu.
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2. Vlastnosti funkci

Ohranicena funkce (omezena funkce).

Funkce f je na intervalu I ohranic¢ena zdola (obr. 1), kdyzZ existuje takové ¢islo K, Ze pro kazdé
x € Iplati f(x) = K.

Funkce f je na intervalu / ohranic¢ena shora (obr. 1), kdyzZ existuje takové Cislo L, Ze pro kazdé
x € Iplati f(x) < L.

Funkce f je na intervalu I ohrani¢ena (obr. 2), je-li na intervalu I ohranicena zdola i shora.

Obrazek 1: Prevzat z [5]

—— —t —_— —y=1I

y=f
/—_\/ .

0

Funkce ohranic¢ena shora
Funkce ohrani¢ena zdola
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Obrazek 2: Prevzat z [ 5]

A
L ’
——————————————————————————— } — L
y = fx)
X
0 v >
———————————— E—————————————— } — K
Ohranicena funkce
Urcete, zda funkcde f : y = z:i, x € R, je ohranicena.
Zlomek nejprve upravime nasledujicim zptsobem.
=1 x*+(-1) x*+(1-2) P+1D-2 x*+1 -2 -2

x2+1 x24+1 x2+1 x24+1 x24+1 x2+4+1 x24+1
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Déle vyuZijeme toho, Ze pro kazdé x € Rplati: 1 < x? + 1. Potom

1
0Sx2+1S1 | .(—2)
0> % 5 5 | +1
Tx24+1
T I Sl SO
T x24+1 x2+1 "
Vidime tedy, Ze funkce f je ohranicena a navic jsme urcili hranice. Spodni hranice K = —1, horni hranice

L=1.

Monotonni funkce Je-li funkce rostouci, klesajici, neklesajici nebo nerostouci, fikame, Ze je
monotoénni (obr. 3). Specialné je-li rostouci nebo klesajici, rikame, Ze je ryze monotdnni.

Funkce f je na intervalu I rostouci, kdyz pro libovolné dva body x;; x, € I, kde x; < x,, plati

f(x1) < fx2).

Funkce f je na intervalu I neklesajici, kdyz pro libovolné dva body x,; x, € I, kde x; < x,, plati
f(x1) < fx2).

Funkce f je na intervalu / Kklesajici, kdyZ pro libovolné dva body x,; x, € I, kde x; < x,, plati
f(x1) > f(x2).

Funkce f je na intervalu I nerostouci, kdyz pro libovolné dva body x;; x, € I, kde x; < x,, plati

f(x1) = f(x2).
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Obrazek 3: Prevzat z [5]

f(x2)
fx) = f(x2)
f(x)
. L x i L x
O X1 X2 0 X1 X2
graf rostouci funkce graf neklesajici funkce
(ktera neni rostouci)
£ o) fx1) = f(x2)
J X0
f(x2)
. . . : X
O X b 0 X1 X2
graf klesajici funkce graf nerostouci funkce

(ktera neni klesajici)
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Zrejmé kazda rostouci funkce je i neklesajici a kazda klesajici funkce je i nerostouci (obr. 3). Opak
ovSem neplati (monotdénni funkce mohou byt na néjakém intervalu konstantni).

Zatim nemame vhodné prostiedky na ovéfovani monotonie (ty budeme mit k dispozici aZ budeme
probirat pribéh funkce), proto si uvedeme pouze nékolik velmi jednoduchych prikladi, kde situace
bude zirejma.

VySetrete monotonii nasledujicich funkci:

a) f:y=x% x€(0;m)
Reseni: Vyberme libovolné dva body x;;x, € (0; ©), x; < x,.Pak (vzhledem k tomu, Ze x,, x,
jsou nezaporna ¢isla) je x5 < x%; pak také f(x,) < f(x,), atedy f je rostouci — viz obr. 4 a).

b) g:y=x% x€(-;0)
Reseni: Necht (vyberme libovolné dva body) x € (—;0), x; < x,.Pakje x? > x3, a také
g(x1) > g(x,),atedy g je klesajici — viz obr. 4 b).

c) h:y=x% x€R

Reseni: Vzhledem k piedchozim vysledkiim vime, Ze funkce h je klesajici na intervalu (—oo; 0) a
rostouci na intervalu (0; o). Z toho vyplyva, Ze na intervalu (—oo; o) funkce h neni monotonni.
Grafem funkce h je parabola — viz obr. 4 c).
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Obrazek 4: Prevzat z [ 5]

}: '\,-' — g(x) },
36t e ) e r36
9 N L9
X x
—6 -3 [9)
a) b) c)

d) e)
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1
d) k:y=;, x € (0; )

£)

- 1 1

Reseni: Necht x; x, € (0; ), x; < x,.Pakje = > o tedy k(x,) > k(x,) a proto je funkce k je
1 2

klesajici — viz obr. 4 d).

1
l:y=—, € (—o0; 0
y=o X (—0;0)

- 1 1

Reseni: Necht x;; x, € (—;0), x; < x,.Pakje = > = tedy [(x;) > l(x;) aproto je funkce [ je
1 2

klesajici — viz obr. 4 e).

1
m:y= ol x € (—o0;0) U (0; ) coz také mlizeme zapsat nasledovné: x € R \ {0}

Vzhledem k predchozim vysledkiim vime, Ze funkce m je na intervalu (—oo; 0) klesajici a na inter-
valu (0; o) také klesajici. Ve svém definicnim oboru D(m) = (—o0; 0) U (0; o) vsak neni klesajici
(napriklad dvojice bodii —3; 3 nespliuje podminku pro klesajici fnkce, nebot plati —3 < 3, ale
_§ < é). Grafem funkce m je rovnoosa hyperbola — viz obr. 5.

Prosta funkce je takova funkce, pro niz také ke kazdému vy € H(f) patiijediné x € D(x).

1.

Ovérujeme-li, zda funkce f je prosta, vyuzivame casto ekvivalentni podminku: JestliZe pro
x;x, €ED(f) plati, ze  f(x;) = f(x,), pakmusibytx, =x,.
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Obrazek 5: Prevzat z [ 5]

Rovnoosa hyperbola

2. Z drive uvedeného vyplyva, Ze funkce f je prosta pravé tehdy (a jen tehdy), kdyz libovolna
rovnobézka s osou x protne graf funkce f nejvyse jednou (tj. viibec graf neprotne nebo
protne praveé jednou).
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Vsimnéte si, ze kazda ryze monotonni funkce je prosta (nemiize mit v riznych bodech stejnou funk¢-
ni hodnotu), ale opak neplati. Ne kaZzda prosta funkce musi byt nutné monoténni. Toto tvrzeni demon-
struje tfeba funkce m z predchoziho prikladu. Zjistili jsme, Ze funkce m neni monoténni, ale ocividné
libovolna rovnobézka s osou x protne jeji graf nejvyse jednou (osa x jej neprotne viibec, kazda jina rov-
nobézka jej protne presné v jednom bodé — viz bod A4 na obrazku 5)

Prokazte, Ze funkce f : y = (x — 1) + 7, x € (1; ) je prosta.
Reseni: K diikazu pouZijeme zminénou ekvivalentni podminku (tak zvany nepfimy diikaz):
JestliZze pro x;; x, € D(f) plati, Ze f(x;) = f(x,), pak musi byt x; = x,.

Necht x;; x, € (1;00) a zaroven f(x;) = f(x,).Pak postupnymi tpravami dostavame:

(= 1D)?*+7=(,—1%*+7 |-7

(xy — 1% =(x, - 1)? VA
;=D =(x,—-1) (protoZzex; —1>0ax, —1>0)
X1 =X,
Tim jsme dokazali, Ze funkce f je prosta.

Pozor! Vezmeme-li funkci se stejnym predpisem a jinym defini¢cnim oborem, tak jiZ nemusi byt prosta.

Napfiiklad funkce g : y = (x —1)?+ 7, x € R neni prost4, protoZe lze nalézt alepoii jednu dvojici
hodnot x; # x, takovych, ze g(x,) = g(x,).

Jedna z (mnoha) moZnosti: x;, = 0,x, =2 = g(0) =8 = g(2).
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Suda a licha funkce

Tyto dvé vlastnosti se tykaji urcité soumérnosti grafu funkce. Budeme uvaZovat takovou funkci f, jejiz
defini¢ni obor D(f) je soumérny vzhledem k pocatku (soustavy souradnic). Tedy s kazdym cislem x
soucasné obsahuje i opacné Cislo —x. Pak ma smysl porovnavat funkéni hodnoty f(x) a f(—x).

Funkce f se nazyva suda, jestlize plati
e pokud x € D(f), pak —x € D(f),

e f(—x) = f(x) pro kazdé x € D(f).
Funkce f se nazyva licha, jestliZe plati

e pokud x € D(f), pak —x € D(f),

e f(—x) = —f(x) pro kazdé x € D(f).

Z uvedenych podminek vyplyva: graf sudé funkce je soumérny podle osy y;

graf liché funkce je soumérny podle pocatku.

Obecné funkce nemusi byt ani suda ani licha.

VSimnéte si, Ze funkce f : y = 0 je zaroven sudailicha na R.
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Ovérte sudost ¢i lichost nasledujicich funkci:

1—x2
a) g:yzm, x € R
1-(—x)? 1-x?
1+ (—x)2 1+x2

Tedy g je suda funkce. Graf funkce g je na nasledujicim obrazku, ktery je prevzat z [5].

y=g(x)

Reseni: Necht x € R. Pak g(—x) =

=g(x).

L L, , (=x) —X x
ResSeni: Necht x € R. Pak f(—x) = )7 + 1 =2 1 =T 1 =—f(x).

Tedy f je licha funkce. Graf funkce f je na nasledujicim obrazku, ktery je prevzat z [5].
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Y y=f)
/24
=. —

....... _91/21

b= 1+x R
) h:iy= 1+ x?%’ *
ReSent: Necht x € R. Pak h(=x) = 2 _ _—1%%
eSeni: Necht' x .Pak h( x)—1+(_x)2— 1T
. Lo " +x o 1+x

CoZ neni rovno ani predpisu ptivodni funkce h(x) = 1772 ani vyrazu —h(x) = L proto

h neni ani suda ani licha funkce.

Jeji graf je na nasledujicim obrazku, ktery je prevzat z [5].

L/
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Periodicka funkce

Necht f jefunkcea p >0 jeredlné c¢islo.Predpokladejme,ze definicniobor D(f) skazdym
Cislem x obsahujeicislo x+p.
Pak ovSem musi obsahovatic¢islo (x+p)+p=x+2p, ((x+2p)+p=x+3p atd.

X ,r—ll—p x—l—IZp .r—i—l3p .r—i—'4p

Rekneme, %e funkce f je periodicka s periodou p (p € RY), jestlize plati
e pokud x € D(f), paktaké x+p € D(f),
e f(x+p)=f(x) prokazdé x € D(f).

Jinymi slovy. V bodech majicich od sebe vzdalenost p jsou stejné funkéni hodnoty. Tedy staci znat graf
funkce f na néjakém intervalu délky p a graf celé funkce dostaneme ,kopirovanim“ této casti, kterou
posouvame o délku p vpravo nebo vlevo (vlevo jen pokud to defini¢ni obor pripousti).

Funkce periodicka s periodou p je téZ periodicka s periodou k - p, k € N (k je prirozené ¢islo). Pokud

existuje nejmensi perioda, nazyva se zakladni perioda — viz obr. 6.
Nejznameéjsi periodické funkce jsou funkce goniometrické. Napriklad

sinus a kosinus maji zakladni periodu 2m;
: ;7 ’ 9 2
funkce f :y =sin3x ma zakladni periodu 3T
v . ;7 ’ q 2
obecné funkce f :sinax, kdea >0, mazakladniperiodu ~.

Funkce f:y=c¢, c¢€R jeperiodicka funkce, ktera nema zakladni periodu.
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Obrazek 6: Periodické funkce

TFF i A -

- - p=4—"
p=3 ;N \ '\‘

oo

o]
I
-

-3 0 3 6 9 12 15
Zakladni periodap = 3 Zakladni periodap = 4

Ovérte, zda funkce sinx maperiodu p =2m.

Redeni: f(x +p) = sin(x + 2m) = sinx - cos 2w + cosx - sin2m = sinx - 1 + cosx - 0 = sinx = f(x)

Tim jsme prokazali, Ze funkce sinx ma skutecné periodu p = 2.
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Nakreslete graf periodické funkce f, jejiZperiodaje p =2 adefini¢niobor
D(f) =R, jestlize vite, Ze: _1 pro x€(-1;0);
f(x) = 0 pro x=-1 a x=0;

1 pro x€(0;1).

A
}:«
. ] 1?—( Il ]
* - * * * - - -
-3 —1 0 1 3 5
—_— — :—_11 — —_— —

Obrazek je prevzat z [5]

Reseni: Protoze funkce

f ma mit periodu 2 (vzdalenost —1 od 1 je 2), stac¢i nakreslit jeji graf na
intervalu  (—1;1)

a dale jej kopirovat vpravo a vlevo vzdy po posunuti o 2.

Uvédomtesi,ze f(1)

jiZ nelze zadat libovolné, protoze musi platit  f(—1) = f(1), nebot vzda-
lenost —1 a 1 je prave 2.
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Dalsi vlastnosti funkci

Funkce f je na intervalu I kladna, kdyZ pro kazdé x € I, plati f(x) > 0. Viz obr. 4 d).
Funkce f je na intervalu I nekladna, kdyz pro kazdé x € I, plati f(x) < 0.
Funkce f je na intervalu I zaporna, kdyz pro kazdé x € I, plati f(x) < 0. Viz obr. 4 e).

Funkce f je na intervalu I nezaporna, kdyz pro kazdé x € I, plati f(x) = 0. Viz obr. 4 a),b),c).

2.1. Koren funkce
Koren funkce je takové ¢islo a, pronézplati: f(a)=0.

Kofen funkce f(x), nebo také nulovy bod funkce, je tedy takovy bod naose x, kterym graf
funkce f(x) bud prochazi z jedné strany osy na druhou, nebo se osy v tomto bodé dotyka (tecny
bod). Ma-li funkce tentyz koten vicekrat, hovorime o ndsobném korenu.

Vyraz x-a nazyvame korenovym cCinitelem.
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3. Operace s funkcemi

Soucet funkci f+g je takova funkce, pro kterou plati:  [f+g](x) = f(x) + g(x)
pro x € D(f)NnD(g).

Je tieba si uvédomit, Ze ve vztahu [f+g](x) = f(x) + g(x) vystupuje symbol PLUS ve dvou rtznych
vyznamech. Na levé strané rovnosti znamena operaci mezi funkcemi (funkcim f a g je prirazena funkce
f+g) a na pravé strané rovnosti ma vyznam souctu dvou redlnych ¢isel f(x) + g(x). V praxi ovSem
vétSinou pouzivame jeden stejny symbol (nerozliSujeme +a +). Obdobné pro ostatni operace.

Rozdil funkci f—g je takova funkce, pro kterou plati:  [f-g](x) = f(x) — g(x)
pro x € D(f)NnD(g).

Soucin funkci f ¢ g je takova funkce, pro kterou plati:  [f * g](x) = f(x) - g(x)
pro x € D(f) N D(g).

V pripadé soucinu dvou funkci ¢asto misto feg piSeme pouze fg.
Speciadlnim ptipadem soucinu dvou funkci je soucin konstanty a funkce, tedy pro ¢ € R dostavame

[cefl(x) =c-f(x), x€D().

)

Podil funkci f /g je takova funkce, pro kterou plati:  [f/g](x) = 700

pro x€D(f)ND(g)\{zeR:g(z) =0}
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Absolutni hodnota funkce |f| je funkce, kterou zavadime predpisem: |f|(x) = |f(x)|
pro x € D(f).

3.1. Skladani funkci

Nyni probereme dalsi operaci s funkcemi, kterou je skladani funkci. UvaZujme dvé funkce f a g. Funkce
f kazdému prvku x € D(f) priradi prveky = f(x) € H(f). JestliZe tento prvek y naleZzi definicnimu
oboru funkce g (plati-liy € D(g)), pak jej funkce g zobrazi na prvek z = g(y) € H(g). Pritom plati:

z=g) =glf )]

Dostavame tedy novou funkci, ktera prvku x prirazuje prvek z = g[f(x)].
SloZzenou funkci g o f nazyvame funkci danou predpisem
[9°fl(x) =glf(x)], kde x€D(f)Af(x)€D(g).
Funkci f nazyvame vnitini slozka a funkci g nazyvame vnéjsi slozka sloZené funkce go f.

Zapis gof (teme: ,gPof“ nebo ,gSLOZENASf“ nebo ,NEJDRIVE fAPOTOM g“.

Poznamenejme, Ze misto obecného zapisu y = f(x) pouZivame v konkrétnich pripadech i jiny
zapis. Napriklad: f : y = 3 sin(2x + 1) (kdy rikame, Ze funkce f je dana predpisem) povazuje-
me (nepiesné) za totéZ, co f(x) = 3 sin(2x + 1) ikdyZ ted rikame, jak urcit funkéni hodnotu
v konkrétnim ¢isle x.
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Urcete funkci g o f = g[f(x)], kterdvznikne sloZzenim funkci f :y =3 sin(2x+1) a
g:y=4x*+3x+2.

Reseni: Jeziejmé, ze D(f)=R a H(f)=(-3;3)cD(g) =R.
Potom (jak jsme si ukazovali na predchozi strané v poznamce) miizeme
funkéni hodnotu funkce g v éisle oznaceném [X] ,vypocitat: g([x]) = 4[x]* + 3[x] + 2.
Stejné tak mizeme urcit funkéni hodnotu funkce f vcisle x:  f(x) =3 sin(2x+1).

Nyni staci, kdyz za ¢islo X dosadime funkéni hodnotu f(x).

g[x] = glf(x)] = 4[3 sin(2x+1)]*4+3 [3 sin(2x+1)]+2 = 36 [sin(2 x+1)]*+9 sin(2 x+1)]+2
Analogicky budeme postupovativ pripadé f[g(x)].

Jeztejmé,Ze D(g)=R a H(g) = (_?3; o) c D(f) = R.

Potom f[x] =3sin(2[*]+1) a gkx)=4x*+3x+2

fl*x1=flg(x)] =3 sin(2[4x*+3x+ 2]+ 1) =3 sin(8x* + 6 x + 5)

Urcete sloZenou funkci gof zfunkci g(t):y=2t+1 a f(x):t=x-5.

Reseni: Je zfejmé, ze D(f) = H(f) = D(g9) = H(g) = R. Potom
[g°fl(x) =glf()] =g®) =g(x—5) =2(x—-5)+ 1
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Jsou-li slozky sloZené funkce samy o sobé sloZenymi funkcemi, dostavdme vicendsobné sloZenou
funkci. Napriklad pro trojndsobné sloZenou funkci, jejiz slozky jsou f, g a h, plati:

[hogefl(x) =h{g[f (I}

PriurCovani D(geof), kteryjeziejmé obecné pouze ¢asti D(f), musime vzdy zvazit, kterd
X jemoZno vzit, abychom mohli  f(x) dosadit do predpisu pro funkci g .

Jsou dany funkce f(x):y=3—-2x a g(y):z=Iny. UrcCetesloZenou funkcig o f ajeji
defini¢ni obor.

Reseni: [g o f](x) = g[f(x)] = g(») = g(3 — 2x) =In(3 — 2x) .
Hledana funkce je tedy [g ° f](x) : z = In(3 — 2x).

Nyni ur¢eme defini¢ni obor funkce g o f. Vime, Ze D(f) = Ra D(g) = (0; o), protoZe prirozeny
logaritmus (plati pro kazdy logaritmus) je definovan pouze pro kladné hodnoty argumentu (ne-
zavisle proménné). Chceme najit takova x € D(f), aby platilo, Ze f (x) € D(g). Tedy hledame cisla
x € R takova, Ze: 3 — 2x € (0; o). Tim dostavame jedinou podminku

3
3—-2x>0 = 3>2x = E>x.
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Plati, ze:
e sloZenim dvou prostych funkci dostaneme funkci prostou;
¢ sloZzenim dvou rostoucich funkci dostaneme rostouci funkci;
e sloZenim dvou klesajicich funkci dostaneme rostouci funkci;
e sloZenim funkce rostouci a klesajici (v libovolném poradi) dostaneme funkci klesajici;
¢ sloZenim dvou sudych funkci dostaneme sudou funkci;
e sloZzenim dvou lichych funkci dostaneme lichou funkci;

¢ sloZenim funkce sudé a liché (v libovolném poradi) dostaneme sudou funkci.
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3.2. Inverzni funkce

Funkce f afunkce g jsouksobéinverzni, plati-li: f[g(x)] = g[f(x)] = x.
Funkci g(x) obvykle ozna¢ujeme f~'(x). Pritomplati: D(f)=H(f™') a

D(fT™H)=H().

e Jestlize f'(x)=g(x), paktaké f(x)=g"1(x).

o Zdlraznéme, ze f~'(x) je oznadeni pro inverzni funkci. V Zidném piipadé necteme
,ef NA MINUS PRVNI“ Nezaménovat s mocninou zaporného exponentu!

Pozor: f7'=+ %, kde f oznacuje funkci!

o Kviili praktickym vypoctiim hodnot inverzni funkce oznacujeme nezavisle proménnou ve funkci
f stile x azavisle proménnou ve funkci f~! pismenem y. To ovSem samo o sobé
neni podstatné. Fakt, Ze funkce f~! jeinverznikfunkci f, zavisina tvaru téchto funkcia
ne na pismenu, kterym oznacujeme nezavisle proménnou.

Kfunkci f definované naintervalu I, existuje inverzni funkce f~! pravé tehdy, je-li
f na I prosta.

JinakfeCeno:je-li f prostd, pakselzejednoznacné dostatnejenzbodu x dobodu y (funk-
ce y=f(x)), aletaké naopakzbodu y dobodu x (funkce x=f"1(y)).
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Neni-li funkce f prosta, zizime jeji defini¢ni obor tak, aby na ném prosta byla.

5 5
4 4 -tg X
2 3
arctgx+ =
2 2
1 1
/7/ £ 5 4 32 17100 1 2 73 4 5 (3 76 5 4 32 1.0 1 2 73 4 5 &
- 1
2 2

)
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N

5 5
tg x|° * tgx

4 4

3 3

2 2

: . arctg x
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Grafy funkce f akniinverznifunkce f~' jsounavzijemsoumérné podle piimky y
=Xx (zminénou primku také nazyvame osou prvniho a tretiho kvadrantu).

Graf funkce f je tvoren body v roviné tvaru

[ f ()] =[x 5],

kdezto graf f~* je tvoten body [y; f~*(y)] = [y; x]. Prevzat z [5]
JestliZe napriklad graf funkce f obsahuje bod [2; 3] (tedy y
x = 2ay = 3), coz zapiSeme f(2) = 3, bude graf funkce y=f(x) Sy=x

f~1 obsahovat bod [3; 2], (y = 3;x = 2), protoZe musi
pro inverzni funkci platit f~*(3) = 2. Vyneseme-li hod-
notu x funkce f a funkce f~* na osu x a hodnotu y obou
funkci na osu y, dostaneme vlastné dvakrat totéz. Casto
ale chceme vynaset prvni sloZku ve dvojici na vodorov-
nou osu (obvykle x) a druhou slozku ve dvojici na svislou
osu (obvykle osu y). Za timto u¢elem vétSinou provadime
vzdjemné preznaceni x a y. Misto x = f~!(y) pak v no-
vém znaceni piSeme y = f~1(x). CoZ je v podstaté navod
na urcovani inverzni funkce.

ProtoZe body [x; y] a [y; x] jsou soumérné podle osy prv-
niho a trettho kvadrantu (primky y = x), jsou také grafy Vzajemné inverzni funkce
navzajem inverznich funkci soumérné (symetrické) pod-

le této primky.

V ekonomii se s inverzni funkci setkdvame napftiklad u krivky poptavky a inverzni krivky poptavky.
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Dvojice vzajemneé inverznich funkci vyuzivame naptiklad p¥i FeSeni rovnic:

soucet x rozdil

soucin x podil

mochnina x odmocnina

exponenciala x logaritmus

sinus x arkussinus

kosinus x arkuskosinus

tangens x arkustangens

kotangens x arkuskotangens

Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce

f:y=x4+a fl:y=x-a
a, b jsou realna cisla
fiy=x-a fliy=x:a
a+0
fry=xt  fliy=%x
x>0 b=0
fiy=a*  fliy=log,x
x>0 0<a#1 b>0
fiy=sinx fl:y=arcsinx
Z<x<Z ZF<as<i -1<bh<1
2 2 2 2
f:y=cosx ~1:y =arccosx
0<x<m 0<a<sm -1<b<1
f:y=tgx  fl:y=arctgx
T<x<I ZT<ax:
2 2 2

f:y=cotgx f~':y=arccotgx
0<x<m O0<a<m

x+a=»>b
x-a=»b
x*=bh
a*=»>b
sina=b
cosa=b»b
tga=0>
cotga=>b

=

a =

a =

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

log b

arcsin b

arccos b

arctg b

arccotg b
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Inverzni funkci f~' kfunkci f miZeme nalézt tak, Ze v zadaném vztahu y = f(x)
napied navzijem zaménime pismena x a y apotom osamostatnime .

Presnéji dany schematicky navod vyjadiuje nasledujici postup:
1. Stanovime definicni obor D(f) zadané funkce f.

2. Ovérime, Ze je funkce prosta. Pritom
e bud vyuzijeme ekvivalentni podminky v pozndmce na strané 146:
Jestlize pro  x;x, € D(f) plati,ze f(x;)=f(x;), pakmusibyt x;=x,.
¢ nebo vyjdeme z poznamky na strané 160:
SloZenim dvou prostych funkci dostaneme funkci prostou.

3. Najdeme funkci f~! vcetné jejiho defini¢niho oboru D(f™1).
a) Defini¢ni obor D(f~') inverzni funkce uréime pomoci oboru hodnot ptivodni funkce,
nebot plati: D(f™') = H(f).
b) Nalezneme piedpis funkce f~'.PFitomvyuZijemevztah f~1(y) =x & f(x) = y,ktery
plati pro kazdé y e D(f™1).
Vyjdeme tedy z rovnice y = f(x) a podle ,schematického“ navodu popisovaného vyse

zaménime pismena oznacujici nezavisle a zavisle proménnou x = f(y) a poté osamo-
statnime y (jakje zvykem) a dostaneme y = f"1(x).
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Urcete inverzni funkci k funkci fry=2x—-1
Reseni:
1. D(f)=H(f) =R
2. Necht f(x;) = f(x,). Pak:
2x;—1=2x,—1 |+1

e = 5% | : 2
55 = Gt

a tedy funkce f je prosta na celém svém defini¢nim oboru.

3. A D H=H()=R
b) V predpisu funkce f :y =2x—1 zaménime na-
vzajem proménné.

Tedy: x=2y—-1
Poté z této rovnice osamostatnime y.

x+1_
5 =y

a inverzni funkce ma tvar:

ft:y=05x+0,5

Dostavame

Posloupnosti (apl.)
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Urcete inverzni funkci k funkci fiy=x2
Reseni:
L D(f) =R, H(f) =(0;0),
2. Necht f(x;) = f(x,). Pak:
xi=xi |
X, =%, (prox; =0ax,=>0)

Proto, aby funkce f byla prosta, musi platit podminky v za-
vorce. ZuZime proto defini¢cni oborna D(f) = (0; =) .
Potom je funkce f prostanaintervalu (0; ).

3. a) D(f™) = H(f) = (0; )

b) V ptredpisu funkce f:y =x%* zaménime navzijem
proménné. Tedy x = y?.

0 02 04 06 08 1 1.2
Poté z této rovnice osamostatnime y. Dostavame:

Vx =y ainverznifunkce matvar: f7l:y=+/x. 1785 = 5 fliy=+x
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x+2
Ovérte, Ze k funkci f:y = pr— existuje inverzni funkce a najdéte ji.
Reseni:
1. Zrejmé ze zadani D(f) = R\ {3}.
2. Necht f(x;) = f(x,). Pak:

Xp+2 x;+2 3 3
X, —3 x,-3 |- (1 )(x2 )

x1x2+2X2—3x1—6:X1x2+2x1—3x2—6 |+6

X1Xy + 2x, — 3%, = X1X, + 2x, — 3x, | — x4,
2x, — 3x, = 2x; — 3x, | +3x; + 3x,
5x, =5x, | :5
X =X

tedy funkce f je prosta na celém svém defini¢cnim oboru a proto zde existuje funkce
f~!  inverznik funkci f.

3. a) Ur¢ime defini¢ni obor funkceinverzni D(f™!) = H(f), Kkteryjeroven oboruhodnot
ptivodni funkce f. Nejprve siupravime predpis funkce f. Plati:

x+2_x—3+5_ 5

= =1
f) x—3 x—3 +x—3
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Funkce f jedefinovanaprokazdé x € D(f) =R\ {3}. Dale plati:

x€R\ {3}
x—3€R\ {0}

! R\ {0
>3 € \ {0}

> R\ {0
Y_3°€ \ {0}

5
1+ —5 €R\ {1}

x+2 R\ (1= H
-3¢ \ {1} =H(f)

Tedy D(f™") =H(f) =R\ {1}

N xX+2 - .. _ y+2
b) V predpisu funkce f:y= 3 zaménime navzajem proménné: x = ﬁ .
, . " y+2
A z této rovnice osamostatnime y:  x = T |- (v —3)
y —
xy—3x=y+2 |—-y+3x
xy—y=3x+2

y-(x—1)=3x+2 |:(x—1)

3x +2
Dostavame: y = 1" coZ je hledana inverzni funkce (viz nasledujici obrazek).
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Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce

L=

x+ 2

fiy=

x €R\ {3}

10—

[y

_3x+2

X —

)

x €R\ {1}

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

U podobnych prikladd, kdy
nalezeni oboru hodnot pilivodni
funkce neni pravé trividlni zalezi-
tosti, postupujeme vétsinou tak, Ze
nejprve stanovime inverzni funk-
ci a poté primo jeji defini¢ni obor.
Tedy nejprve provedeme bod 3.b)
a teprve nasledné bod 3.a) drive
uvedeného postupu.
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4. Elementarni funkce

Zakladnimi elementarnimi funkcemi budeme nazyvat tyto funkce:
mochinné (mocniny a odmocniny — promeénna je v zdkladu/mantise mocniny);
exponencidlni (proménna je v exponentu) a logatritmické;

. . e q q 7 q q 1
goniometrické (trigonometrické — sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans (secx = —-;) kosekans

(cscx = ﬁ)) a cyklometrické (arkussinus, arkuskosinus, arkutangens, arkuskotanges);

X —-X

T ...) @ hyperbolometrické (argument hyperbolické-

hyperbolické (hyperbolicky sinus = sinhx =
ho sinu = argsinh x).

Tyto funkce se velmi ¢asto vyskytuji v technické praxi. Jejich hodnoty bez problémii nalezneme
skoro na kazdé , trochu slusnéjsi“ kalkulacce.

Elementarnimi funkcemi budeme nazyvat funkce, které 1ze vytvorit ze zdkladnich elementarnich funk-
ci pomoci operaci s¢itani, odecitani, ndsobeni, déleni a skladani funkci.

Mezi nejvyznamnéjsi takové patii mnohocleny (napriklad konstantni, linearni, kvadraticks, ..., funk-
ce) aracionalni (lomené) funkce (naptiklad mocniny se zapornym celym exponentem).

VétsSina elementarnich funkci je probirdna na stiedni Skole, a proto lze tuto kapitolu povazovat z
velké Casti za opakovani a souhrnné pripomenuti zakladnich vlastnosti téchto funkci. Rozsirenim opro-
ti stfedni Skole budou ziejmé pro vétSinu z vas pouze funkce cyklometrické a nékteré mnohocleny a
racionalni (lomené) funkce.
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4.1. Funkce mocninné (mocniny a odmocniny)

A. Mocninna funkce s pfirozenym exponentem = n € N je prirozené cislo.

Funkci
f:y=x", pro xeERaneN, kde x" =x-x - .. x
n-krat
nazyvame mocninnou funkci s prirozenym exponentem.

mocninné funkce f :y =x" sprirozenym exponentem n € N.

njesudé Funkce f:y=x" madefinicniobor D(f) =R aoborhodnot H(f) = (0;).

Je to suda funkce, zdola ohranicen3, klesajici na intervalu (—oo; 0) a rostouci na intervalu (0; o).
Proto neni prosta (viz obrazek 7 vlevo).

Pokud vSak omezime jeji defini¢ni obor na interval (0;), pak je tato nova funkce prosta a
existuje k ni funkce inverzni.
njeliché Funkce f:y=x" madefinicniobor D(f) =R aoborhodnot H(f)=R.

Je to licha funkce, neni zdola ani shora ohranicen4, je rostouci na D (f). Proto je prosta na celém
svém defini¢nim oboru (viz obrazek 8 vlevo) a existuje k ni funkce inverzni.
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Funkci n-td odmocnina pron € N, n > 2 oznaujeme f : y = {/x (¢teme: n"TA ODMOCNINA Z x)
zavadime

1. pronsudé jako funkciinverznik funkci f:y=x", x €(0;00);

2. pronliché jako funkciinverznik funkci f:y=x", x€R.

funkce f:y=14/x.
njesudé f:y=74%x madefini¢niobor D(f) =(0;0) aoborhodnot H(f) = (0;»).
Funkce neni suda ani licha, je rostouci na D(f) a je zdola ohrani¢ena (viz obrazek 7 vpravo).
njeliché (n>3) f:y=74%x madefini¢cniobor D(f)=R aoborhodnot H(f)=R.
Je to licha funkce, neni zdola ani shora ohranicens, je rostouci na D(f) (viz obrazek 8 vpravo).

Obrazek 7: Prevzat z [5]

y y

Sudé n
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Obrazek 8: Prevzat z [5]

Lichén

1. Sudé odmocniny jsou definovany jen pro x € (0; ).
(! Neni pravda, Ze V—4=-2.)

2. Liché odmocniny jsou definovany pro vSsechna x € R.

3. Odmocnina je funkce, proto je dana jednoznacné.

(!!! Neni pravda, Ze V4 = +2. Spravnéje pouze +4=2)

Uvédomte si, Ze pracujeme vylucné s redlnymi ¢isly x. V mnoZiné komplexnich ¢isel bychom s moc-
ninami i s odmocninami zachazeli jinak.
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B. Mocninna funkce se zapornym celym exponentem = n € N je prirozené Cislo.

Funkci

1

1
f:ry=x", pro xeR\{0} an€eN, kdex‘”=x—n=m

nazyvame mocninnou funkci se zapornym celym exponentem.

mocninné funkce f:y=x"" sezapornym celym exponentem (n € N).
njeliché f:y=x"" madefinicniobor D(f) =R\ {0} aoborhodnot H(f)=R\{0}.
Je to licha funkce, neni zdola ani shora ohraniceng, je klesajici na D(f) (viz obrazek 9 vlevo).
njesudé f:y=x"" madefinicniobor D(f) =R\ {0} aoborhodnot H(f)=(0;).
Je to suda funkce, zdola ohranicend, rostouci na intervalu (—oo; 0) a klesajici na intervalu (0; )

(viz obrazek 9 vpravo).

Obrazek 9: Prevzat z [5] ’
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C. Mocninna funkce s racionalnim exponentem = p/q, kde (p # 0jecelé ¢islo, g = 2 je prirozené
Cislo), je zZlomek v zadkladnim tvaru (tj. p a g jsou nesoudélné = nemaji spolecného délitele).

Funkci , )
fry=x1, kde xa=xP

nazyvame mocninnou funkci s racionalnim exponentem - € Q\ Z.

Ptitom defini¢ni obor funkce f zavisinacislech p,q.

qliché = D(f)=R
p>0 ,
gqsudé = D(f) =(0;)
Celkem mohou nastat tyto ctyri pripady:
0 qliché = D(f)=R\{0}
P<91gsude = D)= (0;00)

1. Pokud neni raciondlni exponent v zakladnim tvaru, musime ho nejdiive (kracenim) upravit na
zakladni tvar.

2. Predpoklad nesoudélnosti ¢isel p a q (ktery je podstatny), nAm umozZni pracovat s lichymi
odmocninami ze zapornych cisel.

Naptiklad (—8): = (—8)3 = V=8 = —2, protoze (—2)* = (=2)-(~2)-(~2) = 8.

1
Privynechani predpokladu nesoudélnosticisel p, q bydefinicefunkce f:y =x4 nebyla
korektni. Pro jedno zadani bychom mohli obdrzet nékolik vysledki, coZ neni spravné.

ProtoZe by bylo (—8)2 =3/(—8)2 =364 =2 azaroven (—8)2 = (—8)§ =3/-8=-2.
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D. Mocninna funkce s redlnym exponentem Zatim nemame Zadné vhodné prostredky pro zavedeni
mocninné funkce s redlnym exponentem. Proto se spokojime s tim, Ze kazdé realné ¢islo lze s libovolnou
a predem danou presnosti vyjadrit pomoci vhodného zlomku.

Napriklad poZadujeme urcit 32 a stadi nam, kdyz /2 = 1,414213562 vyjadiime s pies-
nosti na jedno desetinné misto.

i 14 7 i 7z 7
Pak zvolime 1,4 = s a plati 3V2 = 35 = /37,
141
Pokud chceme odmocninu vyjadrit s presnosti na dvé desetinnad mista, volime 1,41 = 100 a do-
staneme lepsi aproximaci B = e Y3141
KdyzZ na tri desetinni mist 1i 1,414 = 1414 _ 707
yZ na tri desetinna mista, volime , = 7000 — 500
Obrazek 10: Prevzat z [5]
A
y y y
y = xﬁ y = \:T[
l ........ l- ........ l
o 1 X 0 1 X 0 1 X

Mocninna funkce s iraciondlnim (realnym, ktery neni racionalni) exponentem
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E. Mocninna funkce s nulovym exponentem Jestli jste pozorné studovali odstavce A), B), C) i D), jisté
vam neuniklo, Ze jsme doposud nezavedli mocninnou funkci s nulovym exponentem. To nyni napravime.

Prokazdé x € R\ {0} polozime x°=1.

Je-litedy r =0, pakmocninnafunkce f:y=x", x€R\{0} jerovnakonstantnifunkci
f:y=1. Timmamefunkci f:y=x" definovanuprovsechnariiznda r € R.

Z jednotlivych vztahd, kterymi jsme zavadéli mocninnou funkci pro rtizné exponenty vidime, Ze funk-
ce f:y=x" JjevevsSechpripadech definovana naintervalu (0;+o) a v nékterych pripadech
i na SirSich intervalech. Na tomto intervalu  (0; +o0) plati nasledujici vztah:

Xa = ea.lnx ’ x € (0;+»), a€R

pricemZ funkce e* a Inx zavedeme v nasledujici kapitole 4.2.
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Zakladni pravidla pro pocitani s mocninami

Procisla x,y € (0;0), a,b€R plati

a a a
xa . ya — (x . y)a x_ = <§> l — <1> xo — 1
ye y x4 X

Zakladni pravidla pro pocitani s odmocninami

Procisla x,y€ (0;0), mneN, m>=2n=>2 plati

VR L
VE = VF VY =
Vx = (V7)" = x "lnE = ™ Vak = (¥%)° kje celé &slo

Poznamka: VSimnéte si, Ze vSechny vzorce uvedené v tomto ramecku plati za podminky x > 0,y > 0.

Naptiklad Vx2? = x plati pouze pro kladna &sla x.

Obecnépro x €R plati Vx2 = |x].
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4.2. Funkce exponencialni a logaritmicka

7

Exponencialni funkci o zakladu a ,kde a je kladné realné ¢islo a € (0; ), nazyvame
nasledujici predpis

Obrazek 11: Prevzat z [5]

A
y

y=a",0<a <1 y=a',a>1

v

0 X

Exponencialni funkce



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vlastnosti exponencialni funkce f : y = a* (viz obrazek 11), pro a > 0:

e Defini¢ni obor: D(f) = (—o0; ).

Obor hodnot (proa # 1): H(f) = (0; ).

Funkce (proa # 1) neni anisudd ani lichd.

Funkce (proa # 1) neni periodicka.

Funkce je  rostouci (proa > 1), klesajici (pro0 <a < 1), konstantni (proa =1).

Zakladni pravidla pro pocitani s exponencialni funkci

Pro ¢isla a € (0; ), x, y € R plati

a
a*-a¥ = a*ty — =qa*Y (@)Y = a*¥

Poznamka:
1. Velmi vyznamné misto mezi exponencidlnimi funkcemi zaujima prirozend exponencidlni funkce
f:y=¢e", kde e senazyva Eulerovo ¢islo!” (e = 2,718281 ..). Vétsinou definujeme toto

n
Cislo e pomocilimity posloupnosti: e = lim (1 &5 %) .

n—-oo

17 0znaceni pro toto iraciondlni ¢islo zavedl roku 1731 L. Euler.
Vyznamem se Eulerovo ¢islo e vyrovnava Ludolfovu ¢islu 1.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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2.

Funkci f:y =e* lzedefinovat pomocisouctu nekonecné mocninné rady. Jen pro zajimavost

tuto radu uved'me: -
2 3

. x”_1 xt x X
E—ZH— +H+E+§+.“.

n=0

Exponencidlni funkci o zdkladu deset (f : y = 10%) se nazyva dekadicka exponencidlni funkce.

Exponencialni funkce je diilezita pro modelovani nejriiznéjsich jevi, protoze vyjadruje ,zdkon pri-
rozeného ristu”. Sem patii organicky rist (napt. mnoZzstvi direva v lese, pocet obyvatel), vyrovna-
vani rozdili (napf. ochlazovani, rozpousténi, vybijeni kondenzatoru), nékteré chemické reakce
atd. Typickym prikladem prirozeného rilistu je nepretrzité ¢i spojité (sloZené) urokovani.

Exponencidlni funkce f:y =a* jeprokazdéredlné Cislo x aprokazdéredlnécislo a

0<a

# 1 prostd, proto k ni existuje inverzni funkce.

Logaritmicka funkce

Inverzni funkci f kfunkci f~':y=a* nazyviame logaritmickou funkci o zikladu a,

kde

Podle

Vla

a je kladné redlné ¢islo rizné od jednicky (0 < a # 1), a oznacujeme

fry=log,x, 0<a#1l, x€(0;0).

predchoziho ramecku tedy pro realna ¢isla s nasledujicimi vlastnostmi plati:
y=logax S x=av, 0<a#1, x€(0;0), yeR.

stnosti logaritmické funkce f:y =log x (vizobrazek12),pro a>0:
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Obrazek 12: Prevzat z [5]

:I'l

y=log,x,a>1

y=log,x,0<a <1

Logaritmické funkce

Defini¢ni obor: D(f) = (0; ).

Obor hodnot: H(f) = (—o0; ).

Funkce neni ani suda ani licha.

Funkce neni periodicka.

Funkce je rostouci (pro a>1) a klesajici (pro 0 <a<1).
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Zakladni pravidla pro pocitani s logaritmickou funkci

Proredlnad¢isla 0<a#1, 0<b#1, s€R, x,y€(0;00) plati

log (x-y) =log, x +log, y log x* =s-log, x
log, ~ =1 1 z 108, X
0g, 5o og,x —log, y 0gaX = log, @

Poznamka:

1. Funkéni hodnoty logaritmické funkce se nazyvaji logaritmy.
Symbol log x Cteme: ,LOGARITMUS CSLA x 0 ZAKLADU a“,

2. Logaritmickou funkci o zakladu a = e (Eulerovo ¢islo) nazyvame prirozenou logaritmickou

funkci a oznacujeme f:y =Inx . Tedymisto log x piSeme Inx .
Jeji funkeéni hodnoty se nazyvaji prirozené logaritmy.

3. Logaritmickou funkci o zakladu a =10 nazyvame dekadickou (desitkovou) logaritmickou

funkci a oznacujeme  f:y =log x Misto log x piSeme logx .
Jeji funkéni hodnoty se nazyvaji dekadické logaritmy (desitkové logaritmy).

4, Vztah mezi exponencialni funkci o zakladu a aozakladu e je danrovnosti

a* = e¥na pro 0<a#1, x€R.
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5. Pokud oznacdime

f):y=a¥, 0<a=#l, D(f) = (=o0;+), H(f) = (0; +0)
[y =log,(x), 0<a=#1, D(f™)=(0;+), H(f™) = (—00;+)
pak plati:
[f o ) = FIf ()] = aV W) = @lga” = x pro x € (0; ),
[f~t o fl1(x) = f'[f(x)] = log [f(x)] =log,a* =x-log.a=x1=x  pro x €R.
6. Logaritmus svého zdkladu se rovnd jedné = log.a=1 pro 0<a=#1

4.3. Funkce goniometrické

Goniometrické '® funkce znate ze sti‘edni §koly z jejich hlavniho uZiti pti vypoctu prvki trojihelniku
(vtrigonometrii). PFipomerime, Ze umite ihly mé¥it v mife stupriové a v mife obloukové (v radianech) *°.
Vite, Ze «1° (jeden stupen) v mife stupiiové je roven tthlu /180 rad. Obecné

o ___ ‘r[ d
n°=n-gorad.

180
Atedy: 1rad = T[°] =57,3".

18 MiZeme preloZit jako tthlomérné.
19 Existuji je$té i jiné jednotky pro méfen{ Ghld.
Pravy tthel = 90° = g rad = 100 grad (gradian - dfive ve Francii) = 6 hodin (v astronomii)
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Sinus a kosinus

V souradné soustavé nakresleme jednotkovou kruznici (ma stred v pocatku soustavy soutadnic a jeji
polomér je 1 jednotka) a orientovany dhel, ktery ma tmavocervenou barvu. Vrchol tihlu je opét v pocat-
ku soustavy souradnic, poc¢atecni rameno uhlu splyva s kladnou ¢asti osy u a koncové rameno prochazi
bodem A o soutadnicich A = [u, ; v,], coZ je prusecik koncového ramena orientovaného thlu s jednot-
kovou kruznici — viz obrazek 13.

Obrazek 13: Sinus a kosinus

sin x

sin x COoS X
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Sinus je funkce, jejiz hodnota je v kazdém bodé x € R rovna svislé souiadnici v, bodu A.

Kosinus je funkce, jejiZ hodnota je v kazdém bodé x € R rovna vodorovné soutadnici u, bodu 4.

Pro takto zavedené funkce plyne:

Funkce sinus: y =sinx

Graf (obrazek 14) funkce sinus se nazyva sinusoida.

Obrazek 14: Prevzat z [5]

Sinusoida

Poznamka: Podle definice staci sestrojit graf sinusoidy v intervalu (0; 2m) a potom jej periodicky pro-
dlouzit.
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Vlastnosti funkce sinus: f:y =sinx, x€R

Definicni obor funkce sinus:  D(f) = (—o0; +)
Obor hodnot funkce sinus:  H(f) = (—1;1)

Funkce sinus je licha: =  sin(—x) = —sinx

Funkce sinus je periodicka se zakladni periodou 21
sin(x + 2km) = sinx, kje celé Cislo (k € Z)

Funkce sinus je

rostouci na intervalech (—g + 2k g + 2kn), kE€EZ

klesajici na intervalech (g + 2k 3711 + 2km), kE€EZ

Tabulka hodnot funkce sinus ve vyznacnych bodech:

0 T T TC T 3
x 6 4 3 2 T 2"
_ 1 V2 V3
sin x 0 E 7 7 1 0 -1
.. N0 Vi V2 V3 V4
cozje 2 2 2 2 2
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Funkce

kosinus: 7y = cosx

Graf (obrazek 15) funkce kosinus se nazyva kosinusoida.

Obrazek 15: Prevzat z [5]

\—'r/—n/z 0 w2 : In/2 2w S x
S :

Poznamka: Stejné jako u funkce sinus staci sestrojit graf kosinusoidy v intervalu (0; 21) a potom jej
periodicky prodlouzit.

Vlastnosti

funkce kosinus: f:y =cosx, x€R

Defini¢ni obor funkce kosinus: D (f) = (—o0; +0)
Obor hodnot funkce kosinus:  H(f) = (—1;1)
Funkce kosinus je suda: = cos(—x) =cosx

Funkce kosinus je periodicka se zakladni periodou 21t
cos(x + 2km) = cosx, k € Z (kje celé Cislo)

Funkce kosinus je
rostouci naintervalech (—m+ 2km; 0+ 2km), k € Z (kje celé cislo)
klesajici na intervalech (0 + 2km;m+ 2km), k€ Z
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Tabulka hodnot funkce kosinus ve vyznac¢nych bodech:

0 T T T TC 3
X 6 4 3 2 T 2"
1 v3 V2 L 0 1 0
COS X 2 2 2
.. V4 V3 V2 V1 N
cozje 2 2 2 2 2

Zakladni vztahy pro sinus a kosinus
VSechny dale uvedené rovnosti plati vSude, kde je soucasné definovana leva i prava strana rovnosti.

sin(x +y) = sinx-cosy+cosx-siny 9)
cos(x+y) = cosx-cosy—sinx-siny (10)
sin(x —y) = sinx-cosy —cosx -siny (11)
cos(x —y) = cosx-cosy+sinx-siny (12)
sinx + cos?x = 1 (13)

Prvnim ¢tyfem vztahlim fikame souctové vzorce pro sinus a kosinus. Ze vztahti (9) a (10) Ize odvo-
dit fadu dalsich vztahi. Napriklad vzorec (11) dostaneme tak, Ze ve vzorci (9) nahradime symbol y
symbolem -y a vyuzijeme ,lichosti“ funkce sinus a ,sudosti” funkce kosinus. Vztah (12) ziskame,
kdyZ v (10) nahradime symbol y symbolem -y a.. Vzorec(13)dostaneme tak, kdyz ve vzor-
ci (10) poloZime y=-x.
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Vztah (13) se nékdy nazyva goniometrickd jednicka. P¥ipomenime, Ze  sin®x  je strucny zapis
vyrazu [sinx]?. Nezaméfovatse sinx?, coZje naprosto néco jiného!

i

sinx = cos (E - x) (14)
T

cosx = sin (E — x) (15)

Vzorec (14) dostaneme ihned ze vztahu (12) a vzorec (15) ze vztahu (11).

sin2x = 2-sinx-cosx (16)

cos2x = cos?x — sin®x (17)

Vzorec (16) dostaneme tak, Ze v souctovém vzorci (9) poloZime y =x. Obdobné pro odvozeni
vztahu (17) pouZijeme vztah (10).

Nasledujici vzorce (18) (19) pouzivame pii integrovani goniometrickych funkci, kdy integrovanou
gon. funkci pomoci vhodné substituce a téchto vzorcil prevedeme na racionalni lomenou funkci.

| ) x| _ [1—cosx 18
sin | = > (18)
| x| _ [1+cosx 19
cos2 = 5 (19)
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Nékdy se hodi i nasledujici souctové vzorce:

x+y X—y

sinx +siny = 2-sin 5 oS — (20)
x+ x —

sinx —siny = 2-cos zy-sin Zy (21)
x+y xX—y

cosx +cosy = 2-cos > - COS > (22)
x + X —

cosx —cosy = —2-sin y-sin Zy (23)

Tangens a kotangens

V souradné soustavé nakresleme jednotkovou kruznici (ma stfed v pocatku soustavy souradnic a jeji
polomér je 1 jednotka) a orientovany uhel, ktery ma tmavocervenou barvu. Vrchol tihlu je opét v poc¢atku
soustavy souradnic, poc¢atecni rameno uhlu splyva s kladnou ¢asti osy u a koncové rameno prochazi
bodem B o souradnicich B = [ug ; vg], (coZ je priisec¢ik koncového ramena orientovaného thlu s te¢nou
sestrojenou k jednotkové kruZnici vbodé [1; 0]) abodem C o souradnicich C = [u.; v], (coZje prisecik
koncového ramena orientovaného uhlu s dalsi tecnou sestrojenou k jednotkové kruznici nyni v bodé
[0; 1]) — viz obrazek 16.

Tangens je funkce, jejiz hodnota je v kazdém bodé x € R, ktery neni roven lichym nasobkiim /2, rovna
svislé soutadnici vz bodu B.

Pro liché nasobky 1t/2 totiZ Zddny prisecik B nedostaneme, protozZe rameno thlu a te¢na ke kruZnici jsou
navzajem rovnobézné.
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Obrazek 16: Tangens a kotangens

A

-
>

Y
Y

tgx cotgx
Kotanges je funkce, jejiz hodnota je v kazdém bodé x € R ktery neni roven nasobkiim 1 rovna vodo-

rovné souradnici u; bodu C.

Pro nasobKky T totiZ Zzadny prisecik € nedostaneme, protoze rameno thlu a te¢na ke Kruznici jsou navzajem
rovnobézné.

Pro takto zavedené funkce z podobnosti trojuhelniki plyne

sin x CcoS X
tgx = cotgx = —
cos x sin x
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Funkce tangens: y =tgx Obréazek 17: Prevzatz [5]
YI y=tgx
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
3| x| x| 3n| S| X
—7| - —3| 0 3 T S 2n |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |

Vlastnosti funkce tangens: f:y =tgx, x € R mimo lichych nasobkili /2 (obrazek 17)
e Definicni obor funkce tangens: D(f) =R\ {g +km, k€ Z} (k je celé ¢islo)
e Obor hodnot funkce tangens: H(f) = (—oo; )
» Funkce tangens je licha: = tg(—x) = —tgx
e Funkce tangens je periodicka se zakladni periodou m
tg(x +km) =tgx, kEZ

¢ Funkce tangens je rostouci na intervalech (—g + k; g + kn) , keZ
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Tabulka hodnot funkce tangens ve vyznacnych bodech:

W]
N A
N

s
4

NENRYE

tg x 0

Funkce kotangens: y = cotgx

Vlastnosti funkce kotangens: f:y = cotgx, x € R mimo nasobkil 1 (obrazek 18)
e Definicni obor funkce kotangens: D(f) = R\ {kn, k € Z} (k je celé ¢islo)
¢ Obor hodnot funkce kotangens: H(f) = (—o0; o)
» Funkce kotangens je licha: = cotg(—x) = —cotgx
e Funkce kotangens je periodicka se zakladni periodou nt
cotg (x + km) = cotgx, k € Z
» Funkce kotangens je klesajici na intervalech (0 + km;m+ km), k€ Z
Tabulka hodnot funkce kotangens ve vyznacnych bodech:

0 T T T T 3
x 6 4 3 2 T 2"
V3
cotg x — V3 1 3 0 — 0
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Obrazek 18: Prevzat z [5]

N

y
| y=-cotgx

%




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

4.4. Funkce cyklometrické

Cyklometrické funkce budeme definovat jako inverzni funkce k odpovidajicim funkcim goniometric-
kym. To je ovSem velmi nepiesné Feceno, nebot ani jedna z goniometrickych funkci neni prosta na celém
svém defini¢nim oboru.

Podivejme se nejprve na funkci sinus. Funkce f : y =sinx, x € R, neni prosta. Ale funkce

. m T
fi1:y=sinx, xe(—;;;)

q T 3T
f,:y=sinx, xE(;;;)

fs:y=sinx, xe(n;%)

jiZ prosté jsou. Lze tedy mluvit o funkcich inverznich k témto funkcim. Pritom jedna z téchto funkci,
konkrétné funkce f,, je povazovana za ,zakladni“ a funkce k ni inverzni se nazyva arkussinus.
Obdobnou uvahu lze provést i pro ostatni goniometrické funkce.

Funkce arkussinus: y = arcsinx

Vlastnosti funkce arkussinus: f:y =arcsinx, x €(—1;1) (vizobrazek 19)

Defini¢ni obor funkce arkussinus: D(f) = (—1; 1)
Obor hodnot funkce arkussinus: H(f) = (—g; g)

Funkce arkussinus je licha: =  arcsin(—x) = —arcsinx

Funkce arkussinus neni periodicka

Funkce arkussinus je rostouci na celém svém defini¢nim oboru
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Obrazek 19: Prevzat z [5]

.\}
y = arcsin x
77 A P,
'/ y =sinx
SR 4,—--—-.\
R
~ : ; A
\ : 5 \
N —m/2 -1 L A a
N E e
AN : : 0 bom/2 \\
N P AN
\H___,7 L1 )
/
VAR P t—1/2

UvaZujme funkci f:y =sinx, x € (—g ; g). Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.

Inverzni funkce k funkci f senazyva arkussinus. Pfitom D(f %) =H(f)=(-1;1).

Funkce f:y =sinx, x € (—g; g) afunkce f!':y =arcsinx, x € (—1;1) jsounavzijem

inverzni. Jejich grafy jsou tedy soumérné podle primky y=x (osy prvniho a tretiho kvadrantu).
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Funkce arkuskosinus: vy = arccosx

Obrazek 20: Prevzat z [5]

y = arccos x

UvaZujme funkci f :y =cosx, x € (0;m). Tato funkce je klesajici, a tedy prosta.
Inverzni funkce k funkci f senazyva arkuskosinus. Pritom D(f™!)=H(f)=(-1;1).

Funkce f :y =cosx, x € (0;m) afunkce f~':y =arccosx, x € (—1;1) jsounavzijem

inverzni. Jejich grafy jsou tedy soumérné podle primky y=x (osy prvniho a tretiho kvadrantu).
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Vlastnosti funkce arkuskosinus: f :y =arccosx, x € (—1;1) (viz obrazek 20)
Defini¢ni obor funkce arkuskosinus: D(f) = (—1; 1)
Obor hodnot funkce arkuskosinus: H(f) = (0; m)

Funkce arkuskosinus neni ani licha, ani suda

Funkce arkuskosinus neni periodicka

Funkce arkuskosinus je klesajici na celém svém definicnim oboru

Funkce arkustangens: y = arctgx

Vlastnosti funkce arkustangens: f:y =arctgx, x € (—1;1) (viz obrazek 21)

Defini¢ni obor funkce arkustangens:  D(f) = (—oo; 00)
Obor hodnot funkce arkustangens: H(f) = (—g; g)

Funkce arkustangens je licha: =  arctg (—x) = —arctgx

Funkce arkustangens neni periodicka

Funkce arkustangens je rostouci na celém svém defini¢nim oboru



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Obrazek 21: Prevzat z [5]

Y y=tgx
| 11
L
| I 7
- / ¥
______ 1______ 4_(______
: - //7_/ | y = arctg x
| | X
—n/2I /o In/Z
7.
(I = 71 R B
pa [ |
,- || I
| |
| | |
(] |

UvaZujme funkci f : y = tgx, x € (—g; g) . Tato funkce je rostouci, a tedy prosta.

Inverzni funkce k funkci  f se nazyva arkustangens. Pritom D(f ') = H(f) = (—o0; ).

Funkce f:y=1tgx, x € (—g; g) afunkce f!':y =arctgx, x € (—o0;) jsounavzijem

inverzni. Jejich grafy jsou tedy soumérné podle primky y=x (osy prvniho a tfetiho kvadrantu).
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Funkce arkuskotangens: vy = arccotgx

Obrazek 22: Prevzat z [ 5]

¥
¥ =cotgx

UvaZujme funkci f :y =cotgx, x € (0;m). Tato funkce je klesajici, a tedy prosta.

Inverzni funkce k funkci f senazyvad arkuskotangens. Pritom D(f™') = H(f) = (—o0;»).

Funkce f:y =cotgx, x € (0;m) afunkce f~':y=arccotgx, x € (—o0;00) jsounavzijem

inverzni. Jejich grafy jsou tedy soumérné podle primky y=x (osy prvniho a tretiho kvadrantu).
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Vlastnosti funkce arkuskotangens: f:y =arctgx, x € (—1;1) (viz obrazek 22)

Definicni obor funkce arkuskotangens: D(f) = (—o0; )
Obor hodnot funkce arkuskotangens: H(f) = (0; )

Funkce arkuskotangens neni ani licha, ani suda

Funkce arkuskotangens neni periodicka

Funkce arkuskotangens je klesajici na celém svém definicnim oboru

Poznamka: ProtoZe pro vzajemné inverzni funkce plati

[f7HefIG) =ff)]=x pro x € D(f),
[fof7 1) =flf7'"(M]=x proxeD(),
dostavame ihned nasledujici vztahy:
T T
arcsin [sinx] =x  pro x € <_§; E> ,
sin [arcsinx] =x  pro x € (—1;1) .
Pozor! Naptiklad sloZzena funkce arcsin [sin x] je definovana pro viechna realna ¢isla x (x € R), ale
predchozi rovnost plati jen na vySe uvedeném intervalu. Proto naptiklad

M| m
arcsin [sin Z] =7 ale arcsin [sint] = 0.
VétSina kalkulacek toto zvladne, ale protoze funkéni hodnoty pocita pomoci mocninnych rad, nemusime

obdrzet naprosto presny vysledek, ale napiiklad néco takového: arcsin [sinm] = 1,225 - 10716,
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Chceme-li spocitat  f(m) = arcsin[sinm], musime si uvédomit, Ze m & (—g; g) ve kterém
(a pouze jenom v tomto intervalu) plati rovnost arcsin [sinx] = x.
Proto musime nejdrive najit takovy argument x funkce sinx, pro ktery plati sinx = sinm
tak, aby argument x leZel ve zminéném intervalu: x € (—g; g) .
Tedy:
arcsin [sin t] = arcsin 0 = arcsin [sin 0] = 0 protoZze sinmt =0 =sin0.

y = arcsin(sin x)

4.5. Mnohocleny (polynomy) a racionalni lomené funkce

Dalsi z elementarnich funkci jsou natolik diilezité, Ze jim vénujeme celou nasledujici kapitolu.
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Autorem obrazki je R. Marik
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Autorem obrazki je R. Marik

Y A
o Y
2 !
1 i R 3
! 1 T
' _z
__________ z ) \
T
Yy = arcsinw Funkce cyklometrické Yy = arccosx
___________________ ?_J_Ji_____________________ Y A
% ______________________ T
x
> 2
x
_m
S S I >
xr

y = arctgw y = arcctg x


http://user.mendelu.cz/marik/grafy-zakl-fci.pdf

Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Mnohocleny a racionalni lomena funkce
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1. Mnohocleny — polynomy

Méjme nezaporné celé ¢islo n (n € Ny) a redlna ¢isla ag, a4, ..., a,_; a nenulové redlné
¢islo a, # 0. Funkci

Poiy=a, - x"+a, ;- x" "+ ..+a,-x+a, x €ER,

nazyvame (realny) mnohoclen (polynom).
Cisla ag,a4,a,,...,a,_1,a, nazyvame Koeficienty mnohoclenu a
Cislo n nazyvame stupen mnohoclenu (piSeme: stP = n).

Stupen mnohoclenu je tedy nejvyssi mocnina nezndmé (proménné) s nenulovym koeficientem.

Poznamka: Mezi mnohocleny pocitame i tzv. nulovy mnoho¢len P : y = 0, ktery nema zadné
nenulové koeficienty. Nulovy mnohoclen nema prirazen zadny stupen.
Je nutné disledné rozliSovat mezi

mnohoclenem stupné nula — coz je vlastné nenulova konstantni funkce, jejimZ grafem je rovnobézka
s osou x riizna od této osy

a

nulovym mnohoé¢lenem — coz je nulova konstantni funkce, jejimzZ grafem je prave osa x.
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Napriklad:

Mnohoélen R :y =x® mdastupeni3. Pfitoma; =1, a, =a; = a, = 0 , protoZe plati

y=as;-x>+a, - x*+a; - x*+a,-x°=1-x>+0-x2+0-x*+0-x°
Mnoho¢len P:y=3x?*—4x+2 mastupeti2. Pritoma, =3, a; =—4, a, = 2.
Mnohoc¢len S:y=2x—3 mastupenl. Pritoma, =2, aq,=-3.

Mnoho¢len T :y =3 mastupen0. Pritom aq, = 3.

Mnohocleny jsou funkce. Lze je tedy:
sCitat — secteme koeficienty u stejnych mocnin,
odcitat — odecteme koeficienty u stejnych mocnin a

nasobit — nasobime kazdy ¢len jednoho mnohoclenu s kazdym ¢lenem druhého mnohoclenu a slouci-
me Cleny se stejnymi mocninami

a vysledkem je opét mnohoclen.

Délenim dvou mnohoclenii nemusime dostat mnohoclen. Vysledkem déleni dvou mnohoclent je vét-
Sinou obecnéjsi funkce, kterou zavedeme v kapitole Racionalni (lomend) funkce.
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1.1. Rozklad mnohocélenu na soucin

Smyslem rozkladu je napsat dany mnohoclen jako soucin co nejjednodussich mnohoclend. V redlném
oboru jsou to Cinitelé (to co se nasobi) v rozkladu

e bud linedrni — tvaru: x —a (= Kkorenovy Cinitel, pak a je kofenem daného mnohoclenu)
 nebo kvadratické — tvaru: x*+px+q, kdep?—4q <0.

Pro zopakovani uvedeme nasledujici vzorce (znamé ze stiedni skoly), které vyuzivame pti rozkladu
mnohoclenu na soucin korenovych Cinitelti.

a’ + 2ab + b? = (a + b)? (a — b)?> = a* — 2ab + b?

a® + 3a’b + 3ab* + b® = (a + b)? (a — b)® = a® —3a*b + 3ab? — b3
a*—b*=(a+b) (a—Db)

(a+b)-(a*>—ab+b*>) =a®*+b3 a®*—b®=(a—>b)-(a*+ ab + b?

1.2. Nalezeni kofentt mnohoclenu

Nalézt (realné) koreny mnohoclenu P,(x) = a, - x" + ap,_, - x" '+ ..+ a, - x +a, srealnymi
koeficienty a;, kde n >1, =znamenavyresitalgebraickourovnici P(x)=0, tedy

A X"+ a,_ - x" T+ .4+a cx+a, =0 (24)

Hledani kofenti mnohoclenu pirevadime na hledani korenii rovnice (24) = teSime rovnici. VSimnéme si,
jaklze promald n algebraické rovnice resit.
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1.2.1. Linearni rovnice

Pro n=1 jdeolinearnirovnici ax+b =0, a #0, jejiZzjediny koren je

X, =—= .
! a

1.2.2. Kvadratické rovnice

Pro n=2 jdeokvadratickourovnici ax*+bx+c =0, a+ 0, projejiz kofeny se na stredni
Skole odvozuje (doplnénim na ¢tverec) vzorec

—b +Vb?% —4ac

O povaze koteni rozhoduje diskriminant kvadratické rovnice D = b* — 4ac. Jelli D > 0, ma
rovnice dva redlné rtizné kotreny, je-li D = 0, ma jeden dvojnasobny redlny koien, aje-li D < 0,
ma dvojici komplexné sdruzenych koteni.

Rovnice tretiho (kubické) a ¢tvrtého stupné

Pro n=3 jdeokubickourovnici ax®+bx*+cx+d=0, a#0, projejizKkofeny sice existuji
tzv. Cardanovy vzorce které vSak vyjadruji realné koreny pomoci tfetich odmocnin z komplexnich cisel.

Pro rovnice ¢tvrtého stupné existuji také obecné vztahy k vypoctu korent (stejné jako Cardanovy
vzorce byly nalezeny v prvni poloviné 16. stoleti). Jejich reSeni je vSak jeSté obtiZnéjsi neZ reSeni rovnic
tretiho stupné.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Girolamo_Cardano
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Rovnice patého stupné a vyssich stupnt
Norsky matematik Abel dokazal, Ze pro koreny rovnic patého stupné (a tudiz ani vyssich stupni) ne-
existuje univerzalni vzorec. To vSak v Zddném pripadé neznamena, Ze rovnice vyssich stupnli nemaji
koteny. Tento Abeldv vysledek pouze 1ik3, Ze tyto koreny nelze vyjadrit jistym vzorcem piesné popsa-
ného typu.

Na pocatku 19. stoleti Gauss poprvé presné dokazal vétu, ktera je vzhledem k velkému vyznamu pro
tehdejsi matematiku nazyvana zdkladni vétou algebry. Tato véta tika: Libovolny polynom (s redlnymi
nebo komplexnimi koeficienty) stupné alesporti jedna md v mnoZiné komplexnich Cisel alespori jeden koren.

Dusledky zakladni véty algebry:

1. Kazdy polynom stupné n ma v komplexnim oboru pravé n  Kkofent, pocitdme-li kazdy
koren tolikrat, kolik ¢ini jeho nasobnost.

2. Ma-li mnohoclen s redlnymi koeficienty komplexni koren, potom ma i koren komplexné sdruZeny,
pricemz jejich nasobnosti jsou stejné.

Poznamka: Z predchoziho textu je jasné, Ze neexistuje zadny univerzalni postup, kterym bychom byli
schopni zjistit vSechny koreny daného polynomu. Existuje sice cela fada numerickych metod, kterymi
1ze koreny priblizné vyjadrit, ale to neni naplni tohoto kurzu.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Niels_Henrik_Abel
http://cs.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
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1.2.3. Mnohocleny s celoCiselnymi koeficienty

Méjme mnohoclen R s celoCiselnymi koeficienty:
R,(x)=a, - x"+a,_, - x"'+.+a,-x+a,, x€ER, (25)
kde n je prirozené ¢islo (1 < n € N), a,, a4, ..., a,_4, @, jsou cela ¢isla, kdy a,, # 0, a, # 0.

Pokud je «a = P (kde p, q jsou nesoudélna cela cisla) korenem mnohoclenu R, pak p déli

beze zbytku koeficient a, (piSeme p | a,) a q déli beze zbytku koeficient a,, (q | a,,).
Pti hledani racionalnich kofenti mnohoclenu R, (x) (25) postupujeme tak, ze ur¢ime k-n-k ,kan-
diddty na koren”. Tedy:

1. VypiSeme vSechna moznd raciondlni ¢isla k-n-k = Z (p, g nesoudélna = pokud lze, tak kratit)
spliujici podminky p|a, (p déli bezezbytku koeficienta,) , q|a, (q déli bezezbytku a,)

?
2. Dosazenim kazdého ,kandidata“ do mnohoclenu ovérime, zda tento je korenem: R, (k-n-k) =0

Pokud mezi takto ur¢enymi ,kandidaty“ kotfen neni, pak dany mnohoclen viibec racionalni kofen ne-
ma.

Poznamka: Uvédomte si, Ze predchozi postup lze pouzit i pro mnohocleny s racionalnimi koeficienty.
Stacdi totiz vytknout spolecny jmenovatel vSech koeficienti  a,, ...a,, .
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Priklad: Najdéte (racionalni) kofeny mnohoclenu P;(x) = 3x3® — 5x? + 8x — 4.

Reseni: Koeficienty mnohoclenu jsou celodiselné, stejné jako v pripadé (25), proto se pokusime najit

pl —4 - L . 1;2;4
713 Kandidaty na koreny jsou nasledujici Cisla:  k-n-k = iﬁ ,

koren ve tvaru:

tedy +1,+2,44,%5,+3, 42

Zbyva ovérit, které z nich je skutené korenem. Podle duisledki zakladni véty algebry ma dany
mnohoclen pravé tri koreny v komplexnim oboru, tedy z nasich kandidati mohou vyhovovat nej-
vySe tfi Cisla (presnéji: bud’ jedno, nebo tti). Ovéreni provedeme dosazenim, pticemz pro koien
mnohoclenu plati: P(koren)=0.

P(1)=2, P(-1)=-20, P(2)=16, P(—2)=—-64, P(4) =140, P(—4) = -308,

P(3) =1778, P(—7)=-7333, P(:)=0=x =- jekofen.

Tady mliZeme dosazovani ukoncit, protoZe jsme nasli jeden kotren a kazdy mnohoclen Ize vyjadrit
jako soucin svych korenovych cinitelii. Proto provedeme nasledujici déleni

(3x*—5x* +8x —4):(x—§)=(3x2—3x+6)

0 —3x% +8x
0 +6x —4
0 0

aporozkladu: 3x3>—5x*4+8x—4=(x— 2) - (3x? = 3x + 6) nam zbyva najit koireny druhé
zavorky, coZ je mnohoclen druhého stupné. TakZe vlastné reSime kvadratickou rovnici
3x*—3x+4+6=0, kterd ma komplexné sdruZzené koieny.

Zadany mnoho¢len P;(x) =3x3—5x?>+8x —4 majediny redlny kofen x; = 2 :
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Pro vypocet funkéni hodnoty mnohoclenu miizeme vyuzit nasledujiciho schématu, které se nazyva

1.2.4. Hornerovo schéma

Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6

@)

Koeficienty mnohoclenu jsou celoCiselné, stejné jako v pripadé (25). Proto vyzkouSime &

q|
po radé vSechny délitele ¢isla 6 (k-n-k = +1; +2; +3; +6), jestli nejsou kofenem.

Ovéreni, zda konkrétni kandidat je korenem, budeme zapisovat takto.
Do hlavicky schématu napiSeme postupné koeficienty u v§ech mocnin nezndmé, sefazené podle
mocnin sestupné (od koeficientu u nejvyssi mocniny po absolutni clen). Zddny koeficient nesmi-

me vynechat. Pokud néktera mocnina v mnohoclenu neni obsazena, piSeme na patfri¢né misto
schématu nulu.

¢ Do prvniho sloupce vlevo budeme postupné vkladat jednotlivé (k-n-k) kandidaty na koreny.

o =

HS 1 -1 -7 1

enk |1 [

Doplnovani schématu: ¢islo uvniti schématu (1) vyndsobime zdhlavim radku (k-n-Kk) a k soucinu
pricteme pricteme zahlavi dalsiho sloupce (—1). Vysledek (k-n-k) - (1) + (—1) napiseme v da-
ném radku do dalsiho (volného) sloupce, misto ¢erveného obdélniku.

A s Cislem uvniti schématu (vysledkem) provedeme tutéz operaci. Vynasobime zahlavim radku ...
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Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(1)+(-1)
0

1\1



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(0)+(=7)

1\1 0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(0)+(=7)
—7

1\1 0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(=7)+ ()

1\ 1 0 ~7



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

\ 1-(-1+@®
1] 1 0 ~7 —6




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(—6)+(6)

1\ 1 0 ~7 —6



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofeny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(—6)+(6)
0

1\ 1 0 ~7 —6



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkou$ime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 =7 —6 0 P(1)=0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 — -7 1 6 Zkou$ime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekoren



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce

Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
1

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce

Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 =1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

P)=x*—x*=-7x*+x+6=(x—-1)-(x+1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 =1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren
HS 1 -1 —6 ZkouSime —1; +2; +3; +6
1

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

P)=x*—x*=-7x*+x+6=(x—-1)-(x+1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 -1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren, opét jednonasobny
HS 1 -1 —6 ZkouSime —1; +2; +3; +6
-1 1 -2 —4 X, jiZz neni kotfen
2 1

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

P)=x*—x*=-7x*+x+6=(x—-1)-(x+1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 -1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren, opét jednonasobny
HS 1 -1 —6 ZkouSime —1; +2; +3; +6
-1 1 -2 —4 X, jiZz neni kotfen
2 1 1 —4 neni koten
=72 1

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

P)=x*—x*=-7x*+x+6=(x—-1)-(x+1)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 \ 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 -1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren, opét jednonasobny
HS 1 -1 —6 ZkouSime —1; +2; +3; +6
-1 1 -2 —4 X, jiZz neni kotfen
2 1 1 —4 neni koten
=2 1 -3 0 = x; = —2 je (treti) koren

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

Px)=x*—x*=-7x*4+x+6=(x—-1)-(x+1)-(x+2)(



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 | 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
HS | 1 0 = —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 1 —6 -12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 -1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren, opét jednonasobny
HS 1 -1 —6 ZkouSime —1; +2; +3; +6
-1 1 -2 —4 X, jiZz neni kotfen
2 1 1 —4 neni koten
=2 1 -3 0 = x; = —2 je (treti) koren, opét jednonasobny

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

P(x)=x*—x*—-7x>+x+6=(x—-1)-(x+1)-(x+2) (x—3) HS |1 -3

kde (¢tvrtym) korenem je Xy =3.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte kofreny mnohoc¢lenu P(x)=x*—x3—-7x*+x+6

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; £6
1 | 1 0 -7 —6 0 = x, =1 je koren
Rozklad mnoho¢lenu: x*—x3—7x*+x+6=(x—1)- (x*+0x* —=7x—-6)=(x—1)-(x>—7x—6)

Nyni hledame kofeny mnohoclenu x3—7x—6
HS | 1 0 7 —6 Zkousime £1; £2; +3; +6
1 1 -6 —12 x, podruhé jiZ neni kofen = jednondsobny Kkotren
-1 1 -1 -6 0 = x, = —1 je (druhy) koren, opét jednonasobny

Rozklad: P(x) =x*—x*-7x*+x+6=(x—-1) - (3 -7x—6)=(x—-1)[x— (D] - (x*—x—6)

Hleddme kofeny mnoho¢lenu x? —x — 6 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma)

HS | 1 -1 —6 Zkousime —1; +2; +3; +6
-1 1 -2 —4 X, jiZz neni kotfen
2 1 1 —4 neni koten
=2 1 -3 0 = x; = —2 je (treti) koren, opét jednonasobny

Rozklad mnohoclenu na soucin jeho kotenovych Cinitelt:

P(x)=x*—x*—-7x>+x+6=(x—-1)-(x+1)-(x+2) (x—3) HS |1 -3

kde (¢tvrtym) korenem je Xy =3.



Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x%+x+ 10
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce

Najdéte kofeny mnohoclenu

Raciondlni (lom.) funkce

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

p|10 1;2;5;10
2x3—7x*+x+10 —— = knk=%
ql2 1;2
ZkouSime postupné:  +- =1, = =42, +2 =5, += =410, +=, (£> = 1), £, (+3 = £5)
x3 x? x! x°
HS | 2 —7 1 10




Determ. Matice

Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

- . . p| 10 1;2;5;10
Najdéte koreny mnohoc¢lenu 2x3—7x%+x+ 10 712 = knk= t——
Zkousfme postupné:  += =+1, 2 =#2, +2 =45, +2° =410, -, (+> = 1), £, (£ = %5)

x3 x? x?! x°

HS| 2 —7 1 10
1-2)+7) 1-(-5+@) 1-(—4) +(10)

1 2 -5 —4 6



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce

L . p |10
Najdéte koreny mnohodlenu 2x3—7x%+x + 10 712
Zkousime postupné: +1, 12, 15, +10, i%,

HS | 2 —7 1 10
1 2 -5 —4 6 =0

=

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

K _+1;2;5;10
TR
+2,
2

neni koren



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

- . . p| 10 1;2;5;10
Najdéte koreny mnohodlenu 2x3—7x%+x + 10 12 = kn-k= iT
ZkousSime postupné: +1, +2, +5, +10, i%, ig,
HS | 2 —7 1 10
1 2 -5 —4 6 #0 = nenikofen

-1 2 -9 10 0 x; = —1 je koren



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

- . . p| 10 1;2;5;10
Najdéte koreny mnohodlenu 2x3—7x%+x + 10 70z = kn-k= iT
ZkousSime postupné: +1, +2, +5, +10, i%, ig,

HS | 2 —7 1 10
1 2 -5 —4 6 # 0 = nenikofen

-1 2 -9 10 0 x; = —1 je koren

Hledame kofeny mnohoclenu 2x>—9x+10 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo sch.)

ZkouSime postupné: -1, =+2, +5, =10, i%, +2

— )

x? xt x°

us

Rozklad mnohoclenu

2x3—7x*+x4+10=(x+1)-(2x*—9x+ 10)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

- . . p| 10 1;2;5;10
Najdéte koreny mnohodlenu 2x3—7x%+x + 10 70z = kn-k= iT
ZkousSime postupné: +1, +2, +5, +10, i%, ig,

HS | 2 —7 1 10
1 2 -5 —4 6 # 0 = nenikofen

-1 2 -9 10 0 x; = —1 je koren

Hledame kofeny mnohoclenu 2x>—9x+10 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo sch.)

ZkouSime postupné: -1, =+2, +5, =10, i%, +2

— )

x? xt x°

HS| 2 -9 10

Rozklad mnohoclenu

2x3—7x*+x4+10=(x+1)-(2x*—9x+ 10)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

- . . p| 10 1;2;5;10
Najdéte koreny mnohodlenu 2x3—7x%+x + 10 70z = kn-k= iT
ZkousSime postupné: +1, +2, +5, +10, i%, ig,

HS | 2 —7 1 10
1 2 -5 —4 6 #0 = nenikofen

-1 2 -9

Hledame kofeny mnohoclenu

ZkousSime postupné: —1, =2,

HS| 2 -9 10

-1 2 -11 21
2

Rozklad mnohoclenu

10 0 x; = —1 je koren

2x>—9x+10 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo sch.)

+5, $10, *-, *2

— )

jiZ neni kofen

2x3—7x*+x4+10=(x+1)-(2x*—9x+ 10)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Najdéte koreny mnohodlenu 2x3—7x%+x + 10 il k-n-k = +

10 1;2;5;10
2 - 1;2

|
q|
Zkousime postupné: +1, 12, 15, +10, +

N | =

i

HS | 2 —7 1 10
1 2 -5 —4 6 #0 = neniKkofen
-1 2 -9 10 0 x; = —1 je koren
Hledame kofeny mnohoclenu 2x>—9x+10 (metody: rozklad, diskriminant, Hornerovo sch.)

ZkouSime postupné: -1, =+2, +5, =10, i%, +2

— )

HS| 2 -9 10

-1 2 -11 21 jiZ neni kofen
2 2 -5 0 x, = 2 je koren

Rozklad mnohoclenu

2x3—7x*+x4+10=(x+1)-(2x*—9x+ 10)

2x3—7x*+x4+10=(x+1)-(x—=2)-(2x—=05)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2. Racionalni lomena funkce

Funkci danou predpisem

P(x)

Q(x)’

kde P, Q jsou mnohoclenya @ je navic nenulovy mnohoclen, nazyvame racionalni
(lomenou) funkci. Rikame, Ze funkce R je ryze lomena jestlize stP < stQ a neryze lomena
jestlize stP > stQ.

R(x) =

Napriklad
3x* +2 P
1. R,:y= o je neryze lomena racionalni funkce;
2x
2. R,:y= je ryze lomena racionalni funkce.

5x3 +7x2 +x—2
Je-li R neryze lomena racionalni funkce, pak lze provést déleni mnohoclenu mnohoclenem. Pri dé-
leni P(x):Q(x) dostaneme podil S(x) azbytek T(x).

Pritom plati stT <stQ (délime prosté tak dlouho, dokud to jde), tedy

P(x T(x)

R(X):@ :S(X)+ Q(X) c

(26)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

U mnohocleni (v predchozi kapitole) hral diilezitou roli rozklad na soucin (linearnich ¢i kvadratic-
kych Cinitelli). Podobné u racionalnich lomenych funkci je v fadé aplikaci diileZité néco podobného. Na
rozdil od mnohocleni, kde jde o rozklad na soucin, plijde zde o rozklad na soucet jednodussich raci-
ondalnich lomenych funkci, které nazyvame parcidlni zlomKky. Vlastné jde o opacny postup, kterym je
s¢itani zlomki po prevodu na spole¢ného jmenovatele.

2.1. Parcialni zlomky
jsou specialni racionalni lomené funkce. RozliSujeme dva typy parcialnich zlomkii:

A

—_— kde k je prirozené Cislo, a, A jsou realna cisla
(x —a)*

Mx + N

2+ px £ O kde k je pfirozené ¢islo, M, N, p, q jsou realna ¢isla a navic p? —4q < 0.

U prvniho typu je ve jmenovateli néjakd mocnina (tfeba i prvni) linearniho dvojclenu tvaru x — «

a v Citateli je konstanta. U druhého typu je jmenovateli néjakd mocnina (tfeba i prvni) kvadratického

troj¢lenu tvaru x? + px + q majiciho komplexni kofeny (zaporny diskriminant) a v ¢itateli je linearni

dvojclen (nebo konstanta, pokud je M rovno nule). Parcidlni zZlomKky jsou vZdy ryze lomené. A protoZe

soucet ryze lomenych racionalnich funkci (parcidlnich zlomkii) nemtize byt neryze lomena racionalni

funkce, miizeme na parcialni zlomky rozkladat pouze ryzi racionalni funkt:e). V pripadé neryzi racionalni
T(x

funkce ji nejprve délenim pirevedeme na tvar (26) a rozkladame funkci e



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2.2. Typy rozkladtli na parcialni zlomky

Nyni si ukdZeme, jak 1ze napsat v konkrétnich pripadech rozklady ryze lomené racionalni funkce

P(x)
R(x) = .
Q(x)
Realny jednonasobny kofen jmenovatele Q(x), pak: R(x) = o

kde a jekofen jmenovatele dané raciondlni lomené funkce, x-a (x minus koren) je prislusny
korenovy c¢initel a A je Cislo (parametr), ktery hledame.

Redlny n nasobny kofen jmenovatele Q(x), pak:
A B C D

x—a+(x—a)2+"'+(x—a)”‘1+(x—a)"

R(x) =

kde a je nasobny koren jmenovatele (s nasobnosti n) dané racionalni lomené funkce, x-a je
prislusny korenovy cinitela A,B,C,D jsou Cisla (parametry), ktera hledame.

Dvojice jednonasobnych komplexné sdruzenych kofenti jmenovatele Q(x), pak:
Ax+ B

a-x:2+b-x+c

R(x) =

kde a,b,c jsoukoefecienty kvadratického dvojclenu takové,ze a#0 a b?®—4ac<0,
A,B jsou cisla (parametry), ktera hledame.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Dvojice n nasobnych komplexné sdruzenych kofenti jmenovatele Q(x), pak:
Ax + B Cx+D Ex+ F Gx+H

-+ + .+ +
a-x*+b-x+c (a-x*+b-x+c)? (a-x*+b-x+c)"* (a-x*+b-x+c)"

R(x) =

kde a,b,c jsoukoefecienty kvadratického dvoj¢lenu takové,ze a+#0 a b*—4ac<0,
A,B,C,D jsou cisla (parametry), ktera hledame.

2.3. Postup rozkladu racionalni lomené funkce na parcialni zlomky

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.

Pokud NENi ryzi (v ¢itateli ,nahore” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢&i vyssi-
ho radu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené délent.
Pripadny zbytek po tomto déleni je jiz ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud' vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koreny hleddme pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojc¢lenem. Pritom vyuZivame nasledujici vlastnost (25).



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Celociselny kofen mnohoclenu s celociselnymi koeficienty
R,(x)=ax"+a,_x"*'+..+a,x+a,, x€R,
kde n jeprirozenécislo(1<n€eN), a,ay..a,_1,a, jsoucelacisla (a,#0, a, #0)

musi bezezbytku délit (byt délitelem) jeho absolutni ¢len (koeficient a, u proménné x° - kterd
tam nenti)

Pro raciondlni koren a = s (kde p,q jsou nesoudélnd cela Cisla = pokratit!) mnohoclenu

s celociselnymi koeficienty plati,Ze: p déli bezezbytku koeficient a, a q déli a,.
a
Tedy: a= pla,
q|a,

3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

Pfi urcovani parametrii vyuzivime nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) po-
té, co rovnici vyndsobime spolecnym jmenovatelem (abychom se zbavili zlomk) a tim dostaneme
rovnost dvou mnohoclent.

Dosazujeme za x vhodna Cisla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funk¢ni hodnoty pro vSechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné prislusné koeficienty.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—-1

RozlozZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
X3 —x



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionlni (lom.) funkce Interpolace, MNC

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—-1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
x3—x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

Posloupnosti (apl.)

v v/

Pokud NENI ryzi (v Citateli ,nahofe” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢i vyssi-
ho fadu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole“), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené déleni.

Pripadny zbytek po tomto délent je jiz ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—-1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
x3 —x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koreny hledame pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—-1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
x3 —x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koreny hledame pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem.

Souéin kofenovych Einiteld: B-x=x-x*-D=x-(x+1)-(x—-1)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
x3—x

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je mensi nez stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykanim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych Einiteld: -x=x-x*-1)=x-(x+1)-(x—1)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a urécime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

i .. (0)? +2(x) -1 A B
Typy parcialnich zlomkd: R(x) = @ [+ [0=1] ;+x 1 +x 1
Pfi ur¢ovani parametra vyuzivame nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) poté, co
rovnici vyndsobime spolecnym jmenovatelem (abychom se zbavili zZlomk) a tim dostaneme rovnost
dvou mnohoclent.

| x-(x+1)-(x—1)

Dosazujeme za x vhodna Cisla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funk¢ni hodnoty pro vSechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné prislusné koeficienty.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
x3—x

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykdnim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napt. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych Einiteld: B-x=x-x*-1D)=x-(x+1)-(x—-1)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

o i ()2 +2(x) -1 A B C
Typy parcidlnich zlomkd: R(x) = @[ +1]- [0 =1] = ;+x — +m | x-(x+1)-(x—1)

Uréeni parametri: (x)>+2(x)—1=A-[(x)+1]-[(x) —1]+B-(x)-[(x) —1]+C - (x) - [(x) + 1]

x=0 : (002+2-(0)—1=A-[(0)+1]-[(0)—1]+0+0 =-1=-A= A=1
x=1 : (1D2+2-(1)—1=0+0+C-(1)-[(1)+1] = 2=2= (=1
x=-1: (-1)242-(-1)-1=0+B-(-1)-[(-1)—1]+0 =-2=2B= B=-1



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné jednonasobné koreny jmenovatele
x2+2x—-1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = 3
x3—x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych Einiteld: ¥P-x=x-x-D=x-(x+1) -(x—-1)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

o . ()% +2(x)—1 A B
Typy parcialnich zlomkd: R(x) = © [0 +1] [@) =1 = po + p— + T

| x-(x+1)-(x—1)

. x*+2x—-1 1 -1 1
Vysledek: R(x):ﬁ:;+x+1+x—1

Spravnost vypoctu mizeme oveérit tak, Ze vSechny tii parcialni zlomky secteme (samoziejmé je pti sci-
tani prevedeme na spolecného jmenovatele) a musime dostat opét zadanou funkci  R(x).



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné vicenasobné koreny jmenovatele

2
x“+x-—1
RozlozZte na parcialni zlomky racionalnilomenou funkci: R(X) = —3———
x3—x



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné vicenasobné koreny jmenovatele

2
x“+x-—1
Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci: R(X) = —3———
x3—x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

v v/

Pokud NENI ryzi (v Citateli ,nahofe” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢i vyssi-
ho fadu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole“), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené déleni.
Pripadny zbytek po tomto délent je jiz ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionlni (lom.) funkce Interpolace, MNC

Redlné vicenasobné koreny jmenovatele

2
x“+x-—1
Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci: R(X) = —3———
x3—x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

Posloupnosti (apl.)

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.
Koreny hledame pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym

dvojclenem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionlni (lom.) funkce Interpolace, MNC

Redlné vicenasobné koreny jmenovatele

2
x“+x-—1
Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci: R(X) = —3———
x3—x

1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

Posloupnosti (apl.)

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.
Koreny hledame pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym

dvojclenem.

Souéin kofenovych éiniteld: x3-x2=x*(x—1)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné vicendasobné koreny jmenovatele
. P o : x*+x-1
Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci: RX) = —7F—>-
x3—x

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je mensi nez stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykanim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych Einiteld: x3—-x2=x*(x—1)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a urécime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

2
:(x)+(x) 1: A +§+£ |
x)?-[(x)—1] x—-1 x «x?
Pfi ur¢ovani parametra vyuzivame nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) poté, co
rovnici vyndsobime spolecnym jmenovatelem (abychom se zbavili zZlomk) a tim dostaneme rovnost
dvou mnohoclent.

Typy parcialnich zlomkii: R(x) x2-(x—1)

Dosazujeme za x vhodna Cisla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funk¢ni hodnoty pro vSechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné prislusné koeficienty.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné vicenasobné koreny jmenovatele

2

x“+x-—1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci: R(X) = —3——-
x3—x

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykdnim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych Einiteld: x3=-x2=x*(x—1)
3. Stanovime typy parcialnich zlomkl a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

@+ -1 A B C 2 (0 _
S -1 -1 x e | ¥ &=

Typy parcialnich zlomku: R(x)

Uréeni parametri: ()2 + () —1=A4-x)*+B-(x) - [(x) —1]+C - [(x) — 1]

x=0: (002+(0)—1=040+C-[(0)—1] =-1=—C = (=1
x=1: (?+@Q)—-1=4-(12+0+0 = 1=4 = A=1

A=1

x% 1=A+B = 1=1+B= B=0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Redlné vicenasobné koreny jmenovatele

. o o : x*+x-1
RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci: R(x) = pv
1. Ovéfrime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych Einiteld: x—xt=x*-(x—-1)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

@+ -1 A B C

Typy parcialnich zlomka: R(x)_(x)z-[(x)—l]_x—1+;+ﬁ | x%-(x—1)
Vieledek pp o Xx-1_ 10 1 11
Uiasa s () = x3—x2  x—1 x x2 x—1 «x2

Spravnost vypoctu miizeme ovérit tak, Zze oba dva parcialni zlomky seCteme (samoziejmé je pri sc¢itani
prevedeme na spole¢ného jmenovatele) a musime dostat opét zadanou funkci  R(x) .



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele

x2+x+1

RozlozZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) = o
x3+x



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele

> +x+1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = i
x3+x

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

v v/

Pokud NENI ryzi (v Citateli ,nahofe” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢i vyssi-
ho fadu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole“), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené déleni.
Pripadny zbytek po tomto délent je jiz ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionlni (lom.) funkce Interpolace, MNC

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele

> +x+1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = i
x3+x

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

Posloupnosti (apl.)

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.
Koreny hleddme pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym

dvojclenem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele

> +x+1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = i
x3+x

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koreny hleddme pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem.

Souéin kofenovych Einiteld: B+x=x-(x*+1) Koteny zavorky jsou komplexni.

ProtoZze x? > 0 (pro kazdé redlné ¢islo x), musiplatit x*+1=>1. Tedy x>+ 1 +#0
a proto neexistuje realny koten (kvadratického dvojclenu) mnohoclenu v zavorce.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele

x> +x+1

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = oy
x3+x

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je mensi nez stupein jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykanim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

Soucin kofenovych €initeli: +x=x-(x*+1) Kotreny zavorky jsou komplexni.
3. Stanovime typy parcialnich zlomk a urécime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

_(@)*+®+1 A B-x+C
T @+l x e+l
Pfi ur¢ovani parametra vyuzivame nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) poté, co
rovnici vyndsobime spolecnym jmenovatelem (abychom se zbavili zZlomk) a tim dostaneme rovnost
dvou mnohoclent.

Typy parcialnich zlomkii: R(x) | x-(x*+1)

Dosazujeme za x vhodna Cisla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funk¢ni hodnoty pro vSechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné prislusné koeficienty.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
. oy TR : x?+x+1
RozloZte na parcidlni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) = —5 .
x3+x
1. OvéFime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je mensi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud' vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Sougin kofenovych €initeld: B+x=x-(x*+1) Koteny zavorky jsou komplexni.
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

_(*+®+1 A B-x+C
@ [2+1] x . 2rd

Typy parcialnich zlomka: R(x) | x-(x*+1)

Uréeni parametri: )P+ @) +1=A-[(x)*+1]+[B-(x)+C] - (x)

x=0: (02+(0)+1=A4-[(02+1]+0 =1=4 =
X2 1=A+B S 1=1+B>

a T o
Il
N T

X : 1=C =



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Jednonasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele

. o o : x?+x+1
Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) = i

x3+x
1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (2) je menSi neZ stupen jmenovatele (3).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Soucin kofenovych ciniteli: +x=x-(x*+1) Koteny zavorky jsou komplexni.
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

P+ +1 _ A B-x+C

Typy parcialnich zlomka: R(x)_(x)-[(x)2+1] =7 1 | x-(x*+1)
— . _x2+x+1_1+0-x+1_1+ 1
L () = 3+x  x x2+1  x x2+1

Spravnost vypoctu miiZeme ovérit tak, Zze oba dva vysledné parcidlni zlomKky seCteme (samoziejmeé je
pfi sc¢itani prevedeme na spolecného jmenovatele) a musime dostat opét zadanou funkci  R(x) .



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
x*+x®+2x*+1
x7 +2x% +x3

RozlozZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
xt+x3+2x2+1
x7 +2x%+ x3

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.

v v/

Pokud NENI ryzi (v Citateli ,nahofe” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢i vyssi-
ho fadu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole“), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené déleni.
Pripadny zbytek po tomto délent je jiz ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
xt+x3+2x2+1
x7 +2x%+ x3

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (4) je menSi neZ stupen jmenovatele (7).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koreny hleddme pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
xt+x3+2x2+1
x7 +2x%+ x3

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (4) je menSi neZ stupen jmenovatele (7).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koreny hleddme pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem.

Souéin kofenovych &initeld x7 +2x5 +x% =x3 - (x% 4+ 1)? Koteny zavorky jsou komplexni.

ProtoZze x? > 0 (pro kazdé redlné ¢islo x), musiplatit x*+1=>1. Tedy x>+ 1 +#0
a proto neexistuje realny koten (kvadratického dvojclenu) mnohoclenu v zavorce.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
xt*+xd+2x2+1
x7 +2x54x3

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) =

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (4) je mensi nez stupen jmenovatele (7).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykanim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

Souéin kofenovych €initeld x” +2x° 4+ x3=x3 (2% + 1)? Koteny zavorky jsou komplexni.
3. Stanovime typy parcialnich zlomk a urécime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

o . A B C D-x+E F-x+G s 5
Typy parcialnich zlomkda R(x) = p + s I e I 21 I G2t 1) | x*-(x*+1)
Pfi ur¢ovani parametra vyuzivame nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) poté, co
rovnici vyndsobime spole¢nym jmenovatelem (abychom se zbavili zZlomk) a tim dostaneme rovnost
dvou mnohoclent.

Dosazujeme za x vhodna ¢isla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funkéni hodnoty pro vSechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné piislusné koeficienty.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
xt+x3+2x2+1
x7 +2x%+ x3

RozloZte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (4) je mensi neZ stupen jmenovatele (7).

Soucin kofenovych €initeli x” +2x° 4+ x3=x3 (x* + 1)? Koteny zavorky jsou komplexni.

o . A B C D-x+E F-x+G 3 o )
Typy parcialnich zlomkd R(x)=;+;+;+ 1 +(x2+1)2 | x*-(x*+1)

Uréeni parametra: xt+x3+2x2+1=

=A-x*- (x*+1)?*+B-x-(x*+1)?*+C-(x*+1)>+D -x+E)- x> - x>+ 1)+ F -x+G6) -x3=
=A - (x®+2x*+x)+B- (x°+2x3+x)+C-(x*+2x*+ 1)+ D - (x° +xH+E-(x°+x3)+F-x*+G-x3

x=0: 1=C = =1
X : 0=B = =0
X2 ¢ 2=A+2C = 2=442 —  A=0
X : 0=B+E 2 0=04+E — E=0
X : 0=A+D S 0=04+D — D=0
x* ¢ 1=24+4C+D+F S1=0+1+40+F= ~0
X* : 1=2B+E+G 2 1=04046 = G=1



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Vicenasobné komplexné sdruzené koreny jmenovatele
xt+x3+2x2+1
x7 +2x%+ x3

Rozlozte na parcialni zZlomky racionalni lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana raciondlni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stupen Citatele (4) je menSi neZ stupen jmenovatele (7).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Soutin kofenovych €initeld x4+ 2x° +x3 =x3 - (x? + 1)? Koteny zavorky jsou komplexni.

3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

o . B C D-x+E F-x+G s o 5
Typy parcialnich zlomkd R(x)=;+;+;+ 1 +(x2+1)2 | x°-(x*+1)

Vsledek . _x4+x3+2x2+1_0+0+1+O-x+0+0-x+1_1+ 1
UL W= e T eteEt ert (2+ 1?2 x3 (x%+1)2

Spravnost vypoctu miiZeme oveérit tak, Zze oba dva vysledné parcidlni zlomKky seCteme (samoziejmé je
pti sc¢itani prevedeme na spolecného jmenovatele) a musime dostat opét zadanou funkci  R(x).



” . o o . x3+14x*—-3x—24
Priklad 1. RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) = p

Y—x3-T7x2+x+6

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

o . o e _ x3+14x*—-3x—24
Priklad 1. RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
x*—x3—-7x2+x+6

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.

Pokud NENI ryzi (v ¢itateli ,nahofe” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢i vyssi-
ho fadu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole“), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené déleni.
Pripadny zbytek po tomto déleni je jiz ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

” . s o , x3+14x*-3x—24
Priklad 1. RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
x*—x3—-7x2+x+6

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (3) je mensi nez stupeinl jmenovatele (4).



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

. . P o : x®+14x? —3x — 24
Priklad 1. Rozlozte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
x*—=x3-7x>4+x+6

1. Ovérime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.
ANO, je ryzi. Stuper Citatele (3) je mensi nez stupein jmenovatele (4).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud' vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

Koteny hleddame pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem. Pritom vyuZivame nasledujici vlastnost (25).

Celociselny koren mnohoclenu s celociselnymi koeficienty
R,(®)=ax"+a, x"*'+..+a,x+a,, x€ER,
kde n jeprirozenécislo(1<n€eN), a,ay,..a,_1,a, jsoucelacisla, (a, #0, a, #0)

musi bezezbytku délit (byt délitelem) jeho absolutni ¢len (koeficient a, u proménné x° - kterd
tam nenti!)

Pro raciondlni kofren a = S (kde p,q jsou nesoudélnd cela Cisla = pokratit!) mnohoclenu
s celociselnymi koeficienty plati, Ze: p déli bezezbytku koeficient a, a q déli a,.

=p|(10
qla,

Tedy: a



Hledame kofeny mnohoc¢lenu x*—x3—-7x>+x+6.

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Najdéte kofeny mnohoclenu P(x) =x*—x3—7x*+x+6

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
x* x3 x? x? x°

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

\ T-(D + (=D
1| 1 0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1-(0) + (=7)
—7



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

T-=D+ @)
—6



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1-(=6) + (6)
1 1 0 =7 —6 0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if

HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 —7 -6 0 P(1) =0



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 0 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; £6

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 0 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; £6

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 0 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; £6

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 0 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; £6

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF ; pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 0 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; £6

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF . pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 1 -6 —12 # 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny
1

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce

Raciondlni (lom.) funkce

Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

=
()}

1;2;3;6
1

= kn-k=+

Q
[E

ZkouSime +1; +2; +3; +6

P(1) =0=x; =1 jekofen

# 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny

Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6
HS ‘ 1 -1 -7 1 6
1 \ 1 0 —7 -6 0
HS | 1 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 -6 —-12
-1 1
Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF . pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 1 -6 —12 # 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny
-1 1 -1 —6 0

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF . pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 \ 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 1 -6 —12 # 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny

-1 1 -1 -6 0 = x, =-1 je (druhy) kofen:
Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)

X1 PxX)=x*—x*-7x*+x+6=(x—-1) [x—(—1] (x*—x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF . pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6
1 | 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 0 ~7 —6 Zkousime +1; £2; +3; +6
1 1 -6 —12 # 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny
-1 1 -1 —6 0 = x,=-1 je(druhy)kofen: x*—-x—-6=0

reSime rozkladem, diskriminantem, Hornerovym s.

Rozklad:  x, Px)=x*—x®—7x?+x+6=(x—-1) - (x®*-7x—6)
Px)=x*—-x*-7x"+x+6=(x-1) [x—(-1] (x> —x - 6)

X1;2



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF . pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 | 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 1 -6 —12 # 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny
-1 1 -1 —6 0 = x,=-1 je(druhy)kofen: x*—-x—-6=0

a b G reSime rozkladem, diskriminantem, Hornerovym s.
_ —b+Vb?—4dac —(-1)+/(-1)2-4-(1)-(—6) 1+£VI+24 1£+v25 1%5

Xair = 2a - 2-(1) - 2 -T2 T2
Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)

X1 P)=x*—x*=-7x*+x+6=(x—-1)-[x—(-1)] - (x* —x—6)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

jdéte koF . pl6 1;2;3;6
Najdéte kofreny mnoho¢lenu P(x) =x*—x>—-7x*+x+6 711 = kn-k= if
HS ‘ 1 -1 -7 1 6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 | 1 0 -7 —6 0 P(1) =0=x; =1 jekofen
HS | 1 ~7 —6 Zkousime +1; +2; +3; +6

1 1 -6 —12 # 0 = (prvni) kofen x; =1 jejednondsobny
-1 1 -1 —6 0 = x,=-1 je(druhy)kofen: x*—-x—-6=0

a b G reSime rozkladem, diskriminantem, Hornerovym s.
_ —b+Vb?—4dac —(-1)+/(-1)2-4-(1)-(—6) 1+£VI+24 1£+v25 1%5
Xair = 2a - 2-(1) - 2 -T2 T2
X3=12L5=3 x4=12;5=—2

Rozklad: x; Px)=x*—x3—-7x*+x+6=(x—-1)-(x>*—7x—6)

X1 P)=x*—x*=-7x*+x+6=(x—-1)-[x—(-1)] - (x* —x—6)
X134 PE)=x*—2-7x*4+x+6=x—-1) - (x+1) - (x—3) - (x+2)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

o . o e _ x3+14x*—-3x—24
Priklad 1. RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
x*—x3—-7x2+x+6

ANO, je ryzi. Stuper Citatele (3) je mensi neZ stupeinl jmenovatele (4).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykdnim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

xt—x3 =T +x+6=(x—-1)-(x+1)-(x+2) (x—3)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

x3 + 14x? — 3x — 24 A B C D
x*=—x3-7x2+x+6 x—-1 x+1 x+2 x-3

Pfi urcovani parametra vyuzivame nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) poté, co
rovnici vyndsobime spolecnym jmenovatelem (abychom se zbavili zlomkii) a tim dostaneme rovnost
dvou mnohoclent.

Typy parcialnich zlomku:

Dosazujeme za x vhodna ¢isla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funk¢ni hodnoty pro vsechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné prislusné koeficienty.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

o . o e _ x3+14x*—-3x—24
Priklad 1. RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
x*—x3—-7x2+x+6

ANO, je ryzi. Stupen Citatele (3) je mensi neZ stupen jmenovatele (4).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykanim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

xt—x3 =T +x+6=(x—-1)-(x+1)-(x+2) (x—3)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

x3 4+ 14x* — 3x — 24 A B C D

T arcidlnich zlomka: = + + +
YPyp x*—x3—-7x2+x+6 x—-1 x+1 x+2 x-3

Urceni parametrii  po vynasobeni spoleCnym jmenovatelem (dosadime postupné kotreny):
x3 4+ 14x* —3x — 24 =
=A(x+1)-(x+2)-(x—3)+B-(x—1)-(x+2)-(x—=3)+C-(x—1)-(x+1)-(x—3)+D-(x—1)-(x+1)-(x+2)

=1 : (1)3+14-(1)2=3-(1)—24 = A-[(1)+1]-[(1)+2][(1)-3]+0+0+0 = -12=-12A= A=1
= —1: (-1)%+14-(-1)2-3-(-1)—24 = 0+B-[(-1)-1]-[(-1)+2]-[(-1)-3]+0+0 = —8 = 8B = B=-1

= —2:  (-2)%+14-(-2)2-3-(-2)—24 = 0+0+C-[(-2)-1]-[(-2)+1]-[(-2)-3]+0 = 30=—-15C = (C = -2

R R R R

=3 : (3)3+14-(3)2-3-(3)—24 = 0+0+0+D-[(3)—1]-[(3)+1]-[(3)+2] = 120=40D = D =3



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

o . o e _ x3+14x*—-3x—24
Priklad 1. RozloZte na parcialni zlomky racionalni lomenou funkci R(x) =
x*—x3—-7x2+x+6

ANO, je ryzi. Stuper Citatele (3) je mensi neZ stupeinl jmenovatele (4).

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykanim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kofeny, napi. Hornerovym schématem.

xt—x3 =T +x+6=(x—-1)-(x+1)-(x+2) (x—3)
3. Stanovime typy parcialnich zlomku a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

x3 4+ 14x%? — 3x — 24 A B C D
x*—x3—-7x24+x+6 x—1 x+1 x+4+2 x-3

Typy parcialnich zlomku:

do kterych dosadime vypoctené parametry: A=1 ; B=-1 ; C=-2 ; D=3
Vysledek:
. _ xX*+14x* -3x-24 1 N -1 N -2 N 3
(x)_x4—x3—7x2+x+6_x—1 x+1 x+2 x-3

Spravnost vypoctu mizeme ovérit tak, ze vSechny ¢tyti vysledné parcidlni zlomky se¢teme (samoziejmé
je pri s¢itani prevedeme na spolecného jmenovatele) a musime dostat opét zadanou funkci R(x)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =

1. Ovéfime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryazi.

Pokud NENi ryzi (v ¢itateli ,nahore” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢&i vyssi-
ho radu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole*), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené délent.
Pripadny zbytek po tomto déleni je jiz ryzi raciondlni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.

Pokud NENi ryzi (v ¢itateli ,nahore” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢&i vyssi-
ho radu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole*), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené délent.
Pripadny zbytek po tomto déleni je jiz ryzi raciondlni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.

NE, neniryzi. Stupen Citatele (5) je vétsi neZ stupen jmenovatele (3). Zadana funkce se da rozlozit:

zbytek po déleni

i) = Pleg) s Q) Lol Q(x):2x3—7x2+x+10'

Proto podélime citatel jmenovatelem.
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2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zlomky rac.lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.

Pokud NENI ryzi (v Citateli ,nahofe” zadané racionalni lomené funkce je mnohoclen stejného ¢i vyssi-
ho fadu jako ma mnohoclen jmenovatele ,dole“), provedeme zlomkovou ¢arou naznacené déleni.
Piipadny zbytek po tomto déleni je jiZ ryzi racionalni lomena funkce.

Pokud JE ryzi, pokracujeme druhym bodem.

NE, neni ryzi. Stupen Citatele (5) je vétsi neZ stupen jmenovatele (3). Zadana funkce se da rozlozit:

zbytek po déleni
2x3—7x*+x+10

R(x)=P(x)+Q(x), kde Q(x)= Proto podélime Citatel jmenovatelem.

3x%?—22x+ 38
2x3—7x2+x+ 10

(2x°=7x*— x3420x2—23x+28): 2x*—7x*+x+10)=x*—1+
—(2x°=7x*+ x3+10x?%)
—2x3+10x*>—23 x+28
—(—2x3+ 7x*— x-10)
3x%—22x+38

3x2—-22x+38

Nebo jinak: R(x) =P(x) +Q(x), kde P(x)=x*-1 a Q)= 2B —T7x2+x+10

Tedy

. _2x5—7x4—x3+20x2—23x+28_ 214 3x?>—22x+ 38
) = 2x3—7x2+x+10 - 2x3—7x2+x+10

Na parcialni zlomky budeme rozkladat racionalni lomenou funkci  Q(x) .
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2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =

1. Ovérime, zda zadana racionalni lomena funkce je ryzi.

NE, neni ryzi. Stupen Citatele (5) je vétSi nez stupen jmenovatele (3). Zadana funkce se da rozlozit:

3x?—22x+ 38
2x3—7x2+x+10 °

R(x)=P(x)+Q(x), kde Px)=x*—1 a Q)=

Tedy

2x5—7x4—x3+20x2—23x+28_ 214 3x?—22x+38
2x3—7x2+x+ 10 - 2x3—7x2+x+10

R(x) =
Na parcialni zlomky budeme rozkladat racionalni lomenou funkci  Q(x) .

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud' vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koieny, napi. Hornerovym schématem.

Koteny hleddme pouze realné. Komplexné sdruzené nevycislujeme, ale nahradime je kvadratickym
dvojclenem. Pritom vyuZivame nasledujici vlastnost (25).

Celociselny kofen mnohoclenu s celo¢iselnymi koeficienty
R,()=ax"+a,_ x"*'+..+a,x+a,, x€ER,
kde n jeprirozenécislo(1 <n€N), a,ay,..a,_4,a, jsoucelacisla (a,+0, a, # 0)

musi bezezbytku délit (byt délitelem) jeho absolutni ¢len (koeficient a, u proménné x° - kterd
tam nenti)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Pro raciondlni kofen a = % (kde p,q jsou nesoudélnd cela Cisla = pokratit!) mnohoclenu

s celociselnymi koeficienty plati,Ze: p déli bezezbytku koeficient a, a q déli a,.
a
Tedy: a= P14
q|ay
Hleddme kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10.

V nasem pripadé
_p|10_+1;2;5;10
g2z T 152

a kandidaty na koteny jsou potom

1 2 5 10
k-n-k=+1; +2; +£5; =+10; izz i§=i1 if; +— =45

ZlomKy, které jsou tvoreny soudélnymi Cisly napted zkratime.

Ktery ze vSech uvedenych kandidatl na koten je skutecné kofenem, ovérime Hornerovym schéma-
tem. Z predchoziho vime (dlsledky zakladni véty algebry), Ze mliZeme mit bud’ jeden redlny kotfen nebo
ti'i redlné koreny, protoZe stupen rozkladaného mnohoclenu je tti.



Najdéte koreny mnohoc¢lenu 2x3—7x*+x+10.
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p| 10 1;2;5;10

Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. = ar
ql2 1;2
x3 x? x! x° zkou$ime:




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

- . . p| 10 1;2;5;10
Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. 712 == 12

zkousSime:

HS 2 —7 1 10 +1, 42, 45,410, 45,1
T+ (7)) 1 (5 +@ 1 (4 +(10)

1 2 -5 —4 6




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

p| 10 1;2;5;10

Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. = ar
ql2 1;2
zkouSime:
1 2 -5 —4 6 P(1) = 6 # 0 = neni kofen
2
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p| 10 1;2;5;10

Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. = ar
ql2 1;2
zkouSime:
1 2 -5 —4 6 P(1) = 6 # 0 = neni kofen
-1 2 =0 10 0 x, =—1 jekoren




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

p| 10 1;2;5;10

Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. = ar
ql2 1;2
zkouSime:
1 2 -5 —4 6 P(1) = 6 # 0 = neni kofen
-1 2 =0 10 0 x, =—1 jekoren

Dalsi koreny hledame jakoukoliv metodou: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma, ...

Rozklad mnohoc¢lenu
x,=—-1: 2x3—7x*4+x+10=[x—(-1)] - (2x*—-9x+10)
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p| 10 1;2;5;10

Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. = ar
ql2 1;2
zkouSime:
1 2 -5 —4 6 P(1) = 6 # 0 = neni kofen
-1 2 =0 10 0 x, =—1 jekoren
a b c

Dalsi koreny hledame jakoukoliv metodou: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma, ...

btV —dac (-9 (=92 —4-(2)-(10) 9+VBI—80 9+vi 9+1
Yo = 2a = 2-(2) - 4 T2 T a

Rozklad mnohoc¢lenu
x,=—-1: 2x3—7x*4+x+10=[x—(-1)] - (2x*—-9x+10)
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p| 10 1;2;5;10

Najdéte kofeny mnohoclenu 2x3—7x*+x+10. = ar
ql2 1;2
zkouSime:
1 2 -5 —4 6 P(1) = 6 # 0 = neni kofen
-1 2 =0 10 0 x, =—1 jekoren
a b c

Dalsi koreny hledame jakoukoliv metodou: rozklad, diskriminant, Hornerovo schéma, ...

btV —dac (-9 (=92 —4-(2)-(10) 9+VBI—80 9+vi 9+1
Yo = 2a = 2-(2) - 4 T2 T a

Rozklad mnohoclenu
#p=-1 2x°-7x+x+10=[x— (-1)]- 222 - 9x +10) = (x +1) - [2- (x* - 2x + 5)]

Xz ¢ 203 -7x+x+10=(@+1)[2-(x—3) - (x—-2)]=(x+1)- 2x—5)-(x - 2)



Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =

NE, neni ryzi. Stupen Citatele (5) je vétSi neZ stupen jmenovatele (3). Zadana funkce se da rozlozit:

R _2x5—7x4—x3+20x2—23x+28_ 244 3x%>—22x+38
) = 2x3 — 722 +x+10 - 23 —7x2+x+10

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

2x3—7x*+x+10=(x+1)-(x—2)-(2x—05)

3. Stanovime typy parcialnich zlomkut a ur¢ime parametry. Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

o . 3x2—22x+ 38 A B C
Typy parcialnich zlomka: + s [(x+1)-(x—2)-(2x—5)

20 —7x2+x+10 x+1 x—2 2x

Pfi ur¢ovani parametra vyuzivame nasledujici dvé metody (pripadné je vhodné kombinujeme) poté, co
rovnici vyndsobime spolecnym jmenovatelem (abychom se zbavili zZlomk) a tim dostaneme rovnost
dvou mnohoclent.

Dosazujeme za x vhodna Cisla, nejlépe koreny jmenovatele.
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné funkéni hodnoty pro vSechna x.

Porovname koeficienty u odpovidajicich si mocnin proménné x .
ProtoZe maji-li se dva mnohocleny rovnat, museji mit stejné prislusné koeficienty.
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2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =

NE, neni ryzi. Stupen Citatele (5) je vétSi neZ stupen jmenovatele (3). Zadana funkce se da rozlozit:

R _2x5—7x4—x3+20x2—23x+28_ 244 3x%>—22x+38
) = 2x3 — 722 +x+10 - 23 —7x2+x+10

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud vytykanim pied zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych cinitelii najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) koreny, napi. Hornerovym schématem.

2x3—7x*+x+10=(x+1)-(x—2)-(2x—05)
3. Stanovime typy parcialnich zlomkut a ur¢ime parametry. Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

3x*—22x+38 A N B N
2x3—7x24+x+10 x4+1 x—-2 2x

C
Typy parcialnich zlomka: s [(x+1)-(x—2)-(2x—5)
Uréeni parametr: 3x?2—22x+38=A4-(x—2)-2x—-5)+B-(x+1)-2x—-5+C-(x+1)-(x—2)
x=-1 = 3 (-1)*-22-(-1D)+38=A4-[(-1)-2]-[2:(-1)-5]+0+0 =63 =214 = A=3
x =2 = 3-(2)*—-22:(2)+38 = 0+B-[(2)+1]-[2:(2)-5]+0 = 6 = —3B = B=-2
x=25 = 3-(25?%-22-(25)+38=0+0+C-[(25)+1]-[(25)—-2]=175=1,75C = C =1

A po dosazeni
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2x> —7x*—x®+20x%>—-23x+28
2x3—7x2+x+ 10

Pf. 2. RozloZte na parc. zZlomky rac.lomenou funkci R(x) =

NE, neni ryzi. Stupen Citatele (5) je vétSi neZ stupen jmenovatele (3). Zadana funkce se da rozlozit:

3x?>—22x+ 38
2x3 —7x2+x+10 °

R(x)=P(x)+Q(x), kde P(x)=x*-1 a Q)=

Tedy
2x5—7x4—x3+20x2—23x+28_ 3x%2—-22x+38

=x*—-1+
2x3—7x2+x+10 2x3—7x2+x+10

R(x) =
Na parcialni zlomky budeme rozkladat racionalni lomenou funkci  Q(x) .

2. Mnohoclen ve jmenovateli rozloZime na soucin. Bud’ vytykdnim pted zavorku, nebo pro soucin ko-
renovych Cinitelit najdeme vSechny (vCetné jejich nasobnosti) kotfeny, napi- Hornerovym schématem.

2x3—7x*+x4+10=(x+1)-(x—2)-(2x—05)
3. Stanovime typy parcialnich zlomkl a uréime parametry.  Pocet parametrii = stuperi jmenovatele!

3x?>—22x+ 38 B A N B N
2x3—7x24+x+10 x4+1 x—-2 2x

C
Typy parcialnich zlomk: s [(x+1)-(x—2)-(2x—5)

Vysledek:

. _2x5—7x4—x3+20x2—23x+28_ 214 3 N -2 N 1
2 = 2x3—7x2+x+ 10 - x+1 x—2 2x-5
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2.6. Zavérecna poznamka k rozkladu na parcialni zlomky

V prikladu, kdy jsme méli rozloZit NEryze lomenou racionalni funkci, jsme jako odhadovany rozklad na
parcialni zlomky uvedli

3x?>—22x+38 A N B N C
2x3—7x2+x4+10 x+1 x—-2 2x-5

o i1 Co ey v e oy 5
kde treti parcialni zlomek ma ve jmenovateli linearni dvojclen 2x —5. Tedy treti kofen je x; = >
Pfitom v ivodu jsme rikali, Ze parcidlni zlomek pro realny kofen jmenovatele mliZe mit pouze tvar

A
(x —a)*
Neméli bychom odhadovany rozklad tedy psat
3x*—22x+ 38 A B* (o

= + + ? 27
2x3—7x2+x+10 x+1 x—-2 ,_2 (27)

Urceme tento ,,ohvézdickovany“ rozklad. RozloZime jmenovatele na soucin jeho kotfenovych Cinitela a
odhadneme parcialni zlomky takto upraveného zlomku. Potom (zndmym zpiisobem) ur¢ime nezndmé
parametry.

e Nejprve obé dvé strany rovnice vyndsobime spole¢nym jmenovatelem (odstranime zlomky).

e Pak budeme postupnéza x dosazovat hodnoty jednotlivych korent.
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Rozlozime jmenovatele na soucin jeho kotenovych cinitelt

3x*—22x+38 3x2—22x+ 38
2x3—7x*+x+10 2-(x+1)-(x—2)-(x—§)

Odhadneme parcialni zlomky
3x*—22x+ 38 A N B* (o
2-(x+1)-(x—2)-(x—§) x+1 x—2 x-2

(nejmensSim spolecnym jmenovatelem)

Posloupnosti (apl.)

2

5 5
3x2—22x+38=A*-2-(x—2)-(x—§)+B*-2-(x+1)-(x—§)+C*-2-(x+1)-(x—2)

a upravime:

3x%—22x+38=A"-(x—-2)-2x—-5+B"-(x+1)-2x—-5+C"-2-(x+1)-(x—2)

Nyni dosadimeza x hodnoty celoCiselnych kotent a napriklad ¢islo NULA.

X, = —1:3.(-1)2-22:(-1)+38 = 4"-[(~=1)—-2]-[2-(-1)—=5]+0+0 = 63=214A"= A" =3
X, =2 ¢ 3.(2)2-22:(2)+38 = 0+B*-[(2)+1][2:(2)~5]+0 = 6=—-3B*"= B*=-2
x=0 : 3.0)2-22:(0)+38 = A"-[(0)-2]-[2:(0)=5]+B"-[(0)+1]-[2:(0)=5] +C*-2-[(0) +1]-[(0)-2]
A B * * 1
38 = 104"-5B"—4C* = 38 = 10-(3)-5-(-2)—-4C" = -2=-4(C"= ("= 5

)

Urcime neznamé parametry: Vynasobime obé strany rovnice ¢lenem 2-(x+1)-(x —2)- (x - =
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Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce

Vysledny rozklad je
1
3x%—22x+38 A B* C* 3 -2 >
= + +—= + + —2—
2x3—-7x>+x+10 x+1 x—-2 ,_2 x+1 x—-2 ,_2
2 2
a po Upraveé
3 , 2.3 3 -2, 1 _ 3 -2 1
x+1 x—-2 ,_53 x+1 x-2 z(x_E)_x+1 x—2 2x-5
2 2

Vidime, Ze nam vysel stejny rozklad zlomku Q (x) jako predtim, jenom jinak zapsany. To nas opraviiuje

odhadovat parcialni zlomky i ve tvaru
A Mx + N
kdef #0.

Gr—aF " Gtprtor’
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Interpolace a aproximace
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2. Aproximace diskrétnich hodnot vhodnou funkci 369
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2.1.1. Aproximace primkou. . . . . ... .. 369

Priklad . . . . . . . e 372

2.1.2. Aproximace parabolou. . . . . . . . ... 383
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1. Interpolace diskrétnich hodnot vhodnou funkci

Interpolaci mizeme chapat jako nalezeni priblizné hodnoty funkce uvnitr néjakého intervalu, je-li hod-
nota uvazované funkce znama jen v nékterych jinych bodech tohoto intervalu. PouZiva se v pripadé, Ze
hodnoty funkce v urcitych bodech intervalu jsou bud'to uvedeny v tabulce, anebo ziskdny mérenim.

Podobného piivodu je i slovo extrapolace, které oznacuje nalézani pribliZzné hodnoty funkce mimo
interval znamych hodnot, coZ je méné spolehlivé. UZiva se nejcastéji pro odhady tendenci do budouc-
nosti, napriklad cen v ekonomii.

Interpolace se vyznacuje tim, Ze hledana krivka (graf uvazované funkce) presné prochdzi vsemi
znamymi (zmérenymi) body.

Na nasledujicim obrazku mizeme odectenim zjistit napriklad hodnotu v Cisle 1,5:

Vlevo je 7 hodnot funkce sinus.
Uprostied jsme sestrojili lomenou ¢aru, ktera vSemi zadanymi body prochazi.

Nebo-li hledana funkce je sloZena ze Sesti usecek.
Vpravo jsme body prolozili mnohoclenem Sestého stupné.

1~ 1 -
L]
. 1
| [ | | N |
| \ | \
g I R R I © R R | W I B 0 BN R, VN E— —
1 2 3\4 s
1 2 3 4 5 . L 2 3\ 4 s
L]
-l &= ‘ -1 = 1
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Nékdy se interpolaci rozumi prolozeni boda f (x,), f(x;), ..., f(x,) analytickou krivkou (grafem hle-
dané funkce), ktera pak umoznuje jednoduchy vypocet funkénich hodnot ve v§ech mezilehlych bodech.

1.1. Langrangetiv interpolacni mnohoclen (polynom)

je jednim ze znaméjsich a také snadnych zpisobi interpolace funkce zadané pouze v diskrétnich bodech
(nazyvame je uzlovymi body — v predchozim obrazku byly znaceny Cervené), po kterych pozadujeme,
aby mély riizné hodnoty x;.

L@ = ) yi L@

(28)
kde
f(x)
L = (x =) (x=2) - (X =X1) - (X = Xyyq) - oo (X =Xy q) - (X — )
PTG — ) (= xg) e O — i) O — X))+ et (6 — Xneg) - (X — %)
f(x)

VSimneéte si, Ze jak v Citateli, tak ve jmenovateli je pro i vynechana zavorka, ve které bychom méli odecitat
clen x;.

Pouziti zdanlivé ,nezapamatovatelného” vzorce si ukdZeme na konkrétnim prikladu.


http://cs.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Lagrange
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Priklad 1.1.1.

Mame dany Ctyti body, jejichz hodnoty jsou v nasledujici tabulce. Na zakladé téchto bodi mame pomoci
Lagrangeova interpolacniho mnohoclenu odhadnout, jaka hodnota by asi v tomto piipadé nastala pro
x = 0.

x| -9]|—-4|-1]|7
yls]2]-2]9

Tedy poZadujeme odhadnout - doplnit souradnici daného bodu [0; ?].
Nebo jesté jinak receno, pozadujeme doplnit tabulku o dalsi hodnotu.

x||-9|—-4]|-1]|7]0
vyl s]z]-
Redeni.
ProtoZe mame zadany Ctyrti dvojice hodnot (¢tyti body), dosadime do vzorce (28) zan = 4. Dostaneme:

L(x) =y1-Li(x) + Yy Ly(x) + 3+ L3(x) + y4 - La(x)

Nyni uré¢ime jednotlivé zlomky L;(x), kde i = 1; 2; 3; 4.
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x||-9]-4|-1]|7]0
Priklad. Mame dany ctyti body y H 5 ‘ 2 ‘ > ‘ 9 ‘ ? a pozadujeme doplnit tabulku.

Reseni. Pro n = 4 dostaneme: L(x) =y, Li(x) +y, - Ly(x) + y5 - L3(x) + v, - Ly(x)
Nyni ur¢ime jednotlivé zlomky L;(x).

Obrazek 23: Konstrukce Lagrangeova interpola¢niho polynomu (¢erna krivka)

x | -9 | -4 | -1 | 7 x | -9|-4]|-1]|7
y1-Li(x) || 5=)1 | 0=)0 | 0=(500 | 0 =5)0 vo-Lx)| o] 2] 00
Li(-9)=1; L,(—4)=0; x 9 |-4]-1|7
L(-1)=0; L (7)=0 y3-Ls(x) | 0|0 [-2]0

podminky vysledna funkce 9 f
L,(-9)=1 Li(x)=1
L(-9=1 | _ x —(—4)
L1E—4g =0 177 (=9) = (—4)
L,(-9) = —(— — (—
L(4=0 =29  *-CD
L(=1) =0 D= 9-CD
L9 =1
L(-H=0  _ x—(4)  x-CH  x=(0)
LD=0 " (=9)-(-4) D-CD -
L,(7)=0
; _59 _24 :; ; i0_3 L(x) =y, Li(x) +y, - Ly(x) +y5 - Ls(x) +
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710
9 | 7

x|[=9] —4| -1
vIEs 2 | -2
Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
[x = (D] [x =D [x = (7]

Sl @)y cmery oy Ty oy gy oy ey o
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x|[[=9]-4|-1| 7] 0

vIEs 2z [ -2]9 [ 7
Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
N 2o o)) B e o) e ) e SO

()= (D] (D= DI [N — (D] HERC16 640
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x| -9|=4]|-1| 7] 0
ARR ) EIRRE:

Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
DO (DI =D gsenen Tl o,
R G R ) B [ e e B () I ) R T e R

I o) B et M e o

[(=4) = (9] [(=D = (D] - [(=9) = (7]
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x| -9|=4]|-1| 7] 0
ARR ) EIRRE:

Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
DO (DI =D gsenen Tl o,
R G R ) B [ e e B () I ) R T e R
L, = [x = (9] - [x = (D] [x = (D] _ (PH10249)-(x=7) _ (P +3x% - 61x—63)

[ -] (D - DI EH - (D] ©E»E 165
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x| -9|-4|=1] 7] 0
s 2 (=2 9 [

Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
DO (DI =D gsenen Tl o,
R G R ) B [ e e B () I ) R T e R
L, = [x = (9] - [x = (D] [x = (D] _ @rioxoy-n _ 1 (% + 322 — 61x — 63)

[ -] (D - DI EH - (D] ©E»E 165

[x = (=D]- [x = (D] - [x = (D]

b [D =] [ED) = D] [ED = ()]
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x||[-9|-4[=1] 7] 0
v 52 [=2]9 7
Pro i=1 je x=-9, y1=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
_ [x - (D] [x - (D] [x = (D] _@sween _ —1 o
L= 9 = 9] (-] [ -]~ remcie ~ gag & — 2% —31x=28)

_ [x = (=9)] - [x = (=1)] - [x = (7)] _ @10xs9) ) _ - . )
L, = [(—4) — (—9)] - [(=4) — (-D] - [(—4) — (7] 5)(=3) (-1D) 165 (x* +3x*—61x—63)

[x = (=9] [x — (D] [x — (7] _wesesgeen _ L L
(D)= (9] [(-D) = (D] [(-1D) — (D] = ®)-(3)(=8) 192 (x°+6x*—55x—252)

3:
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x| -9|-4|-1[ 7] 0
yI sz =29
Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;

B [x = (=] [x = (=D] - [x = (7)] _ ePsxaye-ny _ Lo _
S ) Iy B [y Py o ) B T gy B v v 7T L R
I e T e BTy c)) e L
LT - DI (D -] | mcacm 165 O TIF TOXT69)
BTG e S H ) B ey S L

IED-EDED - D] D) - ()] ©-E8 192

N e G B e D) B T ) I

[(7) = (=D]- () = (D] - [(7) = (=D)]
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x| -9|-4|-1[7]0
v 512 =209 7
Pro i=1 je x;=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;

L =MD -] wewsemaen . <l o, o
M=) = D] (=9 - (D] (=9 - )] oo s & ~2X 731x—28)
L DI = wwemweny . L,

L DN [ H-CD] [H-D)] O 15 & T3F T6Lx=63)
B e e H s E e L
S D - (D] (D -0 (D -]~ ®aew 197 & Fox T25x—252)

L= = O = (D] gsesow _

1 s ,
[(7) — (—9)] . [(7) — (—4)] 5 [(7) _ (_1)] - (16)-(11)-(8) 1408 : (x +14x°4+49x + 36)
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x| -9|-4|-1| 7] 0
yIs Tz =2 9™
Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
(OO RO wsenen . <L e oy
R G R ) B [ e e B () I ) R T e R
I e T e BTy c)) e L
L I N (D= D D -] ®ocm 15 & T3¢ 761x=63)
I e T e e By o) E e
D - [D- D [D-)]  ®ecs 19z & Hox TOx=252)
N - (O (D] wsesgwn . L
M D= D= O (- (D]~ aoane 1408 ¢ FHC N30

vysledny Lagrangetliv interpola¢ni mnohoclen je potom

-1
L(x) =y; Li(x) + ¥, Ly(x) +y3 - L3(x) + ¥4 Ly(x) =5~ 640 : (x3 —2x*—31x— 28)+

1 —1
+2-E-(x3+3 x?2—61x—63)+(—2)-—— - (x>*+6x*—55x—252)+9-

. 3 2 —
192 1208 (x°+14x*+49 x+36)

i g 1
1408

= 0,021 x3 + 0,204 x2 — 0,757 x — 2,94

— 1
=P a0t 1t ot

B[]+ ]+ L] =
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x||-9|-4]|-1[ 7] 0 - . (0)3 . (0)2 — . (0) — - _
yTs 2 =29 L(0) = 0,021 - (0)® + 0,204 - (0)% — 0,757 - (0) — 2,94 = —2,94
Pro i=1 je x;,=-9, y,=5; pro i=2 je x,=-4, y,=2;
(OO RO wsenen . <L e oy
R G R ) B [ e e B () I ) R T e R
I e T e BTy c)) e L
R (T ) B [ R e B [ )] G e G
I e T e e By o) E e
D - [D- D [D-)]  ®ecs 19z & Hox TOx=252)
N - (O (D] wsesgwn . L
M D= D= O (- (D]~ aoane 1408 ¢ FHC N30

vysledny Lagrangetliv interpola¢ni mnohoclen je potom

-1
L(x) =y; Li(x) + ¥, Ly(x) +y3 - L3(x) + ¥4 Ly(x) =5~ 640 : (x3 —2x*—31x— 28)+

1 -1 1
e .(y3 2_ _ DY (3 2_ _ . (3 2 —
/2 165 (x°+3x°—61x—63)+(—2) 197 (x°+6x°—55x—252)+9 1208 (x°+14x*+49x+36)

i g 1
1408

= 0,021 x3 + 0,204 x2 — 0,757 x — 2,94

— 1
=P a0t 1t ot

B[]+ ]+ L] =
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Priklad 1.1.2. — Lagrangeuv tvar interpolacniho mnohoclenu x =1 o0 1 2
Urcete Lagrangetv tvar polynomu, ktery prochazi v§emi body:
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Pfiklad 1.1.2. — Lagrangelv tvar interpolaéniho mnohoclenu x =1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:

[x = (0)] - [x — (D] - [x = (2)]

b (=D = @] [(=D) = D] [(=1D) = ()]
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Pfiklad 1.1.2. — Lagrangelv tvar interpolaéniho mnohoclenu x =1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
y|l-4 -1 0 5
x—(0)] [x—@D] [x—(2 x-(x*—3x+2 -1
SR 2 ) E 5 6h) B St o)) I 3T ) =L a2

[((D-OI [CD-M]- [-D-@] -2 (-3) 6
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Pfiklad 1.1.2. — Lagrangelv tvar interpolaéniho mnohoclenu x =110 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
y||l-4 -1 0 5
x—(0)] [x—@D] [x—(2 x-(x*—3x+2 -1
SR 2 ) E 5 6h) B St o)) I 3T ) =L a2

[((D-OI [CD-M]- [-D-@] -2 (-3) 6

[x — (D] - [x — W] - [x — ()]

L, = [(0) — (—D]-[(0) — (D] -[0) - @)]
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Pfiklad 1.1.2. — Lagrangelv tvar interpolaéniho mnohoclenu x =110 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
y||l-4 -1 0 5
x—(0)] [x—@D] [x—(2 x-(x*—3x+2 -1
SR 2 ) E 5 6h) B St o)) I 3T ) =L a2

[((D-OI [CD-M]- [-D-@] -2 (-3) 6

x- (D x-D- x-@] _&*-1H-x=-2) 1

b= [0 -CDI- [@-MD]-[O-@] @O-D-(2) 2

(P —2x2—x+2)
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Pfiklad 1.1.2. — Lagrangelv tvar interpolaéniho mnohoclenu x =1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
yi|l—-4 -1.0 5
x—(0)] [x—@D] [x—(2 x-(x*—3x+2 -1
SR 2 ) E 5 6h) B St o)) I 3T ) =L a2

[((D-OI [CD-M]- [-D-@] -2 (-3) 6

= DL =l =@] @D =D 1

b= [(@O-CEDI[O-D]I [O-@] @D (-2) 2

[x = (=D [x = (0] - [x = (2)]

L= D IO =] (D=1
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Priklad 1.1.2. — LagrangeQv tvar interpolacniho mnohocélenu xl=1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
yi|l—-4 -1.0 5
[x = (0)] - [x — (1)] - [x — (2)] x-(x*=3x+2) -1

T ED-O [CD-MW1 [CD-@]  -D (=2) (=3) 6 & 73 +20

1

= DL =l =@] @D =D 1

b= [(@O-CEDI[O-D]I [O-@] @D (-2) 2

- (D] -k -@] _@-x-2)-x -1

— (x* —x*—-2x)

[(D-CEDM-OI [(W-@] @ @D 2

L; =
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Priklad 1.1.2. — LagrangeQv tvar interpolacniho mnohocélenu xl=1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
yi|l—-4 -1 0 5
[x = (0)] - [x — (1)] - [x — (2)] x-(x*=3x+2) -1

T ED-O [CD-MW1 [CD-@]  -D (=2) (=3) 6 & 73 +20

1

= DL =l =@] @D =D 1

b= [(@O-CEDI[O-D]I [O-@] @D (-2) 2

- (D] -k -@] _@-x-2)-x -1

— (x* —x*—-2x)

[(D-CEDM-OI [(W-@] @ @D 2

L; =

P 2 G Y R S O E 2t ) I
IO -1 @ - O 1@ - (]




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Raciondlni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Priklad 1.1.2. — LagrangeQv tvar interpolacniho mnohocélenu xl=1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
yi|l—-4 -1 0 5
[x = (0)] - [x — (1)] - [x — (2)] x-(x*=3x+2) -1

T ED-O [CD-MW1 [CD-@]  -D (=2) (=3) 6 & 73 +20

1

= DL =l =@] @D =D 1

b= [(@O-CEDI[O-D]I [O-@] @D (-2) 2

- (D] -k -@] _@-x-2)-x -1

— (x* —x*—-2x)

[(D-CEDM-OI [(W-@] @ @D 2

L; =

K-CEDI x-@] - x-@®] _ **-D-x _ 1,(x3_x)
() =D -O]- [ -MW] (-1 6

L, =
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Pfiklad 1.1.2. — Lagrangelv tvar interpolaéniho mnohoclenu xl=1 o0 1 2
Urcete Lagrangetiv tvar polynomu, ktery prochazi vSemi body:
y|l—-4 -1 0 5
[x = (O] - [x = (D] - [x = (2)] x-(x*-3x+2) -1

T ED-O [CD-MW1 [CD-@]  -D (=2) (=3) 6 & 73 +20

1

= DL =l =@] @D =D 1

b= [(@O-CEDI[O-D]I [O-@] @D (-2) 2

- (D] -k -@] _@-x-2)-x -1

— (x* —x*—-2x)

[(D-CEDM-OI [(W-@] @ @D 2

L; =

K-CEDI x-@] - x-@®] _ **-D-x _ 1,(x3_x)
() =D -O]- [ -MW] (-1 6

L, =

Vysledny Lagrangetiv interpola¢ni mnohoclen je potom

LG =91 LyG) 492 LaG) + Y- La) + ¥, L) = (+4) - = - (6 — 322 + 220+

1 3 2 —1 3 2 1 3
+(—1)-§-(x —2x —x+2)+0-7-(x —x —2x)+5-g-(x —x) =

:[i_l+E].x3+[‘_12+E].x2+[§+l+‘_5].x+[‘_2]:
6 2 6 6 2 6 2 6 2

=[22] w2 2+ [ -1 =20 —xf x -1
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Priklad 1.1.3. — Lagrangeuv tvar interpola¢niho mnohoclenu

X

0 1s
Jsou dany 3 body

Urcete mnohoclen, ktery vSemi prochazi.

1
y 1225 025 1
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Priklad 1.1.3. — Lagrangelv tvar interpolacniho mnohoclenu

X 0 1,5
Jsou dany 3 body

y

1
Urcete mnohoclen, ktery vSemi prochazi.
2,25 0,25 1

[x-O]-x-@5] _ 1
(D -] [(D-@@5] 25

- (x*—=1,5x)

1
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Priklad 1.1.3. — Lagrangelv tvar interpolacniho mnohoclenu

x || -1 0 1,5
Jsou dany 3 body Urcete mnohoclen, ktery vSemi prochazi.

y || 2,25 0,25 1

-] -[x—(@1,5 1

- x-O] - x-A5] (- 15%)
[(D-O)] [(-D-(@5] 25
— (-D] - [x— (15 ~1
P el o) e €T B SRS

[(0) - (-D]-[(0) - (L5)] 15
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Priklad 1.1.3. — Lagrangelv tvar interpolacniho mnohoclenu

e 10 1
Jsou dany 3 body Urcete mnohodlen, ktery viemi prochazi.
y | 2,25 0,25 1
-l -5 1
T IED-O) [CD-@5] 25 & Y
_ x-EDIx-@R] -1 )
b= [(0)— (—=D]-[(0) — (15)] 1,5 (x*=05x—15)
P Gl ) B Ll ) e

T[S - (D] (15— (0] 375
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Priklad 1.1.3. — Lagrangelv tvar interpolacniho mnohoclenu

X 0 1,5
Jsou dany 3 body Urcete mnohoclen, ktery vSemi prochazi.

y 225 025 1

P el (DI Sl )
IED-O D - @] 2

[x- (DI x-@5] _ 1
[(0) = (=D [(0) - (1,5)] 15

x- (DI x—O] _
[(1,5) = (=D]-[(1,5) = (@] 3,75

- (x*—=1,5x)

L, =

-(x*—=0,5x —1,5)

Ly =

“(x*+x)

Lagrangetv interpola¢ni mnohoclen: L(x) =y, Li(x)+y, Ly(x) +y; Ls(x) =
(x* —=1,5x) + (0,25) - -(x*—=05x—1,

1
(225)'25 15 3,75

=[@+L'25+L] 2_I_[225(15)_|_02505_|__ [02515]__x _x_|_025

235! 85 3,75 1,5 3,75

(x4 x) =
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Priklad 1.1.3. — Lagrangelv tvar interpolacniho mnohoclenu

X 0 1,5
Jsou dany 3 body Urcete mnohoclen, ktery vSemi prochazi.

y 225 025 1

P el (DI Sl )
IED-O D - @] 2

[x- (DI x-@5] _ 1
[(0) = (=D [(0) - (1,5)] 15

x- (DI x—O] _
[(1,5) = (=D]-[(1,5) = (@] 3,75

- (x*—=1,5x)

L, = -(x*—=0,5x —1,5)

g = (X% +x)

Lagrangetv interpolacni mnohoclen: L(x) =y; - L;(x) +y, - L,(x) + y5 - L3(x) =

1 —il
. c(x2 — . c(x2 — — 0 < (x? =
(2,25) 25 (x*—1,5x) + (0,25) (x*—-05x—-15)+1 375 (x* +x)
=[E+‘0'25+L] 2_I_[225(15)_|_02505 ] [02515]_ _x _x_|_025
2,5 1,5 3,75 3,75

A co kdyz vznikne pozadavek, aby mnohoclen prochazel jesté dalsSim bodem?
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Priklad 1.1.3. — Lagrangelv tvar interpolacniho mnohoclenu

X 0 1,5 0,5
Jsou dany 3 body Urcete mnohoclen, ktery vSemi prochazi.
y 2,25 0,25 1 -0,5
kO E-@ 1, x=05
S T P Gy T B 5 Y - e ey
_ x=-CEDx-G] -1 B x—05
L= -l @-as 15 & %) g5
DI E-@] 1, x—08
L= s o as-w] 373 % ™ 15-0s

L =Dl x = O] [x~ (L5)]
*T 108 - (=DI- [(05) = O] [(05) — (D]

Lagrangetv interpola¢ni mnohoclen: L(x) =y, Li(x)+y, Ly(x) +y; Ls(x) =

1
. —_— 2 —_— — . . 2 =
(2,25) 25 -(x* = 1,5x) + (0,25) - 15 -(x*=05x—-1, 375 (x* +x)
=[E+‘0'25+L] 2_I_[225(15)_|_02505 ] [02515]__x _x+025
2,5 1,5 3,75 3,75

A co kdyz vznikne poZadavek, aby mnohoclen prochazel jesté dalsSim bodem? Pak musime vypocty
nasledovné doplnit.

L(x) =y, Li(x) +y, - La(x) + 3 Ly(x) + yu - Ly(X)
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1.2. Poznamka k interpolacnim polynomiim

Interpolace. Interpola¢ni polynom v Lagrangeoveé tvaru ma tu nevyhodu, Ze chceme-li ptidat dalsi uz-
lovy bod, musime cely polynom piepocitat znovu.

Také vypocet hodnoty tohoto polynomu pro vétsi pocet uzlovych bodi je dosti pracny. Proto je
nékdy vyhodnéjsi hledat interpola¢ni polynom v jiném tvaru 2°.

Aproximace. 2! V pripade, Ze jsou funké¢ni hodnoty ziskany experimentalné, napiiklad jako vysledky
néjakého meéreni, je interpolace nevhodna. Vysledky jsou totiZ zatiZeny chybami a interpolacni
funkce by tyto chyby kopirovala, coZ je presné to, ceho se chceme vyvarovat.

Kromé toho povaha experimentu nevylucuje moznost nékolika méteni s rliznymi vysledky pri
nezménéné hodnoté x 2%,

Vzhledem k témto okolnostem neni vZdy Zadouci, aby aproximacni funkce nabyvala v uzlovych
bodech predem danych hodnot (aby ktivka prochazela vSemi uzlovymi body).

20 Napiiklad Newtoniiv interpola¢ni polynom, Tayloriv rozvoj, apod.

21 Aproximace (pribliZeni) je znazornéni néteho, co neni naprosto piresné, ale je to stale dost blizko na to, aby to bylo
pouzitelné. Aproximaci je mozné vyuzit, kdyz chybéjici informace znemoziuji ziskani presného vysledku.

22 Ale funkce (a Lagrangetiv interpola¢ni mnohoc¢len je funkci, ktera prochazi véemi uzlovymi body) nemtiZe mit pro jednu
hodnotu x rGzné funkéni hodnoty!
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2. Aproximace diskrétnich hodnot vhodnou funkci

2.1. Metoda nejmensich ctverct

V mnoha piipadech mame urcitou predstavu o povaze funkce, jejiZ hodnoty jsme namérili; napriklad se
miiZe jednat o linedrni nebo kvadratickou zavislost. Pak hleddme mezi vSemi funkcemi tohoto znamé-
ho typu takovou, ktera prochazi k zadanym (drive jsme je nazyvaly uzlové a pozadovali jsme, aby jimi
interpolac¢ni funkce prochazela) bodlim v jistém smyslu ,co nejblize*.

2.1.1. Aproximace primkou

Nejprve podrobné rozebereme nejjednodussi pripad — aproximaci primkou. Vychozi situace je tato: Je
dano n bodt o souradnicich [x; y1], [X2; V2], [X3; Y3]) -0 [Xn-1; Yn-1], [Xn; Y»]- Budeme hledat primku,
jejiZ rovnice je nasledujici

y=a+b-x, (29)

kterd bude co nejlépe prochazet mezi body [x;; y;], kdei = 1,2, ...,n.

Pokud bychom uvazovali pouze odchylky pirimky od zadanych bodti, mohlo by se stat (jako v levé ¢asti
obrazku 24), Ze soucet chyb s kladnym znaménkem (vzdalenosti bodi lezicich pod primkou od této
piimky) je stejny jako soucet chyb se zapornym znaménkem (vzdalenosti bodi leZicich nad ptimkou
od této primky), takZe se navzajem odectou. A nulovy soucet vSech chyb znameng, Ze chyby neexistuji
a primka prochazi presné vSemi body. CoZ ovSem neni pravda, jak je z obrazku 24 zrejmé.

Abychom vyloucili vzajemné odecitani chyb, musime ze zapornych hodnot chyb vyrobit jejich klad-
né protéjsky. K tomu miizeme vyuzit bud’ absolutni hodnoty ze zapornych chyb nebo jejich druhych
mocnin.
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Obrazek 24: Primky prochazejici ,blizko“ zadanych bodd. Autorem obrazki je Robert Mafik.

‘.\0 ‘-'"‘--..__:____‘_-
\

A ktera z nich prochazi bodtim ,blizeji“?

JelikoZ body [x;; ;] jsou dany, chyba zavisi pouze na koeficientech primky a a b. Ukazuje se, Ze vhodné
kritérium pro urceni onoho ,co nejlepsiho“ prochazenti je, aby soucet druhych mocnin (neboli ¢tvercti)
chyb v jednotlivych bodech byl minimalni. Tedy zapsano symbolicky:

Z[(a +b-x)—y;]* — min .

=1

Ze stiedni Skoly si moZna pamatujete (my to budeme probirat v dalSim semestru), Ze extrém (maxi-
mum ¢i minimum) funkce miiZe nastat pouze v bodech, kde prvni derivace neexistuje, nebo se rovna
nule. V tomto pripadé mame dva proménné koeficienty primky, proto se pri vypoctu pouzivaji parcialni
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derivace. Ty poloZime rovny nule a obdrzime nasledujici soustavu linearnich rovnic:

n n
an +b-Yx;=Xy

i=1 i=1
n n n (30)
2 _
a- Y xig+b- Y xi=%x-y;

i=1 i=1 i=1
Tuto soustavu pak vyresSime, coz si ukaZzeme na nasledujicim prikladu. Resit miizeme naptiklad Gaus-

sovou elimina¢ni metodou, Cramerovym pravidlem ¢i jinak, protoZe ¢tvercova matice této soustavy je
vzdy regularni.

Ptiklad: Urcete rovnici primKy, ktera bude prochazet co ,nejblize” bodim
[-1;1] 5 [0;2] ; [2;,-2] ; [3;-7]

Nejprve si zadané body prepiSeme do tabulky, nejlépe SVISLE, jak si ukaZzeme na dalsi strané. Tuto
tabulku pak budeme dopliiovat potfebnymi sloupci.



a-4 +b-Yx; =Xy
vi i

a - Nx;+b-YxP=Xx; -y
Vi Vi Vi

Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4:

oFirst ®ePrev eNext ®Last ®Go Back ®Full Screen ®Close ®Quit
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a4 +b-Yx; =Xy
0 ‘ 2 ‘ 3 . . _ vi vi
5 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: 5
a-@xﬁb-;xi :§xi-yi
L l l

x| -1
y[ 1]

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi Yi
1] -1 1
2 0 2
3 2| -2
4 3|7
>

4a+ b =

at b=
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a4 +b-Yx; =Xy
0 ‘ 2 ‘ 3 . . _ vi vi
5 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: 5
a-@xﬁb-;xi :§xi-yl-
L l l

xH—l
v 1

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi Yi xLZ
1 —1 1
2 0 2
3 2| —2
4 3| =7
Y| 4]|-6
4a+ 4b = —6

4da+ b =
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a4 +b-Yx; =Xy
‘ 0 ‘ 2 ‘ 3 . . _ vi vi
5 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: 5
a-@xﬁb-;xi :§xi-yi
L l l

xH—l
v 1

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi Yi xLZ
1 —1 1 1
2 0 2 0
3 2| —2 4
4 3| =7 9
YII 4]-6

4a+ 4b = —6

4da+ b =
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a4 +b-Yx; =Xy
vi

Vi

-1
dl 1 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: .
1] o Terb T =Ty,

l i i

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi | Vi XLZ Xi*Yi
1 -1 1 1
2 0 2 0
3 2| =2 4
4 3| -7 9
» 4| —6 || 14
4da+ 4b = —6

4a+14b =
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a4 +b-Yx; =Xy
‘ 0 ‘ 2 ‘ 3 . . _ vi vi
5 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: 5
a-@xﬁb-;xi :§xi-yi
L l l

xH—l
v 1

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi | Vi XLZ Xi*Yi
1 -1 1 1 -1
2 0 2 0 0
3 2| =2 4 —4
4 3| -7 9| =21
» 4| —6 || 14

4da+ 4b = —6

4a+14b =
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a4 +b-Yx; =Xy
‘ 0 ‘ 2 ‘ 3 . . _ vi vi
5 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: 5
a-@xﬁb-;xi :§xi-yi
L l l

xH—l
v 1

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi | Vi XLZ Xi*Yi
1 -1 1 1 -1
2 0 2 0 0
3 2| =2 4 —4
4 3| -7 9| =21
» 4| —6 || 14

4da+ 4b = —6

4a+14b =
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xH—l
v 1

Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4:

a4 +b-Yx; =Xy
vi

Vi

a-%nx;+b-Yxf=Yx -y
Vi Vi Vi

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

i x| yi || x| xicy
1 —1 1 1 -1
2 0 2 0 0
3 2| =2 4 —4
4 3| -7 9| —-21
» 4 | —6 || 14

da+ 4b = —6 |-(=1)
4a+14b =

0+10b =-20

: 10
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a4 +b-Yx; =Xy
vi

Vi

-1
dl 1 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: .
l i i

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

1 Xi | Vi XLZ Xi*Yi
1 -1 1 1 -1

2 0 2 0 0

3 2| =2 4 —4

4 3| -7 9| =21

» 4| —6 || 14

4da+ 4b = -6 |-(—-1)
4a+14b =

0+10b =—20 |:10
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a4 +b-Yx; =Xy
vi

Vi

-1
dl 1 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: .
l i i

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

P ox | oy || x| X
1] -1 1 1 -1
2 0 2 0 0
3 2| -2 4 —4
4 31-7| 9| —-21
> 41 —-6| 14
4a+ 4b = —6 |-(—-1)
4a+14b =

0+10b =-20 |:10

b= -2
Podosazeniza b =—2 do prvnirovnice dostavame 4a+4-(-2)=-6 a odsud

1
a=-.
2
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a4 +b-Yx; =Xy
vi

Vi

-1
dl 1 Pro 4 body je ve vztazich (30) n = 4: .
l i i

Vypocty potiebné pro nalezeni koeficientli soustavy provedeme v nasledujici tabulce:

P ox | oy || x| X
1] -1 1 1 -1
2 0 2 0 0
3 2| -2 4 —4
4 31-7| 9| —-21
> 41 —-6| 14
4a+ 4b = —6 |-(—-1)
4a+14b =

0+10b =-20 |:10

b= -2
Podosazeniza b =—2 do prvnirovnice dostavame 4a+4-(-2)=-6 a odsud

1
a=-.
2
Aproximacni primka (29) ma rovnici: y=0,5—2x .
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2.1.2. Aproximace parabolou
Budeme postupovat analogicky jako v pripadé linearniho vyrovnani. Hledame parabolu, ktera ma rov-
nici:

y=a+b-x+c-x? nebo také y=a-x°+b-x+c-x*. (31)

JelikoZ body [x;; y;] jsou dany, chyba zavisi pouze na koeficientech paraboly a, b a c. Stejné jako u line-
arniho vyrovnani se ukazuje, Ze vhodné kritérium pro urceni onoho ,,co nejlepsiho“ prochazeni je, aby
soucet druhych mocnin (neboli ¢tvercii) chyb v jednotlivych bodech byl minimalni. Tedy:

n
[(@+b-x;+c-x?)—y;]*> — min .
=1

n
Parcialni derivace podle proménnych a, b a ¢ polozime rovny nule a dostaneme (kde a - ). x°=a-n):

=1
n n n
a-n +b-Yx;+c- Y xP=Yy
i=1 i=1 i=1
n n n n
a'_le'l'b szz’fc'_zx?:le Vi (32)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
a-Xxi+b-Yxj+c Yxf=3xt-y
i=1 i=1 i=1 i=1

Tuto soustavu linedrnich rovnic vyreSime.
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Priklad. Vezmeme stejné body,
[=1;1] [0;2] [2,-2] [3;=7]

jako v minulém prikladu.

Ted’ poZadujeme najit mnohoclen druhého stupné (kvadraticky trojclen, jehoZ grafem je parabola)
tak, aby jeho graf prochéazel ,co nejblize“ zadanym bodiim. Tak jako v predchozim budeme pomocné
vypocty zapisovat do tabulky. A protoZe mame zadané stejné body jako v predchozim pripadé, zaklad

tabulky jiZ mame hotov. Jenom ji doplnime o dalSi potiebné sloupce.
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

~1]0] 2|3 Yt b Yt c YA =Yy
i 1|2 |-2]-7 predchozi vypocet RGeS L T
a-yxt+b-Yxl+c-Yxt=Yx%y
vi Vi Vi 71
i o I N P P 4a+ 4b+ ¢ = —6
T -1] 1| 1] -1 4a+14b+ ¢ =-26
2 0 2 0 0 a+ b+ ¢ =
3 2| -2 4 —4
4 3| =7 9| -21
S 4] -6|14] —26




Determ. Matice

Soustavy LAR (element.) Funkce

Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

a-in+b-ZX?+c-in3=in-yi
Vi Vi Vi Vi

a-Yxf+b-Yx}+c-Yxf=Yxt-y
Vi Vi Vi Vi

Cc
Cc

= -6

e H —1 ‘ 0 ‘ 2 ‘ 3 fedchozi vypocet
yI T 1227 P PP
i o I N P P 4a+ 4b+14c
1|[=1] 1| 1] -1 -1 ha+14b+
2 0 2 0 0 0 14 a + b+
3 2| —2 4 —4 8
4 3| =7 9| -21 27
> 4]—-6|14] —26
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Soustavy LAR (element.) Funkce

Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

a-in+b-ZX?+c-in3=in-yi
Vi Vi Vi Vi

a-Yxf+b-Yx}+c-Yxf=Yxt-y
Vi Vi Vi Vi

= -6
=26

e H —1 ‘ 0 ‘ 2 ‘ 3 fedchozi vypocet

yI T 1227 P PP

i X | vill x| x|l x3 | xt 4a+ 4b+14c
11 -1 1 1 -1 -1 4a+14b+ 34c
2 0 2 0 0 0 14a+ 34b + c
3 2| —2 4 —4 8
4 3| =7 9| -21 27
» 4| —6 || 14 | —26 34
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

~1]0| 2|3 Y tbh-Yaltc- T3 =Yy v,
ARSRAEAE: predchozi vypocet G EIAD P T A =R,
a-Yx?+b-Yxi+c-Yxt=Yx*y,
Vi Vi Vi Vi
i x| we | x| xye || x| xd 4a+ 4b+14c = —6
1[=1] 1 1] -1 |[-1] 1 4a+14b+34c =—26
2 0| 2, 0 0 0] 0 14a+34b+ ¢ =
30 2|-2| 4] -4 || 8|16
4 3|=71 9| —21 || 27|81
I 4]-6]14] —26 | 34
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

a-in+b-ZX?+c-in3=in-yi
Vi Vi Vi Vi

a-Yxf+b-Yx}+c-Yxf=Yxt-y
Vi Vi Vi Vi

4a+ 4b+14c
4a+14b+34c
14a+34b+ 98¢

= -6
=26

X H -1 ‘ 0 ‘ 2 ‘ s fedchozi vypocet
yII T 1227 P P

i Xp | il x| xicyi || x| x| xFews

1| -1 1 1 -1 -1 1

2 0 2 0 0 0 0

3 2 =2 4 —4 81| 16

4 3| -7 9| =21 27 | 81

» 4| —6 || 14 | =26 34 | 98
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Soustavy LAR (element.) Funkce
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

a-in+b-ZX?+c-in3=in-yi
Vi Vi Vi Vi

a-Yxf+b-Yx}+c-Yxf=Yxt-y
Vi Vi Vi Vi

4a+ 4b+14c
4a+14b+34c
14a+34b+ 98¢

= -6
=26

x| -t]0]2]|3 fedchozi vypocet
yIT Tz =2]=7  PEeaemwe

i X | vl X2 | xi-yi || x| x| x% -y,
1]f-1] 1] 1] -1 |-1] 1 1

2 0 2 0 0 0| O 0

3 2| =2 4 —4 8|16 -8

4 3| -7 9| =21 27 | 81| —63

» 4| -6 | 14| —-26 34 | 98
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

X -1 0 2 3 v ., v a-Yx:+b-Yx2+c- x3: X: YV
T [ 2 =2|=7 predchozi vypocet % t % ¢ g‘; ¢ g:i i Vi
a-Yx?+b-Yxi+c-Yxt=Yx*y,
vi Vi Vi vi

1 x| yi|| x| xocye || x| x| Xy 4a+ 4b+14c = —6

1| -1 1 1 -1 | -1| 1 1 4a+14b+34c =-26

2 0| 2 0 0 0] 0 0 14a+34b+98¢c =-70

3 21 -2 4| -4 81|16 -8

4 3| -7 9| =21 | 27|81 | —63 Soustavu budeme resit

D 4| —6114| =26 || 34|98 | —70 Cramerovym pravidlem:
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

10| 2 3 . . C Y y2 N3 =Yx. v
ARSRAEAE: predchozi vypocet G EIAD P T A =R,
a-Yx?+b-Yxi+c-Yxt=Yx*y,
vi vi vi vi
1 Xi | Yol x| Xy || x| x| xF ey 4a+ 4b+14c = —6
1] -1 1 1 -1 |-1] 1 1 4a+14b+34c =-26
29 01 230 0 0] 0 0 14a+34b+98¢c =-70
3 2| =2 4 —4 8|16 -8
4 3| -7 9| =21 27 | 81| —63 Soustavu budeme resit
D 4| —6114| =26 || 34|98 | —70 Cramerovym pravidlem:
—6 4 14 4 —6 14 4 4 —6
—26 14 34 4 —26 34 4 14 -26
—70 34 98| 720 14 -70 98 0 14 34 -70 -360
4 4 14 360 4 4 14 360 4 4 14 360
4 14 34 4 14 34 4 14 34

14 34 98 14 34 98 14 34 98
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a4 +b-Tx+c-Nxi=Yy,
Vi Vi Vi

X -1 0 2 3 v ., v a-Yx:+b- x.2+C. x3: X+ V;:
T [ 2 =2|=7 predchozi vypocet % ¢ % : g‘; ’ g:i it i
a-Yx?+b-Yxi+c-Yxt=Yx*y,
Vi Vi Vi vi
1 Xi | yi|l x| xioy || x| x| xF ey 4a+ 4b+14c = -6
114 -1 1 1 -1 || —1 1 1 4a+14b+34c =-26
29 01 230 0 0] 0 0 14a+34b+98¢c =-70
3 2| =2 4 -4 81| 16 -8
4 3| =7 9| -21 27 | 81| —63 Soustavu budeme resit
D 4| —6114| =26 || 34|98 | —70 Cramerovym pravidlem:
-6 4 14 4 —6 14 4 4 —6
—26 14 34 4 —-26 34 4 14 -26
—70 34 98 720 14 —70 98 0 14 34 -70 -360
4 4 14 360 4 4 14 360 4 4 14 360
4 14 34 4 14 34 4 14 34
14 34 98 14 34 98 14 34 98

Aproximac¢ni parabola (31) ma rovnici: y =2 —x? .
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Obrazek 25: Metoda nejmensich ¢tverct

4
| |

y=2-Xx?

-8

Zadané body, aproximacni pfimka, aproximacni parabola

To, Ze parabola prochazi vSemi zadanymi body, je jenom ndhoda. Obecné nemusi prochazet ani jedinym,
ale ,dostatecné blizko“ vSech, tak jako modra primka.
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2.2. Poznamka k metodé nejmensich ¢tverct

Uvedena metoda je v praxi natolik pouzivana, Ze jak nékteré komercni programy (napriklad Excel,
Mathematica, Matlab, MathCad, ...) tak jejich freewarové alternativy (napiiklad GNUplot) hledaji apro-
ximacni funkce pouze na zakladé nami zadanych diskrétnich bodi. VSe ostatni jiz provadéji samostatné,
bez naseho pricinéni.

Konkrétné v programu Excel 2010 postupujeme nasledovné:

1. Zadané hodnoty oznacime jako blok.

2. Potom na karté [VloZeni] v oblasti ,Grafy*“ vybereme <Bodovy>

3. Nakonecnakarté [Ndstroje grafu] v zaloZce ,RozloZeni“ v oblasti <Analyza> a poloZce ,Spojnice
trendu” vybereme [Dal$i mozZnosti spojnice trendu]

Bodowvy - Zidnd
, , , , ,\ Crdebrat vybranou spojnici trendu neba viechny
AlB|C =g Ty —  spojnice trendu, pokud neni 23dna vybrana
1 [B—=F| e — Linearni spojnice trendu
2 101 _ Pridat nebo nastavit linedrni spojnici trendu pro
T EE - d —  wybranou radu grafu
| = | e ,_“‘.n : Linearni spojnice trendu predpovedi
(4 ) =2 | | =~ | Piidat nebo nastavit linearni spojnici trendu s
5 3 .7 —  predpovédi pro 2 obdobi pro vybranou fadu grafu
. | e P Klouzavy primér pro dvé obdobi
Ny s/ | Fiidat nebo nastavit spojnici trendu klouzavého
Smm— —  pruméru pro 2 obdobi pro vybranou fadu grafu

d.h Viechny typy grafi... Dalii moZnosti spojnice trendu... I
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Po ptipadném dalSim upresnéni (naptiklad jakd ma byt barva ¢ar, zda poZadujeme v grafu vypisovat
vyslednou rovnici /v levém obrazku druha volba od spodu/, ...) se jiZ vykresli poZzadovany graf.

| Moinostispojnice trendu | | Moznosti spojnice trendu
Barva cary Typ trendu a regrese
Styl &ry oA | Exponendalni
Stin v
S @) Linedrni
Zafe a mékke okraje —
| @ Logaritmicky
l = - . AB C D E F G
wie| O Polynomicky Pofadi: |2 1
] A 2 -1 1 3
L Mocninny
; 3 o2 2
) Klouzavy primér Obdobi: |2 4 2-2 * -
— 5 3 ? r T A= T T
-2 -1 0 2
MNazev spojnice trendu ] 2 g
@ Automaticky: Linearni (Rady1) ’ &
) Viastni: 8 y=-2x+ 0,5
9 i)
Odhad 10 o
vpfed: |0,0 obdobi 11
Mazpét: (0,0 obdobi
[7] Hodmotay = 0,0
obrazit rovnid v grafu
[ *Zobrazit hodnotu spolehlivosti R
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Posloupnosti a jejich aplikace v bankovnictvi
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1. Posloupnosti

A7 doposud jsme si vS§imali nejriiznéjsich funkci. Také nyni se zamétime na funkce, a to specialni, jejichz
defini¢nim oborem jsou vSechna prirozena c¢isla. Takové funkce nazveme posloupnosti. To znamena, Ze
dokaZeme jejich prvky ,oclislovat’, urcit jejich poradi (ktery je prvni, ktery druhy, atd.).

Posloupnosti realnych Cisel (dale jen posloupnosti) budeme nazyvat funkci, jejimz definic-
nim oborem je mnoZina vSech prirozenych cisel N.

Cleny posloupnosti (jeji prvky = realna ¢isla) zapisujeme do slozenych {svorkovych} zavorek.

{1, 4, 7, 10, 13, ...} je prikladem posloupnosti, u které jsme vyjmenovali prvnich pét jejich prv-
ki (¢lenti posloupnosti) tak, jak jdou po sobé. Zajisté dokazete fici, jak by tato posloupnost pokracovala,
jaka je mezi jejimi cleny zakonitost. Mdme zadan prvni ¢len 1, druhy ¢len 4, tieti 7, ctvrty 10, paty 13 a
ziejmé Sesty ¢len bude 16, protoze kazdy dalsi clen dostaneme tak, Ze k predchozimu pri¢teme TROJKU.

Jisté si vzpominate, Ze funkci f lze zadat:
 grafem, ze kterého odecteme souradnice potiebnych bodt do tabulky;

 tabulkou, na zdkladé které lze bud’ nacrtnout graf nebo interpolaci ziskat predpis funkce, ktera
vSemi danymi body prochazi;

e predpisem (vztahem, vzorcem), ktery kazdému x € D(f) prifazuje pravéjednoy € H(f).
Vypoctené hodnoty pak mliZeme zapsat do tabulky.
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V pripadé posloupnosti je to stejné. Také posloupnost Ize zadat:

e grafem = grafem posloupnosti jsou navzajem izolované body.
Tohle je graf predchoziho prikladu.

10 R i e Y B

5 —. sc=p=oc ca0=geo0 e=acmooac

3 . e . [

]d II. i i i i
0 1 2 3 4 5

e tabulkou = vyc¢tem prvka

e predpisem (vztahem, vzorcem), kterym se zpravidla zadava prvek (¢len posloupnosti, ktery sto-
ji na misté n, oznacujeme podobné jako u matic pomoci jednoho indexu /protoZe urcuje pouze
poradi/ tedy naptiklad a,) jednim z nasledujicich zplisobii:
rekurentné zadanim prvniho (vyjimecné Ntého) ¢lenu posloupnosti nebo nékolika prvnich ¢lenti

posloupnosti a vzorcem, podle néhoz Ize urcit dalsi cleny pomoci predchozich ¢lent;
napriklad: a, =1, a,=3, apy=a,+a,_;, pro n=2;

vzorcem pro n. clen — prvek posloupnosti, ktery je n. v poradi,tedy n je prirozené;
naptiklad: a, = (—1)™'-+/3.

Nyni si ukdZeme, jak z grafu miiZeme popsat posloupnost jinym zptsobem, tak jako u funkci.
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1.1. Zpuasoby zadavani posloupnosti

1.1.1. Grafem, tabulkou, vyc¢tem prvku

7h e @

5 e

1t =

]I:i I i i i i
0 1 2 3 4 5

Jednotlivé body [1; 1] [2; 4] [3; 7] [4; 10] [5; 13], kterymi je tvoren graf posloupnosti, mizeme
zapsat napiiklad do nésledujici tabulky: ~ PORADI prvku posloupnosti || 12 |3] 4 | 5 | ..
HODNOTA prvku posloupnosti H 1 i 4 i 7 i 10 i 13 i

Je zfejmé, Ze pro vSechny moZné posloupnosti budou mit jejich tabulky stejny prvni fadek. Proto uve-
denou tabulku zjednodusime tak, Ze vypiSeme jen jeji druhy radek, ktery navic uzavireme do sloZenych
{svorkovych} zavorek.

Novou (zjednodusenou) ,tabulku“ {1, 4, 7, 10, 13, ...} pak nazyvame také vycet prvkii.
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1.1.2. Rekurentnim vztahem

Jak jsme jiz uvedli v ptikladu, kazdy nasledujici ¢len této posloupnosti dostaneme tak, kdyZ k jeho pred-

chozimu ¢lenu pric¢teme ¢islo tFi, coz miizeme (pro nasledujici ¢len) vyjadiit symbolicky:

a =1, A1 =a, +3

1.1.3. Vzorcem pro obecny clen

Pokud budeme chtit totéZ vyjadrit pro obecny clen a,, pouze v zavislosti na n (tedy na poradi daného
¢lenu), vyuzijeme skutecnosti, Ze:

Prvni ¢len posloupnostia; = 1.
To také mliZeme zapsat: a; = 1+ ({1} — 1) - cokoliv =1+ (0) - cokoliv =1+ 0 = 1.
Jednicka ve sloZenych zavorkach ted’ pro nas bude predstavovat poradi daného clenu, tedy n = 1.

Druhy ¢len posloupnosti a, = 4 dostaneme tak, kdyZ k prvnimu ¢lenu (a, = 1) pricteme trojku.
Proto v cerveném vztahu jednic¢ku ve sloZenych zavorkach (predstavujici n) nahradime dvojkou a
vyraz cokoliv nahradime trojkou (tim co pfic¢itdme):a, =1+ ({2} —1)-3=1+1 -3 =4.

Treti €len posloupnosti a; = 7 zkusime analogicky:
a;=1+({3}—-1)-3=1+2-3 =1+ 6 = 7.0dtud plyne:

Obecny n. ¢len posloupnosti a, = 1+ (Tl — 1) - 3 Ovérte i pro jina n.
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A nyni se stru¢né zminime o posloupnostech znamych ze stredni Skoly, a to — aritmetické a geomet-

rické posloupnosti.

1.2. Aritmeticka posloupnost

Aritmeticka posloupnost ma staly rozdil mezi sousednimi ¢leny. Tento rozdil mezi libovolnym
¢lenem kromé prvniho a predchazejicim ¢lenem se obvykle znaci d a nazyva diference.

Diference d=a,;1 —a,
Rekurentni zadani Apnir =ay, +d
Zadani obecného élenu a,=a,+(n—-1)-d

n: (al + an)
Soucet prvnich n ¢lent Sy, = >
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1.3. Geometricka posloupnost

Racionalni (lom.) funkce

Interpolace, MNC  Posloupnosti (apl.)

U geometrické posloupnosti je kazdy ¢len kromé prvniho stalym ndsobkem predchoziho ¢lenu.
Tento nasobek se obvykle znaci q a nazyva kvocient geometrické posloupnosti. Pro posloupnosti
s nenulovymi ¢leny je q rovno podilu libovolného ¢lenu kromé prvniho a ¢lenu predchoziho.

Kvocient

Rekurentni zadani

An+1
aTL

pn+1 = An - q

Zadani obecného élenu a,=a, - q"?!
. U q"-1
Soucet prvnich n ¢lent Sp, = a4 -1
1-qg"
nebo Sp = aq
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1.3.1. Aplikace geometrické posloupnosti
Dvojkova Ciselna soustava

Ciselnd soustava je zptisob vyjadieni éisel. Podle zpiisobu uréeni hodnoty éisla rozlisujeme dva hlav-
ni druhy ¢iselnych soustav:

Pozicni Ciselné soustavy, které jsou charakterizovany tzv. zakladem nebo-li bazi, coz je obvykle kladné
celé ¢islo definujici maximalni pocet Cislic, které jsou v dané soustavé k dispozici. Cislo v nich
zapsané lze vyjadrit sou¢tem mocnin zakladu dané soustavy vynasobenych prislusnymi platnymi
Cislicemi.

Jedna se tedy o geometrickou posloupnost, jejiZ kvocient je predstavovan bazi ¢iselné soustavy.
Pokud je zakladem c¢islo 2, hovotrime o dvojkové (binarni) soustavé, kterd je prostrednictvim lo-
gickych ¢lenti (proud prochazixneprochazi) primo implementovana v digitalnich elektronickych
obvodech. Tedy interné ji pouZzivaji vSechny béZné digitalni pocitace.

Nepozi¢ni Ciselné soustavy, pro které je charakteristicka skutecnost, Ze hodnota ¢islice je dana jejim
symbolem a nezavisi na jeji pozici v zapsaném cisle.

Asi nejznamnéjsi jsou rimské Cislice, kdy cisla zapisujeme pomoci pismen abecedy.
Potom iii=1+1+1=3, ale 111=sto(10?%)+deset(10%)+jedna (10°).

Dvojkova soustava (nebo také binarni soustava) je ¢iselna soustava, kterd pouZiva pouze
dva symboly: NULU a JEDNICKU. Je to pozi¢ni ¢iselna soustava mocnin ¢isla 2.

7 w7

Abychom se nespletli, v jaké ¢iselné soustavé se vlastné pohybujeme, zapisujeme dana ¢isla do zavo-
rek a priddme index, ktery oznacuje zaklad dané ¢iselné soustavy.
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V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustavé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-26+025+1-2* + 0-23+1-22+1-2140-2°=
=1-1284+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-2+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto ptipadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
Px)=x"+x+x*+x*+x
v &sle DVA. Tedy:  P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0
2\ 1
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0
2.6+1
2 1 3 6 13
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0

2-13+0
2 1 3 6 13 26
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0
226+ 1
2 1 3 6 13 26 53
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0

2 \ 1 3 6 13 26 53 107
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2+0-2°+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-24+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) = 214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0
2107 + 0
2 1 3 6 13 26 53 107 (214),,
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o

V premétu ,Zdklady informacnich systémii“ budete Casto prevadeét Cisla zapsana ve dvojkové (binarni)
soustaveé do desitkové (dekadické) soustavy a naopak.

Napriklad: (11010110), = (214 ),,, protoZe plati:
(11010110),=1-27+1-2°+0-25+1-2* + 0-23+1-224+1-21+0-2°=
=1-128+4+1-64+0-32+1-16+0-8+1-4+1-2+0-1=128+64+16+4+2=(214),,

V tomto pripadé vlastné hledame (napriklad Hornerovym schématem) funkéni hodnotu mnohoclenu:
P(x)=x"+x®+x*+x*+x
v Cisle DVA. Tedy: P(2) =214

(11010110), | 1 1 0 1 0 1 1 0

2 1 3 6 13 26 53 107 (214),,

Pokud ndm Hornerovo schéma ,neprirostlo k srdci” a chtéli bychom urcovat uvedenou funkéni hod-
notu pomoci mocnin tak, jak je uvedeno v horni ¢asti této stranky, tedy 1-27+1-2°+ .., neni
viibec naskodu, umét alespon zadkladni mocniny ¢isla 2 zpaméti.

A to minimalné do hodnoty dvé sedmou.

mocnina\ 20 21 22 23 Ve 25 26 27 28 2° 210
hodnota\ 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
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V podstaté vSechny soucasné pocitace pracuji ve dvojkové soustavé, protoZe je to z konstrukcéniho
hlediska nejvyhodnéjsi. Mnohaciferna dvojkova ¢isla jsou vSak pro ¢lovéka dlouha a neprehledna a tak
¢asto prevadime dvojkova ¢isla do Sestnactkové soustavy, kde je pocet cifer 4x mensi (16 = 24).

Sestnactkova ¢iselna soustava

Proto dals$i pozicni ¢iselnou soustavou, se kterou se také setkate v premétu ,Zdklady informacnich sys-
témii“ je Sestndctkovd soustava, ktera se diky jednoduchému vzajemnému prevodu s dvojkovou sou-
stavou casto pouziva v oblasti informatiky, naptiklad pro:

¢ adresy v operacni paméti pocitace;

e MAC adresy (z anglického ,Media Access Control“) jako jedinec¢ny identifikator sitového zarizeni
(nékdy se téz nazyva fyzicka adresa);

e [P adresy v kddovani IPv6 jednoznacné identifikujici sitové rozhrani v pocitacové siti, ktera pou-
ziva IP (internetovy protokol).

Jak jiZ nazev soustavy napovida, jejim zakladem (nebo-li kvocientem geometrické rady) je Cislo 16.
Proto je zapotiebi mit mozZnost zapsat vSechna ptirozena ¢isla mensi jak Sestndct jednim znakem, pro-
toZe musi byt predstavovana jedinou pozici v pozi¢ni ¢iselné soustavé.

U jednocifernych cisel je timto znakem praveé prislusna cifra a u ostatnich celych ¢isel mensich jak 16
pak dvojici cifer nahrazujeme velkym pismenem ze zacatku abecedy tak, jak je ukdzano v nasledujici
tabulce. V hornim radku tabulky je Cislo v Sestnactkové soustavé a ve spodnim radku jeho desitkovy
(dekadicky) ekvivalent. A protoze nemtze dojit k omylu, vynechdme oznacenti ¢iselné soustavy.

Sestndctkovasoustava| A B C D E F | A0 BO CO DO EO FoO
desitkovy ekvivalent | 10 11 12 13 14 15|160 176 192 208 224 240

Potom napriklad: (B3)16=(B0+3)=(11-164+3),,=(176+3 )10 = (179 )40
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Vypocet uroku

Podivejme se kratce na pozoruhodné Eulerovo &islo e 23 které zname jako zaklad ,prirozenych logarit-
mi“ Toto ¢islo e se d4 vyjadrit jako ,mezni hodnota“ ?* (limita posloupnosti) coz Ize pokladat za extrém-
ni vysledek vypoctu tiroku z trokaii.

Priklad: Castka (naptiklad tisic korun) se ma ro¢né zdrocit 100 %.

Reseni: To by ptijediném tiroeni na konci roku ¢inilo 2 000 K.

e Jestlize se vSak uroky pripisuji pololetné (uroci se dvakrat po 50 %), aroci se od zacatku
cervence nikoliv 1 000 K¢, ale 1 500 K¢. Na konci roku tedy v bance mame 2 250 K¢.

* Jestlize se vSak uroky pripisuji ¢tvrtletné (Uroci se ctyrikrat po 25 %), uroci se od zacatku
dubna 1250 K¢, od zacatku cervence 1 562,50 K¢ a od zacatku rijna 1 953,13 K¢. Na konci
roku v bance budeme mit 2 441,41 K¢.

e Vypocet duroki z uroki lze teoreticky stale vice zuZovat: mési¢né, tydné, hodinové, atd.
Castka vyjadfujici stav naseho konta na konci roku tak bude neustale vzristat. Nikoli viak
donekonecna, nybrz ve stale mensich krocich tak, jak se budeme bliZit k hranici — vice nez
2 718,28 K¢ to v Zddném piipadé nemiize byt: tedy nasich ptivodnich tisic korun ndsobenych
Cislem e.

n
Na konté tedy budeme mit nas ptivodni vklad vynasobeny cislem (1 + £> , coZ je vlastné zadani

obecného (n.) élenu @, néjaké posloupnosti.Cislo n urcuje, kolikrat do roka banka tiroéi.

23 Nasledujici ptiklad je i s FeSenim prevzat z: SWoBoDA, H. Modern{ statistika. Praha : Svoboda, 1977. Str. 90.

n

q 1 q 0 7 vr

e = lim (1 + ;) , M je prirozené ¢islo
n—+o0o
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Obecné priurokové sazbé i[%]p.a. auroci-libanka nkrdt doroka, bude stavnaseho konta
na konci roku

.\ N
i
a, = ptuvodni vklad - <1 + ;) .

A protoZe se v posloupnosti dané timto vztahem obecny ¢len nasobi mocninou, jedna se o geometrickou
posloupnost, kde:

i

a, = ptvodni vklad - (1 + i)l = ptvodni vklad - (1 + ;)

=0+
an =@, - q""" = pitvodni vklad - (1 + i) ' (1 + %)n_l = piivodn{ vklad - (1 n i)n

Vidime tedy, Ze geometricka posloupnost ma vyuZiti pro vypocet droki.
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2. Bankovni produkty

Posloupnosti (zejména geometrické) se pouziji pro zakladni vypocty slozenych droki a tim se uplatni
pro takové bankovni produkty, jako jsou vklady, spofeni, dlichody nebo Gvéry. Tyto procesy postupuji
v ,obdobich®, napriklad kazdy mésic. Pozadovany ukon (napiiklad vklad) miizeme provést na pocatku
nebo na konci obdobi a pak hovotime o PREDIhiitnim nebo POIlhiitnim tikonu. Pokud dva takové procesy
na sebe navazuji, je lhitnost volena tak, aby komunikovaly spravné. Tato problematika ale neni dale
feSena.

= ProtozZe se v nasledujicich vzorcich vyskytuji:
mocniny s velkym exponentem a zakladem blizkym jednicce;
souciny, kdy jeden z Ciniteld je blizky jednicce ¢i nule;

podily, kdy délitel je blizky jednicce ¢i nule;

Proto neuvazené i nepatrné zaokrouhlovani muize zptlsobit dost velkou odchylku ve vysledku, je 1épe
radéji nezaokrouhlovat.
Vzdyt o penize jde az ,v prvni fadé"“
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2.1. Vklady

Popis produktu: V pripadé vkladii vlozi klient jednorazové penize do banky, kde lezi po sjedna-
nou dobu a pouze se pripisuji uroky. U tohoto produktu pripoustime, Ze banka muiZe drocit
Castéji neZ jednou do roka.

V ...jednorazovy (terminovany) vklad [ ...urokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01)
K ... stav konta (zlistatek na ucty, jistina, kapital) m. .. pocet irokovacich obdobi v jednom roce
n...pocet celych let - rokd ulozeni Z ... pocet urokovacich obdobi nad celé roky
i mn+z
K=V-11+—

m
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2.2. Sporeni

Popis produktu: PiispoienijdouKklientovy penize do banky v pravidelnych tlozkach, banka troci
jednou do roka, uroky pripisuje klientovi.

S ... stav spoficiho G¢tu na konci spoteni a . .. uklddana konstantni (stale stejnd) ¢astka
[ ...urokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01) m... frekvence vkladi (pocet) v jednom roce
n...doba spoteni (v celych letech - rocich)

S=%-[m+0,5-(m+1)~i]-[(1+i)”—1]
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2.3. Duchody

Popis produktu: Na pocatku si klient ulozi na sviij diichodovy ucet ¢astku D, K¢, ze které v pra-
videlnych intervalem m-krat ro¢né odebira vyplatu a K¢ po dobu n let, ¢cimz je dlichodovy
ucet zcela vybran (anulovan). Pfitom klientovi z ulozené ¢astky pribézné ptibyvaji aroky.
Navic je mozné zaridit, aby zacatek vyplaceni byl pozdrZen o k let.

D, ... pocatecni stav dlichodového tictu a . ..vybirana konstantni (stale stejna) ¢astka
i...urokova sazba p.a. (desetin. &.: 1 % = 0,01) k... doba odkladu (v celych letech - rocich)

m ... frekvence vybérl (pocet) v jednom roce n ... doba vybirani (v celych letech - rocich)
V...diskont V= ﬁ

DO=%-[m+0,5-(m+1)-i]-[1—v"]-vk
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2.4. Uvéry

Popis produktu: Uvérem (pijckou, hypotékou) rozumime poskytnuti kapitalu ve vysi U, K¢ na
urcenou dobu za odménu. UvaZujme pouze pripad, kdy odména je skryta ve vysi drokové
sazby a konstantni (neménné) splatky probihaji ve stejnych intervalech, ve kterych banka

urodi.
U, ...vysSetvéru po r splatkach [ ...uarokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01)
n...pocet splatek V... diskont V= 1%1
a ... konstantni (stale stejnd) splatka (anuita); pouze posledni splatka mtliZe byt mensi!
UO ° L
a =
1—-vn

U,,:UO-(1+i)T+%-[1—(1+i)r]
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2.5. Priklady

Pfiklad 1. VloZim na konto 30 000 K¢ u banky, ktera tiroci kazdy mésic se sazbou 1,6 % p. a. Jaky bude
stav konta za Ctyti a ptil roku?

Reseni 1. Nejprve podle popisti produktii uréime, Ze se jedna o vklad. Pro tento produkt jsme pouzili
nasledujici oznaceni:

V ...jednorazovy (terminovany) vklad [...urokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01)
K ... stav konta (zistatek na uctu, jistina, kapitdl) m. .. pocet Grokovacich obdobi v jednom roce
n...pocet celych let - rokd ulozeni Z ... pocet urokovacich obdobi nad celé roky

V nasem piipadé
VloZim na konto 30 000 K¢ ... = V =30000
.. u banky, ktera uroci kazdy mésic ... > m =12
.. sesazbou 1,6 % p.a...= i =0,016
.. Jaky bude stav konta ... = K =7
. zacltyfi..= n=4
. aptlroku? = z =6 (& %)

(rozloZime-li zadani):

A po dosazeni

.\ mn+z 12-4+6
[ 0,016
K=V- 1+E =30000-{1+ 12 = 30000 - (1 + 0,001333333)%8+6 =

= 30000 - (1,001 333 333)°>* =30000- 1,074 603 788 = 32 238,113 64
Za ctyri a pul roku budu mit na konté 32 238,11 K¢.
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Priklad 2. Je pravdou, Ze pti pravidelném mési¢nim vkladu 1 100 K¢ budu mit po Sesti rocich na konté
alespon 85 000 K¢, kdyZ banka garantuje urokovou sazbu 2,3 % p.a.?

Reseni 2. Nejprve podle popisii produktii uréime, Ze se jedna o sporeni. Pro tento produkt jsme pouzili
nasledujici oznaceni:

S ... stav sporiciho G¢tu na konci spotenti a . ..uklddand konstantni (stale stejnd) ¢astka
[ ...urokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01) m... frekvence vkladl (pocet) v jednom roce
n...doba spoteni (v celych letech - rocich)

V nasem piipadé
Je pravdou, Ze pti pravidelném mési¢nim ... > m =12
.. vkladu 1100 K¢ ...= a =1100
(rozlozime-li zadani): ... budu mit po Sestirocich... > n =6
.. na konté alespon 85000 K¢ ...= S =85000 a vic
... kdyZ banka garantuje urokovou sazbu 2,3 % p.a.? = i =0,023
A po dosazeni

1100
S = %-[m+0,5-(m+1)-i]-[(1+i)"—1] = Sog3 1205 (12+1)-0,023] [(1+0,023)° — 1] =

= 47826,08696 - [12 + 0,5 - (13) - 0,023] - [(1,023)¢ — 1] =
= 47826,08696 - [12 + 0,149 5] - [1,146 182576 — 1] =
= 47 826,086 96 - [12,149 5] - [0,146 182 576] = 84 941,292 52

Neni to pravda, protoZe na konté budu mit jen 84 941 K¢.
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Ptiklad 3. Je pravdou, Ze kdyZ nyni vloZim jednorazové ¢astku 100 000 K¢, budu mit za 16 roki pra-
videlny prispévek k dichodu (tj. mésicné) 1 500 K¢ po dobu 9 let, kdyZ banka garantuje tirokovou
sazbu 2,4 % p.a.?

Reseni 3. Nejprve podle popisti produkti uréime, Ze se jedna o dtichod. Pro tento produkt jsme pouzili
nasledujici oznaceni:

D, ... pocatecni stav dlichodového tctu a ... vybirana konstantni (stale stejna) ¢astka
i ...urokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01) k... doba odkladu (v celych letech - rocich)

m ... frekvence vybért (pocet) v jednom roce n...doba vybirani (v celych letech - rocich)
V... diskont v=—

1+i

.. vloZim jednorazové ¢astku 100 000 K¢ ... = Dj =100 000
V nasem ptipadeé: ... budu mitza 16 rokii ... = k =16
.. pravidelny prispévek k dlichodu (tj. mési¢né) ... = m =12
. 1500K¢...= a =1500
podobu9let..=> n =9
.. kdyZ banka garantuje urokovou sazbu 24%p.a?= i =0,024

Po dosazeni do vzorce zjistime potirebnou c¢astku D, a jestli ndmi vlozena castka D pokryje poZzadav-

ky. Nejdiive ovSsem musime urcit hodnotu diskontu v = = = =0,9765625. Potom

1+i 1+0,024

Do=% [m+05- (m+1)-i]-[1—v"] - v* =

1500
"~ 0,024

=62500-[1240,5-(13)-0,024]-[1-0,807 793 566 9]-0,684 227 765 8=62 500-[12+0,156]-[0,192 206 433 1]-0,684 227 765 8=

[1240,5- (12 4+ 1) - 0,024] - [1 — 0,976 562 5] - 0,976 562 516 =

=62500-[12,156]-[0,192 206 433 1]-0,684 2277658 = 99 916,985 26
Kdyz D, =99916,98526, pak Dy—D,=100000—-99916,985 =83 a proto rekneme:

Je to pravda, protoZe na konté mi ztlistane jesté 83 Kc¢.
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Pfiklad 4. Staci mi 3 rocni splatky po 11 000 K¢ na splaceni celého ivéru ve vysi 30 000 K¢ u banky;,
ktera uroci se sazbou 5 % p.a.?

Reseni 4. Nejprve podle popisti produktii uréime, Ze se jedna o Gvér. Pro tento produkt jsme pouzili
nasledujici oznaceni:

U, ...vyseuvéru po r splatkiach [ ...urokova sazba p.a. (desetin. ¢.: 1 % = 0,01)

. g . 1
n...pocet splatek V... diskont V=

a ... konstantni (stdle stejnd) splatka (anuita); pouze posledni splatka mtiZze byt v ,redlu” mensi!

V nasem piipadé
Sta¢i mi 3 rocni splatky ...= n =3
.. p0o11000K¢...= a =11000
.. na splaceni celého uvéru ve vysi 30 000 K¢ ... = U, = 30000
.. U banky, ktera uroc¢i se sazbou 5 % p.a.? = i =0,05

(rozloZime-li zadani):

A po dosazeni

_a , 11000
Up=Up (1407 + = [1=(A+D7T = Us=30000-(1+0,05° +——=

[1—(1+0,05)%] =
= 30000 - (1,05) + 220000 - [1 — (1,05)3] = 30000 - 1,157 625 + 220 000 - [1 — 1,157 625] =
= 34.728,75 + 220000 - [0,157 625] = 34 728,75 — 34 677,5 = 51,25

Pro splaceni celého uvéru mi bude chybét 51 K¢.



Determ. Matice

Pokud bychom chtéli sestavit splatkovy kalendar;, ktery popisuje stav avérového uctu po jednotlivych

Soustavy LAR (element.) Funkce

splatkach, je nejlepsi vSe zapisovat do tabulky.

Oznaceni mény vynechdme a vypocty budeme zaokrouhlovat na halére (setiny koruny).

Pri takto nastavenych podminkach avéru zaplatime na trocich 3 051,25 K¢ a jeSté uvér nebude zcela

splaceny.

Racionalni (lom.) funkce

Interpolace, MNC  Posloupnosti (apl.)

anuita

urok 5 %

amor

stav uvéru

30000,00

stav po 1. splatce | 11000,00 | 1500,00 | 9500,00 || 20500,00

stav po 2. splatce | 11000,00 | 1025,00 | 9975,00 || 10525,00

stav po 3. splatce | 11000,00 526,25 | 10473,75 51,25
» 3051,25




Determ. Matice Soustavy LAR (element.) Funkce Racionalni (lom.) funkce Interpolace, MNC Posloupnosti (apl.)

Pouzita literatura

[1] DEMLOVA, M., NAGY, ]. Algebra. Praha : SNTL - Nakladatelstvi technické literatury, Praha. 1982.
192 stran.

[2] HORSKY, Z. Vektorové prostory. Praha : SNTL - Nakladatelstvi technické literatury, Praha. 1980.
88 stran.

[3] CHUDY, . Determinanty a matice. Praha : SNTL - Nakladatelstvi technické literatury, Praha. 1974,
vydani druhé, doplnéné. 216 stran.

[4] KovaRik, P. Matematika I. Brno : Vysoka $kola Karla EngliSe, a. s., Brno. 2010, 63 stran.
ISBN 978-80-86710-25-9

[5] KUBEN, ., SARMANOVA, P. Diferencidlni pocet funkci jedné proménné. Ostrava : Vysoka $kola
banska - Technicka univerzita Ostrava, 2006, 351 s. ISBN 80-248-1192-8.
[on line] (http://homel.vsb.cz/~s1la64/cd/pdf/dp/dp_obr.pdf)

[6] PRIKRYL, P. Numerické metody matematické analyzy. Praha : Statni nakladatelstvi technické litera-
tury, Praha. 1985, 192 stran.

[7] RycHNOVSKY, R. Uvod do vyssi matematiky. Praha : Statni zemédélské nakladatelstvi, Praha. 1968,
vydanti treti, rozSirené. 518 stran.

[8] VETCHY, V., SIKULOVA, B. Linedrni algebra. Brno : Vojenska akademie v Brné [skripta]. 1988. 93 stran


http://homel.vsb.cz/~s1a64/cd/pdf/dp/dp_obr.pdf

	Determinanty
	1.  Zavedení pojmu determinant 2. řádu
	   Definice
	   Cvičení 

	2.  Zavedení pojmu determinant 3. řádu
	         Definice
	         Subdeterminant   Dij
	2.1.  Stanovení determinantu 3. řádu rozvojem
	2.2.  Sarrusovo pravidlo pro výpočet determinantu 3. řádu
	2.3.  Cvičení

	3.  Determinanty vyšších řádů
	3.1.  Stanovení determinantu k. řádu rozvojem
	3.2.  Úpravy determinantů
	   Trojúhelníkový tvar determinantu



	Matice
	4.  Matice
	4.1.  Speciální typy matic
	   Čtvercová matice řádu   n
	   Řádková matice
	   Sloupcová matice
	   Nulová matice   0
	   Jednotková matice   E
	   Transponovaná matice   AT
	   Matice ve schodovitém (stupňovém, trojúhelníkovém) tvaru
	   Regulární matice

	4.2.  Hodnost matice
	   Ekvivalentní operace s maticemi
	   Cvičení 


	5.  Operace s maticemi
	   Rovnost matic:   A = B
	   Součin matice s číslem:   k . A
	   Součet a rozdíl matic:   A + B ,   A - B .
	   Násobení matic:   A • B .
	   Vlastnosti násobení matic

	   Cvičení 

	6.  Inverzní matice
	6.1.   Stanovení inverzní matice pomocí jednotkové matice
	6.2.   Stanovení inverzní matice pomocí adjungované matice
	6.3.  Příklad
	   Inverzní matice na základě definice
	   Inverzní matice pomocí úprav jednotkové matice
	   Inverzní matice pomocí adjungované matice

	Řešení maticové rovnice


	Soustavy lineárních algebraických rovnic
	1.  Soustavy lineárních algebraických rovnic
	1.1.  Speciální typy soustav
	   Nehomogenní soustava lineárních algebraických rovnic
	   Homogenní soustava lineárních algebraických rovnic
	   Ekvivalentní soustavy lineárních algebraických rovnic

	1.2.  Frobeniova věta o řešení soustavy lineárních rovnic

	2.  Hledání kořenů soustavy lineárních algebraických rovnic
	2.1.  Gaussova (Jordanova) eliminační metoda — GEM
	Odvození metody
	Popis metody
	   Cvičení — GEM, Jordan

	2.2.  Cramerovo pravidlo
	   Cvičení — Cramerovo pravidlo

	2.3.  Řešení soustav lineárních algebraických rovnic pomocí inverzní matice
	   Cvičení — Pomocí inverzní matice



	Funkce, elementární funkce
	1.  Pojem funkce (jedné reálné proměnné) a způsoby jejího zadávání
	1.1.  Analyticky
	1.2.  Graficky
	1.3.  Tabulkou (výčtem hodnot)

	2.  Vlastnosti funkcí
	        Ohraničená funkce
	        Monotónní funkce
	        Prostá funkce
	        Sudá a lichá funkce
	        Periodická funkce
	        Další vlastnosti funkcí
	2.1.  Kořen funkce

	3.  Operace s funkcemi
	        Součet funkcí f + g
	        Rozdíl funkcí f – g
	        Součin funkcí f • g
	        Podíl funkcí f / g
	        Absolutní hodnota funkce  |f| 
	3.1.  Skládání funkcí
	3.2.  Inverzní funkce
	      Dvojice vzájemně inverzních funkcí
	      Postup hledání inverzní funkce


	4.  Elementární funkce
	Algebraické funkce
	Funkce mocninné (mocniny a odmocniny)
	      Základní pravidla pro počítání s mocninami
	      Základní pravidla pro počítání s odmocninami


	Transcendentní funkce
	Funkce exponenciální a logaritmická
	      Základní pravidla pro počítání s exponenciální funkcí
	      Základní pravidla pro počítání s logaritmickou funkcí

	Funkce goniometrické
	      Sinus: y = sin x
	      Kosinus: y = cos x
	Základní vztahy pro sinus a kosinus

	      Tangens: y = tg x
	      Kotangens: y = cotg x

	Funkce cyklometrické
	      Arkussinus: y = arcsin x
	      Arkuskosinus: y = arccos x
	      Arkustangens: y = arctg x
	      Arkuskotangens: y = arccotg x

	4.5.  Mnohočleny (polynomy) a racionální lomené funkce

	Grafy některých elementárních funkcí

	Mnohočleny a racionální lomená funkce
	1.  Mnohočleny — polynomy
	1.1.  Rozklad mnohočlenu na součin
	1.2.  Nalezení kořenů mnohočlenu
	1.2.1.  Lineární rovnice
	1.2.2.  Kvadratické rovnice
	Rovnice vyšších stupňů
	1.2.3.  Mnohočleny s celočíselnými koeficienty
	1.2.4.  Hornerovo schéma
	Další příklad



	2.  Racionální lomená funkce
	2.1.  Parciální zlomky
	2.2.  Typy rozkladů na parciální zlomky
	2.3.  Postup rozkladu racionální lomené funkce na parciální zlomky
	2.3.1.  Reálné jednonásobné kořeny jmenovatele
	2.3.2.  Reálné vícenásobné kořeny jmenovatele
	2.3.3.  Jednonásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele
	2.3.4.  Vícenásobné komplexně sdružené kořeny jmenovatele

	2.4.  Příklad – Ryze lomená racionální funkce
	        Hledání kořenů jmenovatele
	        Rozklad jmenovatele na součin
	        Typy parciálních zlomků

	2.5.  Příklad – Neryze lomená racionální funkce
	        Dělení mnohočlenu mnohočlenem
	        Hornerovo schéma
	        Rozklad jmenovatele na součin
	        Typy parciálních zlomků
	        Výsledek

	2.6.  Závěrečná poznámka k rozkladu na parciální zlomky


	Interpolace a aproximace
	1.  Interpolace diskrétních hodnot vhodnou funkcí
	1.1.  Langrangeův interpolační mnohočlen (polynom)
	     Příklad 1.1.1.
	Odvození vzorce
	Výpočet

	     Příklad 1.1.2.
	     Příklad 1.1.3.

	1.2.  Poznámka k interpolačním polynomům

	2.  Aproximace diskrétních hodnot vhodnou funkcí
	2.1.  Metoda nejmenších čtverců
	2.1.1.  Aproximace přímkou
	     Příklad

	2.1.2.  Aproximace parabolou
	     Příklad

	Výsledný graf

	2.2.  Poznámka k metodě nejmenších čtverců


	Bankovní produkty
	1.  Posloupnosti
	1.1.  Způsoby zadávání posloupností
	1.1.1.  Grafem, tabulkou, výčtem prvků
	1.1.2.  Rekurentním vztahem
	1.1.3.  Vzorcem pro obecný člen

	1.2.  Aritmetická posloupnost
	1.3.  Geometrická posloupnost
	1.3.1.  Aplikace geometrické posloupnosti
	      Dvojková číselná soustava
	      Výpočet úroků



	2.  Bankovní produkty
	2.1.  Vklady
	2.2.  Spoření
	2.3.  Důchody
	2.4.  Úvěry
	2.5.  Příklady



