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Inverzní maƟce
Nejprve řešme rovnici 𝑎 𝑥 = 𝑏 , kde 𝑎 ≠ 0 , 𝑏 jsou reálná čı́sla.

𝑎 ⋅ 𝑥 = 𝑏 | ⋅ 𝑎ିଵ (násobı́me zleva)
𝑎ିଵ ⋅ (𝑎 ⋅ 𝑥) = 𝑎ିଵ ⋅ 𝑏
(𝑎ିଵ ⋅ 𝑎) ⋅ 𝑥 = 𝑎ିଵ ⋅ 𝑏

(asociativnı́ zákon)

(1𝑎 ⋅ 𝑎)ᇣᇧᇤᇧᇥ
ଵ

⋅𝑥 = 𝑎ିଵ ⋅ 𝑏

𝑥 = 𝑎ିଵ ⋅ 𝑏 (protože: 1 ⋅ 𝑥 = 𝑥)

Analogická situace nastává i při řešenı́ maticové rovnice A • X = B , kde A , B jsou dané
matice a X je matice s neznámými prvky.
Pokud by existovala matice Aିଵ s vlastnostı́ Aିଵ • A = E , kde E je jednotková matice,

mohli bychom danou maticovou rovnici řešit takto:

A • X = B | • Aିଵ (násobı́me zleva)
Aିଵ • (A • X) = Aିଵ • B
(Aିଵ • A)ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

E
•X = Aିଵ • B

(asociativnı́ zákon)

X = Aିଵ • B (protože: E • X = X)

Je proto přirozená následujı́cı́ deϐinice:
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Inverzní maƟce A−1 k (regulární) maƟci A je matice splňujı́cı́ následujı́cı́ vztah:

A • Aିଵ = Aିଵ • A = E =
⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 … 0
0 1 … 0

⋱
0 0 … 1

⎤
⎥
⎥
⎦

Z uvedeného vztahu je zřejmé, že inverznı́ matice existuje jenom ke čtvercové a regulárnı́ ¹ matici.

Pro určenı́ inverznı́ matice k matici A existuje několik různých metod, z nichž jedna (nazvaná Jorda-
nova) je následujı́cı́. Napı́šeme matici [ A | E | ∑ ] takto:

• do levého pole napı́šeme matici A, ke které hledáme inverznı́ matici Aିଵ;
• do prostřednı́ho pole napı́šeme jednotkovou matici E;
• do pravého pole připojı́me kontrolnı́ sloupec ∑, ve kterém je součet všech čı́sel daného řádku.

Takto zapsanoumatici upravujeme za pomocipouze řádkových elementárnı́ch úprav ² (které jsou ana-
logické s úpravami prováděnými při řešenı́ soustavy rovnic součtovoumetodou) tak dlouho, až v levém
poli dostaneme jednotkovou matici E. V prostřednı́m poli pak bude hledaná inverznı́ matice Aିଵ. Vztah
mezi původnı́ maticı́ a upravenou budeme označovat ∼ .
Provedeme-li přı́slušnou řádkovou elementárnı́ úpravu i v kontrolnı́m sloupci, musı́ se součet v přı́-

slušném řádku shodovat s nově vzniklým čı́slem v kontrolnı́m sloupci.
¹ K singulárnı́ matici inverznı́ matice neexistuje.
² Elementárnı́ úpravy (ekvivalentnı́ úpravy matice) jsou objasněny v souboru diskutujı́cı́m Hodnost matice.
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Pro většı́ přehlednost na pravé straně matice budeme zaznamenávat prováděné operace s tı́m, že ma-
lými řı́mskými čı́slicemi označı́me přı́slušný řádek. Zápis 𝑖𝑖+𝑖 ⋅(−3) tedy vyjadřuje, že: každý prvek
prvního řádku vynásobímemínus třemi a přičteme k odpovídajícímu prvku druhého řádku.

Příklad: Vypočtěte inverznı́ matici Aିଵ k matici A = ቎
2 2 3
1 −1 0

−1 2 1
቏ ⇒ [ A | E | ∑ ] =

= ቎
2 2 3 1 0 0 8
1 −1 0 0 1 0 1

−1 2 1 0 0 1 3
቏
𝑖𝑖
𝑖
𝑖𝑖𝑖

∼ ቎
1 −1 0 0 1 0 1
2 2 3 1 0 0 8

−1 2 1 0 0 1 3
቏ 𝑖𝑖 + 𝑖 ⋅ (−2)
𝑖𝑖𝑖 + 𝑖 ⋅ (1)

∼

∼ ቎
1 −1 0 0 1 0 1
0 4 3 1 −2 0 6
0 1 1 0 1 1 4

቏ 𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖

∼ ቎
1 −1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 1 4
0 4 3 1 −2 0 6

቏
𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (−4)

∼

∼ ቎
1 −1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 1 4
0 0 −1 1 −6 −4 −10

቏ 𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (1)
𝑖𝑖𝑖 ⋅ (−1)

∼

∼ ቎
1 −1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 −5 −3 −6
0 0 1 −1 6 4 10

቏
𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (1)

∼ ቎
1 0 0 1 −4 −3 −5
0 1 0 1 −5 −3 −6
0 0 1 −1 6 4 10

቏ = [ E | Aିଵ | ∑ ]

⟹ Aିଵ = ቎
1 −4 −3
1 −5 −3

−1 6 4
቏
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Zkoušku, to jest výpočet součinumatic A•Aିଵ = ቎
2 2 3
1 −1 0

−1 2 1
቏•቎

1 −4 −3
1 −5 −3

−1 6 4
቏ = E a součinu

Aିଵ • A = ቎
1 −4 −3
1 −5 −3

−1 6 4
቏ • ቎

2 2 3
1 −1 0

−1 2 1
቏ = E ponecháváme čtenáři.

Příklad
Určete inverznı́ matici Bିଵ k matici B =

⎡
⎢
⎢
⎣

2 1 0 0
3 2 0 0
1 1 3 4
2 −1 2 3

⎤
⎥
⎥
⎦

Řešení [ B | E | ∑ ] ∼ [ E | Bିଵ | ∑ ]

⎡
⎢
⎢
⎣

2 1 0 0 1 0 0 0 4
3 2 0 0 0 1 0 0 6
1 1 3 4 0 0 1 0 10
2 −1 2 3 0 0 0 1 7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖𝑖
𝑖 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (−2)
𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (−3)
𝑖𝑣 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (−2)

∼

∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10
0 −1 −6 −8 1 0 −2 0 −16
0 −1 −9 −12 0 1 −3 0 −24
0 −3 −4 −5 0 0 −2 1 −13

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖𝑖 ⋅ (−1)
𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (−1)
𝑖𝑣 + 𝑖𝑖 ⋅ (−3)

∼
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∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10
0 1 6 8 −1 0 2 0 16
0 0 −3 −4 −1 1 −1 0 −8
0 0 14 19 −3 0 4 1 35

⎤
⎥
⎥
⎦ 𝑖𝑣 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (5)

∼

∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10
0 1 6 8 −1 0 2 0 16
0 0 −3 −4 −1 1 −1 0 −8
0 0 −1 −1 −8 5 −1 1 −5

⎤
⎥
⎥
⎦
𝑖𝑣 ⋅ (−1)
𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑣 ⋅ (−3)

∼

∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 4 0 0 1 0 10
0 1 6 8 −1 0 2 0 16
0 0 1 1 8 −5 1 −1 5
0 0 0 −1 23 −14 2 −3 7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + 𝑖𝑣 ⋅ (4)
𝑖𝑖 + 𝑖𝑣 ⋅ (8)
𝑖𝑖𝑖 + 𝑖𝑣 ⋅ (1)
𝑖𝑣 ⋅ (−1)

∼

∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 3 0 92 −56 9 −12 38
0 1 6 0 183 −112 18 −24 72
0 0 1 0 31 −19 3 −4 12
0 0 0 1 −23 14 −2 3 −7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (−3)
𝑖𝑖 + 𝑖𝑖𝑖 ⋅ (−6) ∼

∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 1 0 0 −1 1 0 0 2
0 1 0 0 −3 2 0 0 0
0 0 1 0 31 −19 3 −4 12
0 0 0 1 −23 14 −2 3 −7

⎤
⎥
⎥
⎦

𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (−1)
∼
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∼
⎡
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 2 −1 0 0 2
0 1 0 0 −3 2 0 0 0
0 0 1 0 31 −19 3 −4 12
0 0 0 1 −23 14 −2 3 −7

⎤
⎥
⎥
⎦

⟹ Bିଵ =
⎡
⎢
⎢
⎣

2 −1 0 0
−3 2 0 0
31 −19 3 −4

−23 14 −2 3

⎤
⎥
⎥
⎦

Příklad
Rƽ ešte maticovou rovnici A • X • B = C , kde

A = ቈ 2 1
3 2 ቉ , B = ቈ −3 2

5 −3 ቉ , C = ቈ −2 4
3 −1 ቉ .

Řešení. Maticovou rovnici budeme řešit analogicky jako bychom postupovali při řešenı́ rovnice
𝑎 ⋅ 𝑥 ⋅ 𝑏 = 𝑐 , kde 𝑎, 𝑏, 𝑐 jsou čı́sla a 𝑥 neznámá.

A • X • B = C | • Aିଵ (zleva); • Bିଵ (zprava)
Aିଵ • A • X • B • Bିଵ = Aିଵ • C • Bିଵ

(Aିଵ • A) • X • (B • Bିଵ) = Aିଵ • C • Bିଵ

E • X • E = Aିଵ • C • Bିଵ

X = Aିଵ • C • Bିଵ

Nynı́ určı́me přı́slušné inverznı́ matice Jordanovou metodou.
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Aିଵ ∶ ቈ 2 1 1 0 4
3 2 0 1 6 ቉ 𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (−1) ∼ ቈ −1 −1 1 −1 −2

3 2 0 1 6 ቉ 𝑖 ⋅ (−1)𝑖𝑖 + 𝑖 ⋅ (3) ∼

∼ ቈ 1 1 −1 1 2
0 −1 3 −2 0 ቉ 𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (1)

𝑖𝑖 ⋅ (−1) ∼ ቈ 1 0 2 −1 2
0 1 −3 2 0 ቉ ⟹ Aିଵ = ቈ 2 −1

−3 2 ቉

Bିଵ ∶ ቈ −3 2 1 0 0
5 −3 0 1 3 ቉ 𝑖𝑖 + 𝑖 ⋅ (2) ∼ ቈ −3 2 1 0 0

−1 1 2 1 3 ቉ 𝑖𝑖 ⋅ (−1)𝑖 ∼

∼ ቈ 1 −1 −2 −1 −3
−3 2 1 0 0 ቉ 𝑖𝑖 + 𝑖 ⋅ (3) ∼ ቈ 1 −1 −2 −1 −3

0 −1 −5 −3 −9 ቉ 𝑖 + 𝑖𝑖 ⋅ (−1) ∼

∼ ቈ 1 0 3 2 6
0 −1 −5 −3 −9 ቉ 𝑖𝑖 ⋅ (−1) ∼ ቈ 1 0 3 2 6

0 1 5 3 9 ቉ ⟹ Bିଵ = ቈ 3 2
5 3 ቉

Potom X = Aିଵ • C • Bିଵ , kde C = ቈ −2 4
3 −1 ቉ je:

X = ቈ 2 −1
−3 2 ቉ • ቈ −2 4

3 −1 ቉ • ቈ 3 2
5 3 ቉

X = ቈ −7 9
12 −14 ቉ • ቈ 3 2

5 3 ቉ = ቈ 24 13
−34 −18 ቉

Ověřenı́, že A • X • B = C , tedy ቈ 2 1
3 2 ቉ • ቈ 24 13

−34 −18 ቉ • ቈ −3 2
5 −3 ቉ = ቈ −2 4

3 −1 ቉
ponecháváme čtenáři.
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