lteracni metody reseni soustav linearnich rovnic

Michal Cihdk

27. prosince 2011



Primé metody reseni soustav linedrnich rovnic

e V prednaskach z linedrni algebry jste se seznamili s nékolika
metodami FeSeni soustav linedrnich rovnic (Gaussova eliminaéni
metoda, Cramerovo pravidlo, atd.)



Primé metody reseni soustav linedrnich rovnic

e V prednaskach z linedrni algebry jste se seznamili s nékolika
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o P¥i praktické realizaci téchto metod na pocitadi vznikaji drobné
nepresnosti pri vypoctech zpiisobené zaokrouhlovacimi chybami.



Primé metody reseni soustav linedrnich rovnic

e V prednaskach z linedrni algebry jste se seznamili s nékolika
metodami FeSeni soustav linedrnich rovnic (Gaussova eliminaéni
metoda, Cramerovo pravidlo, atd.)

o P¥i praktické realizaci téchto metod na pocitadi vznikaji drobné
nepresnosti pri vypoctech zpiisobené zaokrouhlovacimi chybami.

o Cim vét$i je pocet rovnic a neznamych, tim je vétsi polet operaci
provadénych pri vypoctech a tim vétsi mohou byt vzniklé nepfesnosti.



Problém zaokrouhlovacich chyb

Priklad: Reste soustavu rovnic Gaussovou eliminaéni metodou pfi pouziti
presnosti na Ctyfi platné Cislice.

0,003000z; + 59,14z = 59,17
5,29121 — 6,130z = 46,78
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Problém zaokrouhlovacich chyb

Priklad: Reste soustavu rovnic Gaussovou elimina¢ni metodou pFi pouziti
presnosti na Ctyfi platné Cislice.

0,003000z1 + 59,14z = 59,17
5,201z — 6,130z, = 46,78

Po Gpravé na trojihelnikovy tvar obdrZime:

0,003000z1 + 59,14z = 59,17
— 10430025 ~ —104400

PFitom presny tvar ma byt:

0,003000z; + 59,14z = 59,17
—104309,37622 = —104309,376

Vyse uvedend nepresnost vede k hodnoté x5 ~ 1,001 namisto presné
hodnoty z3 = 1,000 (zatim nic tragického).



Problém zaokrouhlovacich chyb

Priklad: Reste soustavu rovnic Gaussovou eliminaéni metodou pfi pouziti
presnosti na Ctyti platné Cislice.

0,003000z; + 59,14z = 59,17
5,29121 — 6,130z = 46,78

Po Gpravé na trojlhelnikovy tvar obdrZime:

0,003000x1 + 59,14z = 59,17
—104300z2 ~ —104400

PFitom presny tvar ma byt:

0,003000x1 + 59,1425 = 59,17
—104309,37625 = —104309,376
VySe uvedend nepresnost vede k hodnoté x5 ~ 1,001 namisto presné

hodnoty z2 = 1,000 (zatim nic tragického).
Avsak 21 &~ —10,00 namisto pfesné hodnoty 27 = 10,00 (coZ je prasvih!).
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o |teracni metody nachazi své uplatnéni tam, kde selhavaji primé
metody.
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o PouZivaji se zejména v pripadé velkého poctu rovnic a neznamych —
matice soustavy ma velké rozméry a je Ffidkd (obsahuje hodné nul).



lteracni metody reseni soustav linedrnich rovnic

o |teracni metody nachazi své uplatnéni tam, kde selhavaji primé
metody.

o PouZivaji se zejména v pripadé velkého poctu rovnic a neznamych —
matice soustavy ma velké rozméry a je Ffidkd (obsahuje hodné nul).

e Je zajimavé, Ze takové matice se v praktickych aplikacich vyskytuji
pomérné Casto, coz jeSté umocnuje vyznam iteracnich metod.



Jacobiova itera¢ni metoda — ukazka

Priklad: Je dana soustava
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Jacobiova itera¢ni metoda — ukazka

Priklad: Je dana soustava

10"1'1 — To + QIF;.; = 6,
—I] -+ 11.’1’2 - ry + 3’1‘4 = 25
23’.‘1 — ra + lO.’I‘g — ry = 711,
3.’1'-2 — r3 + 87‘4 = 15

ReSeni zaneme tim, Ze z j-té rovnice vyjadfime nezndmou x; pro
J=12,3,4
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Jacobiova itera¢ni metoda — ukazka

Pro zjednoduseni dalSiho zapisu budeme pouzivat maticové zapisy. Vektor

neznamych ozna&ime x = (1,72, %3, T4)".
Nyni zvolime néjakou pocatecni aproximaci vektoru neznamych
x(® =(0,0,0,0). Potom prvni iteraci x(!) vektoru nezndmych ziskime

takto
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0.6000,
2.2727,
—1.1000,

1.8750.



Jacobiova itera¢ni metoda — ukazka

Dalsi iterace x(*) ziskime podobné a jsou uvedeny v tabulce

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
:rim 0.000  0.6000 L0473 09326  1.0152  0.9890 10032 0.9981 L0006 0.9997  1.0001
r;}d 0.0000 2.2727  1.7159 2.053 1.9537  2.0114 19922  2.0023 19987  2.0004 1.9998

(k)

0 0.0000 —1.1000 —0.8052 —1.0493 —0.9681 —1.01

13 —0.9945 —1.0020 —0.9990 —1.0004 —0.9998
z, 0.0000 L8750  0.8852 L1309 09739 10214 0.9944 10036  0.9989 10006  0.9998




Jacobiova itera¢ni metoda — ukazka

Dalsi iterace x(*) ziskime podobné a jsou uvedeny v tabulce

k 0 1 2

7

8

9

10

0.000  0.6000  1.0473

(%)
(k)
Ty

0.0000 22727 17159
= 0.0000 —1.1000 —0.8052

0.0000  1.87530  0.8832

0.9981

0023

—L1.0020

1.0036

1.0006
1.9987
—0.9990

(.9989

0.9997
2.0004
—1.0004

1.0006

1.0001

1.9998

—0.9998

0.9998

Proces vypoctu dalsich iteraci byl ukoncen ve chvili, kdy hodnota

maxi—y,._n{|at” — 2V

\} klesla pod pfedem danou toleranci 0,001.



Jacobiova itera¢ni metoda — ukazka

Dali iterace x(*) ziskdme podobné a jsou uvedeny v tabulce

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
:rik; 0.000  0.6000 1.0473  0.9326 1.0152  0.9890 1.0032  0.9981 10006  0.9997  1.0001
.rgk/ 0.0000  2.2727  1.7159 2.053 L9537 2.0114 1.9922 2.0023 L9987  2.0004 1.9998
J%k/ 0.0000 —=1.1000 -—0.8052 —1.0493 -—0.9681 —1.0103 -0.9945 —1.0020 —0.9990 -1.0004 -0.9998
Tik} 0.0000 1.8750  0.8852  1.1309 09739  1.0214 09944 1.0036  0.9989  1.0006 0.9998

Proces vypoctu dalsich iteraci byl ukoncen ve chvili, kdy hodnota

, (k) _ (k=1)
T (T
PFesné Feeni zadané dané soustavy rovnic je x = (1,2, —1,1)%.

} klesla pod pfedem danou toleranci 0,001.



Pomocné pojmy z linedrni algebry

o Pripomenme pojem vlastnich Cisel matice.
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Pomocné pojmy z linedrni algebry

PFripomenme pojem vlastnich Cisel matice.

Pro ¢tvercovou m x n matici A definujeme charakteristicky polynom
matice A vztahem p(\) = det(A — AI), kde I je jednotkovad matice.
Koreny tohoto charakteristického polynomu se nazyvaji vlastni Cisla
matice A.

Spektralni polomér matice A je definovan jako nejvétsi z absolutnich
hodnot vlastnich &isel matice A a zna&ime jej p(A).



Jacobiova itera¢ni metoda — kritérium konvergence

Posloupnost iteraci
x®) = px(k=D ¢,

kde k =1,2,..., konverguje k jedinému feSeni soustavy rovnic
x = Tx + ¢ pro libovolné x(*) € R™ pravé tehdy, kdy? p(T) < 1.



Gauss-Seidlova iteraéni metoda

o PFi Jacobiové metodé se pfi vypocltu komponent vektoru k-tych
iteraci pouzivaji vyhradné komponenty vektoru (k — 1)-nich iteraci.



Gauss-Seidlova iteraéni metoda

o PFi Jacobiové metodé se pfi vypocltu komponent vektoru k-tych
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vektoru k-tych iteraci uz



Gauss-Seidlova iteraéni metoda

o PFi Jacobiové metodé se pfi vypocltu komponent vektoru k-tych
iteraci pouzivaji vyhradné komponenty vektoru (k — 1)-nich iteraci.

e Pritom pfi vypoctu i-té komponenty xgk)

mame spocitany komponenty xgk), CEék), - ,x@l tohoto vektoru.

vektoru k-tych iteraci uz

e Tyto Cerstvé spocitané komponenty jsou pravdépodobné lepsimi

aproximacemi hodnot neznamych, nez dfive spocitané komponenty

xgkfl) xgkfl) x(kfl).

B geeeydiq



Gauss-Seidlova iteraéni metoda

P¥i Jacobiové metodé se pri vypoétu komponent vektoru k-tych
iteraci pouzivaji vyhradné komponenty vektoru (k — 1)-nich iteraci.

Pritom pfi vypoctu i-té komponenty xgk)

mame spocitany komponenty xgk), mék), - ,x@l tohoto vektoru.

vektoru k-tych iteraci uz

Tyto Cerstvé spocitané komponenty jsou pravdépodobné lepSimi

aproximacemi hodnot neznamych, nez dfive spocitané komponenty

x&kfl), xgkfl), e ,xglizl).

Zakladni myslenkou Gauss-Seidlovy iteraéni metody je pouzit pfi
vypoctu i-té komponenty 2*) vektoru k-tych iteraci hodnoty

N (N (S N 1)



Gauss-Seidlova itera¢ni metoda — ukazka

Priklad: Je dana soustava
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Gauss-Seidlova iteraéni

Priklad: Je dana soustava

103’.‘1 — ra +
—I + ].J..TQ —
2.’1”,'1 - To +

3.2“2 —

PFi vypoctu hodnoty k-té iterace i-té nezndmé x

2

L3

xr3
10:

I3
I3

k k k k—1 k—1
:cg),xé),...,xg_)l,zg ),...,xi )
1
ng) _ _mgk 1)
10
(k) 1
) L L))
Ty = TEh + @Tz
ORI 3 .
4 8 2

+ 3’1‘4 =
_ Ty

(k)

%

metoda — ukazka

6,
25,
—11,
15

pouzijeme hodnoty
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Gauss-Seidlova iteraéni metoda — ukazka

V tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
Gauss-Seidlovou iteraéni metodou

k 0 1 2 3 4 5
"' 0.0000  0.6000 1030 1.0065  1.0009  1.0001
zy) 00000 23272 2037 20036 2.0003  2.0000
20,0000 —0.9873  —1.014 —1.0025 —1.0003 —1.0000
20 00000 08789 09844 09983  0.9999  1.0000




Gauss-Seidlova iteraéni metoda — ukazka

V tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
Gauss-Seidlovou iteraéni metodou

k 0 1 2 3 4 5

2700000 06000  1.030  1.0065  1.0009  1.0001
zy) 00000 23272 2037 20036 2.0003  2.0000
2800000 —0.9873  —1.014 —1.0025 —1.0003 —1.0000
20 00000 08789 09844 09983  0.9999  1.0000

Proces vypoctu dalsich iteraci byl ukoncen ve chvili, kdy hodnota
maxi:17,,,,n{\x§k) — ml(-kfl)\} klesla pod pfedem danou toleranci 0,001.



Gauss-Seidlova iteraéni metoda — ukazka

V tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
Gauss-Seidlovou iteraéni metodou

k 0 1 2 3 4 ]

20,0000 06000  1.030  1.0065  1.0009  1.0001
2y 00000 23272 2037 2.0036  2.0003  2.0000
zg) 00000 —0.9873  —1.014 —1.0025 —1.0003 —1.0000
7 00000 08789 09844  0.9983  0.9999  1.0000

Proces vypoctu dalsich iteraci byl ukoncen ve chvili, kdy hodnota
max,;:17.__m,{\xz(-k) (k b \} klesla pod predem danou toleranci 0,001.
Presné reseni zadané dane soustavy rovnic je x = (1,2, —1,1)%.



Gauss-Seidlova iteraéni metoda — ukazka

V tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
Gauss-Seidlovou iteraéni metodou

k 0 1 2 3 4 5

2700000 06000  1.030  1.0065  1.0009  1.0001
ry) 00000 23272 2037 20036 2.0003  2.0000
20,0000 —0.9873  —1.014 —1.0025 —1.0003 —1.0000
0 00000 08789 09844  0.9983  0.9999  1.0000

Proces vypoctu dalSich iteraci byl ukonéen ve chvili, kdy hodnota
maxi=17,,_,n{\x§k (k b \} klesla pod pfedem danou toleranci 0,001.
Presné reseni zadané dane soustavy rovnic je x = (1,2, —1,1)%.
Vsimnéte si, ze Gauss-Seidlovou metodou jsme dospéli k pfedepsané
presnosti reseni po 5 iteracich, zatimco pri pouziti Jacobiovy metody
jsme k dosazeni podobné presnosti potrebovali 10 iteraci.



SOR metoda

Metoda SOR je podobnd Gauss-Seidlové metodé, ale vyuziva vhodny
soucinovy koeficient pro rychlejs$i dosazeni poZzadované presnosti
aproximace reSeni soustavy.



SOR metoda

Metoda SOR je podobna Gauss-Seidlové metodé, ale vyuziva vhodny
soucinovy koeficient pro rychlej$i dosazeni poZzadované presnosti
aproximace reseni soustavy.

(k)

Pro vypocet hodnoty k-té iterace i-té neznamé x;"’ pouZzijeme vztah

1
.rfm =(1- w).rgk_” + Gi bi — ZOU o Z i L z
11

Jj= j=i+l1

kde w je zminény soucinovy koeficient.



SOR metoda

Metoda SOR je podobna Gauss-Seidlové metodé, ale vyuziva vhodny
soucinovy koeficient pro rychlej$i dosazeni poZzadované presnosti
aproximace reseni soustavy.

(k)

Pro vypocet hodnoty k-té iterace i-té neznamé x;"’ pouZzijeme vztah

1
.rfm =(1- w).rgk_” + Gi bi — ZOU o Z i L z
11

Jj= j=i+l1

kde w je zminény soucinovy koeficient.

e Pro w =1 je metoda totoznd Gauss-Seidlovu metodu.



SOR metoda

Metoda SOR je podobna Gauss-Seidlové metodé, ale vyuziva vhodny
soucinovy koeficient pro rychlej$i dosazeni poZzadované presnosti
aproximace reseni soustavy.

Pro vypocet hodnoty k-té iterace i-té neznamé )

. pouZijeme vztah

1 n
K) _ (g g k—1) W *) (k—1)
= (1—wx, + — b; — Z aijT; — E aijT;
it - -

kde w je zminény soucinovy koeficient.

e Pro w =1 je metoda totoznd Gauss-Seidlovu metodu.

e Pro w > 1 se metoda nazyva superrelaxacni metoda (metoda SOR).



SOR metoda — ukazka

Priklad: Je dana soustava

4.’1‘1 + 3.’1?2 2-1
31’1 + —L.TQ — I3 30
—Ty + 41‘3 = —-24



SOR metoda — ukazka

Priklad: Je dana soustava

4.’1‘1 + 3.’1?2 = 24,
3?1.‘1 + -l-.’.'!"g — r3 = 30,
—ry —+ 4.’1’?3 = 24

P¥i pouziti Gauss-Seidlovy metody vypocteme k-tou iteraci hodnot
nezndmych pomoci vztahi

2" = 0. 75#{‘1%6
) = —0.75e 02527 4 75,
3“(:') = [_)2037&“—6:



SOR metoda — ukazka

Priklad: Je dana soustava

dx; 4+ 3xo = 24,
35}.‘1 -+ -L.TQ - I3 = 30
—ry —+ 4.’1’?3 = =24

P¥i pouziti Gauss-Seidlovy metody vypocteme k-tou iteraci hodnot
neznamych pomoci vztah(

2F = —0752Y 4,
yg* = —0.152" + 0252V + 7.5,
#) = 0252 6,

Pfi pouziti metody SOR s volbou soucinového koeficientu w = 1,25
vypocteme k-tou iteraci hodnot neznamych pomoci vztahi

29 = 02528 —0.037525 Y 4 7.5,

1
(k) —0.93752" — 0252 + 0.31252 " + 9.375,

II

k)

2
2 03125288 — 02521 — 7.5,



SOR metoda — ukazka

V prvni tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
Gauss-Seidlovou metodou pro pocateni aproximaci x(®) = (1,1,1)*:

k0 1 2 3 4 5 6
1 5.250000  3.1406250  3.0878906  3.0549316  3.0343323  3.0214577
1 3.812500  3.8828125  3.9267578  3.9542236  3.9713898  3.0821186
rl'k 1 —5.046875 —5.0292969 —5.0183105 —5.0114441 —5.0071526 —5.0044703

7

3.0134110
3.9888241

—5.0027940



SOR metoda — ukazka

V prvni tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené

Gauss-Seidlovou metodou pro po&ateéni aproximaci x(© = (1,1,1)*:

k0 1 2 3 4 5 6 7

1 5.250000  3.1406250  3.0878906  3.0549316  3.0343323  3.0214577  3.0134110
1 3.812500  3.8828125  3.9267578  3.9542236  3.9713808  3.9821186  3.9888241
1 —5.046875 —5.0202969 —5.0183105 —5.0114441 —5.0071526 —5.0044703 —5.0027940

Ve druhé tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
SOR metodou pro po&ate&ni aproximaci x(0) = (1,1,1)% a souéinovy
koeficient w = 1,25:

k0 1 2 3 4 5 6 T

r1 Y1 6.312500 2.6223145  3.1333027  2.9570512  3.0037211  2.9963276  3.0000498
Ty, 1 3.5195313 3. 66 40102646  4.0074838  4.0029250  4.0009262  4.0002586
.r;‘;;'i‘:' 1 —=6.6501465 —4.6004238 —5.0966863 —4.9734897 —5.0057135 —4.9982822 —5.0003486




SOR metoda — ukazka

V prvni tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
Gauss-Seidlovou metodou pro pocateni aproximaci x(©) = (1,1,1)*:

E 0 1 2 3 4 5 6 7
1 5.250000  3.1406250  3.0878906  3.0549316  3.0343323  3.0214577  3.0134110
1 3.812500  3.8828125  3.9267578  3.9542236  3.9713898  3.9321186  3.9888241

.rl'k 1 —5.046875 —5.0292969 —5.0183105 —5.0114441 —5.0071526 —5.0044703 —5.0027940

Ve druhé tabulce jsou uvedeny jednotlivé iterace postupné vypoctené
SOR metodou pro po&ateéni aproximaci x(©) = (1,1,1)* a souinovy
koeficient w = 1,25:

k0 1 2 3 4 5 6 T

.rgm 1 6.312500 2.6223145  3.1333027  2.9570512  3.0037211  2.9963276  3.0000498
1 3.5195313  3.9585266  4.0102646  4.0074838  4.0029250  4.0009262  4.0002586
.r;“f ' 1 —6.6501465 —4.6004238 —5.0966863 —4.9734897 —5.0057135 —4.0982822 —5.0003486

PFesné Feeni zadané dané soustavy rovnic je x = (3,4, =5)".



SOR metoda — dokonceni ukazky

Pro ilustraci: K dosaZeni presnosti dané napriklad toleranci 10~7
bychom potrebovali 34 iteraci Gauss-Seidlovy metody, ale pouze 14
iteraci metody SOR.



