
10. Aproximace řešeńı okrajových úloh pro ODR 2. řádu metodou śıt́ı. Kateřina Konečná

KLASICKÁ FORMULACE ÚLOHY.
Pro danou konstantu a2 > 0 a funkce p, q, f ∈ C〈0, l〉, q ≥ 0, najděte funkci y ∈ C2〈0, l〉 tak, aby byla splněna diferenciálńı
rovnice

−a2y′′ + py′ + qy = f pro x ∈ (0, l) (1)

a okrajové podmı́nky

• Dirichletovy: y(0) = α0, y(l) = αl,

• Neumannovy: a2y′(0) = β0, −a2y′(l) = βl,

• Newtonovy: a2y′(0) = γ0y(0) + β0, −a2y′(l) = γly(l) + βl ,

kde γ0 > 0, γl > 0. Typy okrajových podmı́nek lze v hraničńıch bodech 0 a l libovolně kombinovat.

STANDARDNÍ METODA SÍTÍ

• diskretizace úlohy:
ekvidistantńı uzly: 0 = x0 < x1 < · · · < xn = l,
krok: h = l

n ,
aproximace přesné hodnoty y(xi): yi, i = 0, 1, . . . , n

• aproximace v př́ıpadě vnitřńıch uzl̊u, tj. i = 1, 2, . . . , n− 1:

y(xi) aproximujeme yi

y′(xi) aproximujeme
yi+1 − yi−1

2h

y′′(xi) aproximujeme
yi−1 − 2yi + yi+1

h2

dosazeńım aproximaćı do (1) źıskáme soustavu n− 1 lineárńıch rovnic

• zbývaj́ıćı 2 rovnice:
− Dirichletovy okrajové podmı́nky: dosad́ıme do vytvořeného systému n− 1 lineárńıch rovnic a řeš́ıme,
− Neumannovy a Newtonovy okrajové podmı́nky: nahrazeńım derivaćı centrálńımi diferencemi zavedeme fiktivńı

”
přibližné hodnoty“ y−1 a yn+1, které vyeliminujeme a řeš́ıme systém n lineárńıch rovnic v př́ıpadě Neumannových

podmı́nek, resp. n+ 1 lineárńıch rovnic v př́ıpadě Newtonových podmı́nek.

Př́ıklad. Aproximujte řešeńı úlohy

−y′′ + xy = x na intervalu (0, 1)

y(0)− 2y′(0) = −1

2y(1) + y′(1) = 1

s krokem h = 0.2.

Řešeńı.
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Př́ıklad. Aproximujte řešeńı úlohy

−y′′ + y = x na intervalu (0, 1)

y(0) = 0

y′(1) = 0

s krokem h = 0.2.

Řešeńı.
h = 0.2, n = l

h = 5, i = 0, 1, . . . , 5, xi = h · i⇒ xi = 0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1
náhrada:

y(xi) −→ yi

y′(xi) −→
yi+1 − yi−1

2h

y′′(xi) −→
yi−1 − 2yi + yi+1

h2

dosazeńım do zadáńı dostáváme:

−yi+1 − 2yi + yi−1
h2

+ yi = xi

−yi+1 + 2yi − yi−1 + 0.22yi = 0.22xi

−yi−1 + 2.04yi − yi+1 = 0.04xi; xi = h · i (2)

• pro i = 1, 2, 3, 4 dostáváme:
i = 1: −y0 + 2.04y1 − y2 = 0.04x1 −→ −y0 + 2.04y1 − y2 = 0.04 · 0.2 · 1 = 0.008

i = 2: −y1 + 2.04y2 − y3 = 0.04x2 −→ −y1 + 2.04y2 − y3 = 0.04 · 0.2 · 2 = 0.016

i = 3: −y2 + 2.04y3 − y4 = 0.04x3 −→ −y2 + 2.04y3 − y4 = 0.04 · 0.2 · 3 = 0.024

i = 4: −y3 + 2.04y4 − y5 = 0.04x4 −→ −y3 + 2.04y4 − y5 = 0.04 · 0.2 · 4 = 0.032

• pro i = 0: y0 = 0

• pro i = 5: nahrazeńı y′(x5) centrálńı diferenćı:

y′(x5) =
y6 − y4

2 · h
=
y6 − y4
2 · 0.2

= 0

y6 − y4 = 0

... vytvořeńı fiktivńı proměnné y6, kterou je potřeba eliminovat −→ přidáme rovnici (2) dosazeńım i = 5:

−y4 + 2.04y5 − y6 = 0.04x5, tj.

−y4 + 2.04y5 − y6 = 0.04

Řešeńım systému posledńıch dvou lineárńıch rovnic eliminujeme proměnnou y6:

−y4 + y6 = 0
−y4 + 2.04y5 − y6 = 0.04

−2y4 + 2.04y5 = 0.04

soustava lineárńıch rovnic: 
2.04 −1 0 0 0
−1 2.04 −1 0 0
0 −1 2.04 −1 0
0 0 −1 2.04 −1
0 0 0 −2 2.04

 ·

y1
y2
y3
y4
y5

 =


0.008
0.016
0.024
0.032
0.04


výsledný odhad:

y = (0, 0.0702, 0.1353, 0.1897, 0.2277, 0.2429)
T

[verze: 22. XI. 2016]
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