10. APROXIMACE RESENT OKRAJOVYCH ULOH PRO ODR 2. RADU METODOU SITI. 1

KLASICKA FORMULACE ULOHY.
Pro danou konstantu a® > 0 a funkce p, ¢, f € C(0,1), ¢ > 0, najdéte funkci y € C2(0,1) tak, aby byla splnéna diferencialn{

rovnice
2. 11

—a*y" +py' +aqy = f prox € (0,1) (1)
a okrajové podminky
e Dirichletovy: y(0) = ag, y(I) = oy,
e Neumannovy: a?y’(0) = By, —a?y'(l) = 3,
e Newtonovy: a?y’(0) = vy (0) + Bo, —ay'(1) = viy(l) + B ,

kde v9 > 0, v; > 0. Typy okrajovych podminek lze v hrani¢nich bodech 0 a [ libovolné kombinovat.

STANDARDNI METODA SITi

e diskretizace ilohy:
ekvidistantni uzly: 0 = xp < 21 < -+ < xp, =1,

krok: h =L,
aproximace presné hodnoty y(z;): v;, 1 = 0,1, ..., n
e aproximace v piipadé vnitinich uzlu, tj. i =1,2, ...,n—1:

y(z;) aproximujeme y;

Y (z;) aproximujeme yl“%hyl*l
L — . )
y"(z;) aproximujeme Yi-1 hy; + Yit1

dosazenim aproximaci do (1) ziskdme soustavu n — 1 linedrnich rovnic

e zbyvajici 2 rovnice:
— Dirichletovy okrajové podminky: dosadime do vytvoifeného systému n — 1 linearnich rovnic a fesime,
— Neumannovy a Newtonovy okrajové podminky: nahrazenim derivaci centralnimi diferencemi zavedeme fiktivni
,briblizné hodnoty* y_1 a y,11, které vyeliminujeme, a fesime systém n linearnich rovnic v ptipadé Neumannovych
podminek, resp. n + 1 linearnich rovnic v ptipadé Newtonovych podminek.

Piiklad 1. Aproximujte feSeni tlohy o |
—y" + 2y = = na intervalu (0, 1) _—

y(0) —2y'(0) = —1
2(1) + /(1) = 1 3 1

s krokem h = 0.2. \ \ w w w \
00 02 04 06 08 1.0

X

Reseni.
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Piiklad 2. Aproximujte feSeni 1lohy S
—y" +y = z na intervalu (0,1) ~ 5
y(0) =0 °
y/(l) =0 | —— presne reseni
8 | odhad
s krokem h = 0.2. e T T
00 02 04 06 08 10
- X
ResSeni.
h=02,n= % =514=0,1,....,5, z;,=h-i=2;=0,0.2,0.4,0.6,0.8, 1
nahrada:
y(wi) — yi
'(2;) —s Yi+1 —Yi—1
y'(x) T
Yi-1 — 2Yi + Yiv1
y'(@) — S
dosazenim do zadani dostadvame:
Yit1 — 2Yi + Yi—1 .
— 12 +y; =z [Jh2 tj. -0.22
—Yir1 + 2y —yio1 +0.2%; =0.2% i h
—yi—1 +2.04y; — y;1 = 0.0084 (2)

e proi=1,2,3,4 dostavame:
1=1. —yo+2.04y; —y2 = 0.008

i=2: —y1 +2.04y, —ys = 0.016
1=3: —ys+2.04y; —ys =0.024
1=4: —y3+2.04ys —ys = 0.032
e prot=0:yy =0
e pro i = 5: nahrazeni y/(z5) centralni diferenct:

/  Ys— Y4 Yo —Ys
yi(ws) =55 = 502 0

Yo —yas =0

... vytvoreni fiktivni proménné yg, kterou je potieba eliminovat — pfiddme rovnici (2) dosazenim i = 5:
—Y4 + 2.04 Ys — Y — 0.04
Resenfm systému poslednich dvou linedrnich rovnic eliminujeme proménnou yg:

—Ya+ys =0
—Ys + 2.04 Ys — Y = 0.04

—2y, +2.04ys = 0.04

soustava linearnich rovnic:

204 -1 0 0 0 n 0.008
-1 204 -1 0 0 Vs 0.016
0 -1 204 -1 0 |[-|ys|=10.024
0 0 -1 204 -1 Ya 0.032
0 0 0 -2 204 Ys 0.04

vysledny odhad:
Y = (0,0.0702,0.1353,0.1897, 0.2277, 0.2429)"
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