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DISKRÉTNÍ METODA NEJMENŠÍCH ČTVERCŮ

• využit́ı: prokládáńı dat křivkami, řešeńı přeurčených systémů lineárńıch rovnic

• nahrazeńı požadavku F (xi) = f(xi), i = 0, 1, . . . , n slabš́ım požadavkem

(F (x0)− f(x0))
2

+ (F (x1)− f(x1))
2

+ . . . (F (xn)− f(xn))
2 → min

• obecná formulace úlohy: Pro dané vektory ϕ ∈ Rk a ϕ(1), ϕ(2), . . . , ϕ(n) ∈ Rk, n < k najděte koeficienty c1, c2, . . . , cn
tak, že pro vektor ϕ∗ = c1ϕ

(1) + · · ·+ cnϕ
(n) je norma ‖ϕ− ϕ∗‖2 minimálńı.

• konstrukce: neznámé koeficienty c1, c2 . . . , cn dostáváme jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic, tzv. normálńıch
rovnic: 

〈ϕ(1), ϕ(1)〉 〈ϕ(1), ϕ(2)〉 · · · 〈ϕ(1), ϕ(n)〉
〈ϕ(1), ϕ(2)〉 〈ϕ(2), ϕ(2)〉 · · · 〈ϕ(2), ϕ(n)〉

...
...

...
〈ϕ(1), ϕ(n)〉 〈ϕ(2), ϕ(n)〉 · · · 〈ϕ(n), ϕ(n)〉

 ·

c1
c2
...
cn

 =


〈ϕ,ϕ(1)〉
〈ϕ,ϕ(2)〉

...
〈ϕ,ϕ(n)〉

 (1)

• Pozn. 1. Při návrhu aproximace bychom měli aproximačńı funkci vyb́ırat tak, aby vektory ϕ(i) byly lineárně
nezávislé, v opačném př́ıpadě by měla soustava (1) nekonečně mnoho řešeńı.
Pozn. 2. Za předpokladu, že jsou vektory ϕ(i), i = 1, . . . , n lineárně nezávislé, matice soustavy (1) je symetrická a
pozitivně definitńı → soustava (1) lze efektivně řešit např. Choleského metodou.

Př́ıklad 1. Pro zadané hodnoty najděte vztah popisuj́ıćı závislost teploty na čase zjǐstěnou měřeńım zaznamenaným v
tabulce. Aproximujte

a) lineárńım,

b) kvadratickým polynomem.

Vypoč́ıtejte normu vektoru chyb výsledné aproximace v daných uzlech.

i 0 1 2 3
čas 0 1 2 3

teplota 3 -1 0 2
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Př́ıklad 2. Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u řešte přeurčenou soustavu lineárńıch rovnic

x1 + x2 = 2

x1 − x2 = 1

x1 + 2x2 = −1.

Řešeńı.

ϕ(1) =

1
1
1

 , ϕ(2) =

 1
−1
2

 , ϕ =

 2
1
−1


• skalárńı součiny:

〈ϕ(1), ϕ(1)〉 = 3

〈ϕ(2), ϕ(2)〉 = 6

〈ϕ(1), ϕ(2)〉 = 2

〈ϕ,ϕ(1)〉 = 2

〈ϕ,ϕ(2)〉 = −1

• systém normálńıch rovnic:(
3 2 2
2 6 −1

)
∼

 1 2
3

2
3

0 14
3 − 7

3

 ∼
 1 0 1

0 1 − 1
2

 ⇒ c =

 1

− 1
2


• odhad ϕ∗ =

(
1− 1

2 , 1 + 1
2 , 1− 2 · 12

)T
=
(
1
2 ,

3
2 , 0
)T

• chyba aproximace: ‖ϕ− ϕ∗‖2 =
√

9
4 + 1

4 + 1 =
√

7
2

.
= 1.8708

x1 + x2 = 2 x1 − x2 = 1

x1 + 2x2 = − 1
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Př́ıklad 3. Funkci f(x) = x2 aproximujte v uzlech xi = −2 + i, i = 1, 2, 3, 4 lineárńı kombinaćı funkćı 1, ex, e−x.
Vypoč́ıtejte normu vektoru chyb výsledné aproximace v daných uzlech.

Řešeńı.

i 1 2 3 4
xi -1 0 1 2
yi 1 0 1 4

Dané funkce: f1(x) = 1, f2(x) = ex, f3(x) = e−x

xi -1 0 1 2
f1(xi) 1 1 1 1
f2(xi) 0.367879 1 2.718282 7.389056
f3(xi) 2.718282 1 0.367879 0.135335

⇒ ϕ(1) =


1
1
1
1

 , ϕ(2) =


0.367879

1
2.718282
7.389056

 , ϕ(3) =


2.718282

1
0.367879
0.135335

 , ϕ =


1
0
1
4


• skalárńı součiny:

〈ϕ(1), ϕ(1)〉 = 4

〈ϕ(2), ϕ(2)〉 = 63.122541

〈ϕ(1), ϕ(2)〉 = 8.542708

〈ϕ(1), ϕ(2)〉 = 11.475217

〈ϕ(1), ϕ(3)〉 = 4.221496

〈ϕ(2), ϕ(3)〉 = 3.999996

〈ϕ,ϕ(1)〉 = 6

〈ϕ,ϕ(2)〉 = 32.642385

〈ϕ,ϕ(3)〉 = 3.627501

• systém normálńıch rovnic:  4 11.475217 4.221496 6
11.475217 63.122541 3.999996 32.642385
4.221496 3.999996 8.542708 3.627501


• řešeńı systému lineárńıch rovnic:

c =


−1.341346

0.713225

0.753519


• aproximace funkce:

ϕ∗ = c1ϕ
(1) + c2ϕ

(2) + c3ϕ
(3) =


0.969312

0.125398

0.874604

4.030691


• chyba aproximace: ‖ϕ− ϕ∗‖2 = 0.182572
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