8. RESENI LAGRANGEOVY A HERMITEOVY ULOHY INTERPOLACE. Katefina Koneéna/1

INTERPOLACNI POLYNOM
e aproximace zadanych hodnot nebo hledané funkce f funkei F'(z) (polynomem)
e F musi byt k f ”co nejblize”
e znaceni: P(™ .. mnozina vech polynomu stupné < n

ULOHA LAGRANGEOVY INTERPOLACE

e znaceni:
Xy L1y -y Ty ... vzéjemné ruzné body (uzly)
Yo, Y1y - -3 Yn .. dané hodnoty
F(x) ... hledand funkce (polynom nebo funkce vytvofend z polynomu), pro kterou plat{

F(l‘l) :yi,izo,l, -
e interpola¢ni polynom v Newtonoveé tvaru:

N(z)=ao+ai(x—x0)+...an(x —x0) - (x —21) - -+~ (x — zp—1), kde
ag, ai, --.,a6, jsou koeficienty spliujici soustavu rovnic
ao = Yo

ap+ a1 - (x1 — o) =11

ag + a1 (x2 — xo) + az(x2 — o) (T2 — 1) = Yo

a0+a1(xn_x0)+"'+an(xn —(Eo) """ (xn _xnfl) = Yn.

Reseni lze popsat rekurzivnim zpusobem pomoci pomérnych diferenci prvniho, druhého, ...n-tého fadu — vypocet
pomoci tabulky pomérnych diferenci si ukdzeme na cviceni.

ULOHA HERMITEOVY INTERPOLACE

e znaceni:
Ty &1y ooy Ty ... vzdjemné ruzné body (uzly)
Yos Y1y - - Yn .. dané hodnoty
YosYis -y ... dané hodnoty prvni derivace
F(xz) ... hledand funkce (polynom nebo funkce vytvofend z polynomu), pro kterou plat{

F(xi) =y
Fl(z;))=vy,,i=0,1,...,n

e interpola¢ni polynom v zobecnéném Newtonové tvaru:

H(zx)=ap+ai(x —x0)+...an(x —x0) - (x —21) - -+ (r — zp_1), kde

ag,ai, - ..,an jsou koeficienty splitujici soustavu rovnic (stejnou jako vyse), pricemz kazdy uzel se v dané soustave
objevuje dvakrdt a pomérné diference tvaru |%’ jsou nahrazeny zadanymi derivacemi.
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Priklad 1. Pro zadané hodnoty sestrojte
a) interpola¢ni polynom v Newtonové tvaru,

b) Hermiteuv interpolaéni polynom v zobecnéném Newtonové tvaru.

1 |0 1 2
z |0 1 3

yo -1 -4 92
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Priklad 2. Hodnotu +v/1.05 aproximujte hodnotou
a) Newtonova
b) Hermiteova

interpola¢niho polynomu funkce f(z) = ¢z v uzlech xy = 1 a z; = 1.2. V obou piipadech urcete absolutni{ chybu
aproximace. Zaokrouhlujte na 6 desetinnych mist.

a) Uloha Lagrangeovy interpolace, interpola¢ni polynom v Newtonové tvaru:

Tabulka pomérnych diferenci:

1| X Yi y(x, Tig1)
0 1 1 1.062659 — 1
ST T (0.31332
T T 0.3133295
1]1.2 1.062659

Newtonuv interpolaéni polynom:

N(z) =1+ 0.3133295 - (z — 1)
N(1.05) = 1+ 0.3133295 - (1.05 — 1) = 1.015665
¢/1.05 = 1.016396

odhad absolutni chyby: |N(1.05) — v/1.05| = 7.31 - 10~*

b) Uloha Hermiteovy interpolace, interpolaéni polynom v zobecnéném Newtonové tvaru:

fa) = = f'@) = o

Tabulka pomérnych diferenci:

i Yi Y(Tis Tit1) Y(Tis Tit1, Tiy2) y(zo, T1, T2, 23)

0] 1 1 /
F(1)=0.333333 313905 0.333333 01001

L 1 L—1.062659 _ s ao0s 121 - —~0.09056 +0.10019 _ o
1-12 0.295183 — 0.313295 12-1 =0

2| 1.2 1.062659 . = —0.09056

£/(1.2) = 0.295183
3|12 1.062659

Hermitetv interpolaéni polynom v zobecnéném Newtonové tvaru:

H(z) =14 0.333333(z — 1) — 0.10019(x — 1)? + 0.04815(x — 1)*(z — 1.2)
H(1.05) = 14 0.333333(1.05 — 1) — 0.10019(1.05 — 1) + 0.04815(1.05 — 1)?(1.05 — 1.2) = 1.016398
v/1.05 = 1.016396

odhad absolutn{ chyby: |H(1.05) — ¥/1.05| = 1.99 - 106
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Reseny priklad z praze.
Nékladni trajekt spojujici pevninu s ostrovem ma maximélni kapacitu 1000 osobnich vozl, ovsem nakladka vozu blizici
se maximalni kapacité je casové velmi naro¢na. K dispozici méame tabulku s pocty aut nalozenymi v daném ¢ase

gas [hod] | 05 0.7 09 1.1
y [ 452 585 689 768
y' | 743 590 453 340

Odhadnéte, kolik vozu bylo nalozeno za 1 hodinu, pouzitim
a) Newtonova interpola¢niho polynomu,

b) Hermiteova interpola¢niho polynomu.

Resent.

a) ’Newtonﬁv interpolacni polynom‘

Tabulka pomérnych diferenci:

il i oy | Y@ min) Y@ e, Tiv2)  y(To, T, T2, T3)
0] 0.5 452

665 795

625 3

2109 689 B

395
3|11 768

Newtonuv interpola¢ni polynom:
725 250

N(x)=452+665-(x—0.5)—7 (x—0.5)(x—0.7)—|—?~(a:—0.5)(x—0.7)(33—0.9):...
250 5 1075 , 7315 269
=—1r - —2t —a— —
3 2 6 8

5851
N(1) = == = 7313750

b) ’ Hermiteuv interpola¢ni polynom

Tabulka pomérnych diferenci:

T | T Yi
0]05 452
743
1105 452 -390
665 75
21 0.7 585 -375 2
500 125 4 625
35 2 125 4 315
3107 585 1 625 36 36169
520 75 — —
-335 375 0 34575 2
4109 689 = 25 4 1875 36
5109 689 200 2 —'§£§ !
395 75
6| 1.1 768 -275
340
7111 768
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Hermitetv interpola¢ni polynom:

Hir)= . = 36169 ot 379051 6 116768 5 39985 A 70177 ot 80314 2 32171 - 14227
B 25 50 7 2 5 15 245 145
140407
= = 731.2865
(1) 192

Poznamka k vijsledkum.
Pokud vime, zZe 1ze pocet nalozenych vozu v ¢ase t vyjadrit vztahem

t

=1 R
£(t) = 1000 ——,

porovnejte odhadnuté poéty nalozenych aut za 1 hodinu se skutec¢nou hodnotou:

t [hod] | 1
N(t) | 731.3750
H(t) | 731.2865
f(t) | 731.0586

Pozn. Zajimaji nds odhady poc¢ti nalozenych aut = po zaokrouhleni se odhady nelisi od hodnoty spoc¢itané ze zadané
funkce. Pocet nalozenych aut béhem 1 hodiny je tedy 731.

[verze: 9. XI. 2017]



