NUMERICKE METODY I - ¢v. 11 Katerina Konec¢néa

ITERACNI METODY PRO RESENT SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

Uvazujeme systém linearnich rovnic Ax = b s regularni matici A € M,

Princip itera¢nich metod: pfevést soustavu Ax = b na systém x =Tx + g, T € M,

Ttera¢ni proces: "1 = Ta* + g s itera¢ni matici T, jeji vhodnou volbou dostévame konkrétni itera¢ni metodu.
Ttera¢ni metody vyuZivaji nasledujiciho rozkladu matice soustavy A:

A=D-L-U,

kde D znaéi diagonalni matici, L zadporné vzatou dolni trojahelnikovou matici bez diagonaly a U zaporné vzatou
horni trojihelnikovou matici bez diagonaly:

a1 0 . 0 0 0 . 0 0 —ay - —a1n
0 a2 .2 s 0 —a21 0 s 0 0 0 cee —a2.n
D= . . ) L= . . . ’ U= . . .
. . . . . . . . . —Qp—1,n
0 0 - ann —an1 r —Gppe1 0 0o 0 - 0

JACOBIOVA ITERACNI METODA

Soustavu
Ax =0

feSime rozkladem matice A = D — L — U. Postupnymi tpravami
Az =b
(D-L-U)x=b
Dx=(L+U)x+b
z=DYL+U)z+D'b

dostavame iteracni proces ve tvaru

k+1 — D—l L k D—l
T (L+U)z" + b
Ty g5

s itera¢ni matici T7;.
Konvergence metody:

e Necht je matice A ryze fddkové nebo sloupcové diagonalné dominantni, pak metoda konverguje pro libo-
volnou pocéateéni aproximaci z° € R™.

n
A ryze fadkové diagonalné dominantni: |a; ;| > > |a; ;| i=1,...,n
j=1
J#i
n
A ryze sloupcové diagondlné dominantni: |ag x| > Y laik] k=1,....,n
2

e Metoda konverguje pro viechny poc¢te¢ni aproximace x° € R" < p(T;) < 1
p(T) ... spektralni polomér iteraéni matice Ty, p(Ty) = max{|\;|,i =1, ..., n}, tj. nejvétsi vlastni ¢islo
v absolutni hodnoté
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GAUSS-SEIDELOVA ITERACNI METODA

Soustavu
Az =0b

feSime rozkladem matice A = D — L — U. Postupnymi tpravami
Az =0b
(D-L-U)x=b
D-Lx=Ux+b
x=(D—-L)'We+(D-L)"'b

dostavame itera¢ni proces ve tvaru

"t = (D-L)y"'Ux* + (D-1L)"'b

Tcs 9dcs

s iteracni matici Tgg.

Konvergence metody:
e stejnd kritéria jako pro Jacobiovu itera¢ni metodu + dalsi mozné kritérium:

e Necht A je pozitivné definitni matice, pak Gauss-Seidelova metoda konverguje pro libovolnou pocéateéni
aproximaci ° € R™.

Pozndmka. Konverguje-li Jacobiova i Gauss-Seidelova metoda, Gauss-Seidelova metoda konverguje rychleji.

Priklad. Danou soustavu linedrnich rovnic

3r1+x9 +x3 =2
201 +4x9 +x3 =4

—T1 — X2 —31}3 =-1

feste Jacobiovou i Gauss-Seidelovou metodou, pro poc¢ateéni aproximaci & = (0,0,0)7 spocitejte prvni dvé
iterace.

Resend. Ovéfeni konvergence: Pro matici soustavy A plati:
3>141,4>2+1,3>1+1,
je tedy ryze radkové diagonalné dominantni = obé metody konverguji pro libovolnou pocateéni aproximaci.

e Jacobiova metoda: ptfi vypoctu budeme vychazet ze vztahu

Dx*tt = (L + U)x* +b,

maticovy zapis:

3 0 0 0o -1 -1 2
04 0]abFt=(-—2 0 -1]a"+][ 4
0 0 -3 1 1 0 -1
soustava linearnich rovnic:
3xlf+1 = 79312“ — l‘]?f +2
4$§+1 =2z — 2k 14
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x% = (0,0,0)T (pocatecni aproximace ze zadani)

2 1
1: = 1 - T
2=

2 2
mzz(iala_i)T

9°12° 9

e Gauss-Seidelova metoda: pfi vypoctu budeme vychazet ze vztahu

(D— L)z =Ux" +b

maticovy zapis:

3 0 0 0o -1 -1 2
2 4 0 |a*t=10 0 -1]zF+| 4
-1 -1 -3 0 0 0 -1
soustava linedrnich rovnic:
3chtt = —gk ok 42
4x§+1 = —2xlf+1 - x’§ +4

1 1 1
—3x§+ za:’f+ +m§+ -1

x® = (0,0,0)" (pocatecni aproximace ze zadani)

22 1
wlz(iafa_i)T

33 9

13 85 92
2 _ (22 BT IENT
2" = (37 108" 324

Pozndmka. Pokud bychom pocitali do zastaveni vypoétu (STOP kritérium: |2+ — x¥|| < e =1073):
Jacobiova metoda: x! ~ (0.42345,0.8081, —0.07655)7
Gauss-Seidelova metoda: % ~ (0.4231,0.8077, —0.0769)7
Vidime tedy, Zze pokud konverguji obé metody, Gauss-Seidelova metoda konverguje rychleji.

Priklad. Ukazte, ze Gauss-Seidelova metoda pro dany systém diverguje.

1 2 -3
A=10 1 -1
-1 3 -2
Resend.
10 0 0 0 0 0 -2 3
D=101 0},L=(0 0 0], U=(0 0 1
0 0 -2 1 -3 0 0 0 0
Potfebujeme inverzni matici k matici D — L:
1 0 0|1 0 O 10 0|1 0 O 100 1 0 O
0 1 01]0 10 01 0|0 1 0 01 0,0 1 0
-1 3 -2|0 0 1 0 0 -2|1 -3 1 001—%%—%
1 0 O 0 -2 3 0 -2 3
Tes=D-L)y'U=[0 1 0 0 0 1]=(0 0 1
-3 3 -3 0 0 0 0 1 0
Vypocet vlastnich ¢isel itera¢ni matice Tgg:
-2 -2 3
det(Tes —AE) =0 X 1|=-X4+A=X1- ) =X1-N)(1+N) =0
0 1 =

vlastni ¢isla: \y = =1, Ao =0, A3 =1
spektrélni polomér: p(Tgs) = max{| — 1|,10],|1|} =1 ...divergence
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Funkce pro pocitacové cviceni

diag(a) vektor diagonalnich prvkt matice A

diag(diag(A)) diagonalni matice

tril(A) dolni trojuhelnikova matice (obsahujici diagonélu)

tril(a, -1) dolni trojahelnikova matice zacinajici prvni diagonalou pod hlavni diagonalou
triu(A) horni trojihelnikovad matice (obsahujici diagonélu)

triu(A, 1) horni trojihelnikova matice zac¢inajici prvni diagonalou nad hlavni diagonalou
[values, vectors] = eig(A) | vraci vlastni ¢isla values a vlastni vektory vectors matice A

norm(4) Euklidovskd maticova /vektorova norma

norm(A, Inf) norma || A oo, pro ostatni normy viz doc norm

x = A\b feSeni soustavy linearnich rovnic A*x = b




