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MOZNOSTI A VYLEPSENI SIMULACNI METODY LHS

LIMITATIONS OF AND IMPROVEMENTS TO LHS

Miroslav VoFechovsky '

Abstract

A new technique is proposed to improve the performance of Latin hypercube sam-
pling. To reduce error in correlations between variables (correlated or uncorrelated), it is pro-
posed to perform Simulated Annealing method on the realizations for all variables, instead of
using matrix manipulation, as is the current custom. Limitations in hypercube sampling will
be discussed. To improve the statistics for each variable, it is proposed that realizations for
each variable be acquired by finding the probabilistic means of equiprobable disjoint intervals
in the variable's domain, instead of using the cumulative distribution function directly, as is
currently done.

1 Uvod

Simulace typu Monte Carlo (MC) je mocny ndstroj, velmi ¢asto pouzivany k analyze
nahodnych jevll pomoci pocitaci. U ndhodnych problémt je pozadovéna statisticka ¢i pravdé-
podobnosti informace o ndhodném vystupu (odezve) zavisejici na nahodnych vstupnich veli-
¢inach, polich a procesech. Simulace MC je robustni, snadno pouzitelnd a obecné rychlejsi
nez plné¢ pravdépodobnostni piistupy a proto je ¢asto pouzivana pro feSeni ndhodnych pro-
blému a pro ovéfovani jinych metod analyzy. Metoda Latin Hypercube Sampling (LHS) pied-
stavuje jeden z nejucinnéjSich postupt k odhadu statistickych parametri odezvy (konstrukce)
a pro tento Ucel byla také ptivodné vyvinuta [3]. Vyhodou je moznost vyrazného snizeni poctu
simulaci oproti jednoduché metodé¢ MC pii zachovani pfesnosti odhadu statistik odezvy.

Nabizena uprava metody LHS zachovava funkci rozdéleni vSech simulovanych veli¢in
a dodrzuje pozadované korelace mezi velicinami. LHS sestrojuje vysoce provazanou sdruze-
nou hustotu pravdépodobnosti vektoru ndhodnych veli¢in, kterd umoziuje vysokou piesnost
statistickych parametri odezvy pfti pouZziti malého poctu simulaci. Lze rozlisit dvé faze simu-
lace LHS. Nejdfive jsou vybrany vzorky reprezentujici funkce hustoty pravdépodobnosti veli-
¢in. Poté se pracuje s potfadimi vzork tak, aby se dosahlo pozadované statistické zavislosti
mezi veli¢inami. Vzhledem k tomu, Ze statistickéd zavislost je vzorkiim vnucena pouze zdme-
nami potadi a nikoliv zménou jejich hodnot, rozdéleni pravdépodobnosti veli¢in ziistane ne-
zméngéno.

2 Metoda Latin Hypercube Sampling

V nasledujicim uved'me hlavni mySlenku metody. Odhady statistickych parametrii re-
zervy spolehlivosti jsou ziskany z urc¢itého poctu simulovanych realizaci funkce mezniho sta-
vu podobné jako v jednoduché metodé Monte Carlo. Defini¢ni obor funkce hustoty f(X;) kaz-
dé zakladni ndhodné veliCiny X; je totiz rozdélen na Ng;, disjunktnich intervall. Voli se jed-
noduse intervaly o stejné pravdépodobnosti 1/Ng;,. Jedné se o stratifikaéni metodu, kde vrstva
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oboru hodnot distribu¢ni funkce nahodné veli€iny je nahrazena jedinou hodnotou. Je zajisté-
no, ze cely rozsah kazdé zakladni nahodné veliiny je realizovan pii simulaci rovhomérné
vzhledem k distribu¢ni funkci. Souc¢asné¢ dosahneme toho, ze Zadné realna hodnota neni pie-
dem vyloucena, kazda vrstva distribuc¢ni funkce se pii simulaci pouzije pravé jednou. Tyto
skutecnosti pak vedou k velmi dobrym odhadiim pii pomérné nizkém poctu simulaci [3].

3  Vybér vzorki

Prvni faze metody LHS spociva ve vybéru vzorkl reprezentujicich intervaly rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny. Stavajici praxe je vybirat vzorky pfimo inverzni trans-
formaci pravdépodobnostni funkce, a to v poloviné vrstvy rovnomérné rozdéleného oboru
hodnot kumulativni distribu¢ni funkce. Kritizovat lze redukci vybéru nahodnych veli¢in z
dané vrstvy na stied intervalu. Namitka se tyka zvlasté krajnich vrstev, které nejvice ovliviiuji
Sikmost a SpiCatost rozdéleni vystupnich veli¢in. Uvedeny postup u symetrickych rozdéleni
poskytuje presnou stiedni hodnou ziskané¢ho souboru vzork (odhadovanou aritmetickym
pramérem) a obecné je stiedni hodnota blizkd pozadované. OvSem rozptyl vzorka je zpravidla
znacné rozdilny od pozadovaného. Lépe je provadét vyber vzorkl jako stfedni hodnotu kaz-
dého intervalu [7], tedy s pomoci piidavné integrace. Vzorky pak lépe reprezentuji funkce
hustoty pravdépodobnosti veli¢iny. Stfedni hodnota souboru je ziskana piesné (aditivni vlast-
nost integralu) a rozptyl dat je mnohem bliz§i pozadovanému. Pro néktera rozdéleni pravde-
podobnosti (v¢etné normalniho) je integral v [7] snadno feSitelny analyticky. V piipade, ze
nalezeni primitivni funkce neni trivialni, je nutno pouzit dodate¢ny numericky vypocet inte-
gralu, ovSem takovy nartist vypoctové narocnosti se jisté vyplati. Vzorky vybrané obéma po-
psanymi zpusoby jsou témét identické az na ,.konce* oboru hodnot veli¢iny. Proto lze pfi si-
mulaci veli¢iny s kone¢nym oborem hodnot pouzit jednodussi postup (v polovinach vrstev).
Pokud je obor hodnot rozdé€leni veli¢iny nekonecny ¢i semi-nekonecny a numericka integrace
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I v takovém piipad¢ budou spoctené statistiky souboru vzorkti velmi blizko pozadovanym.

4 Zavedeni statistické zavislosti, odhad korela¢nich koeficientii

Poté co jsou vzorky vSech veliCin vygenerovany, je nutno pracovat se statistickou
korelaci mezi veli¢inami (nulovou ¢i jinou). Doposud bylo ptedpokladano, ze vygenerované
vektory matice X jsou nezavislé. Tomu by ovSem méla odpovidat i nezavislost statistickych
soubort tvoficich jednotlivé realizace veliCiny. Existuje moznost, Zze mezi sloupci vznikne
nezanedbatelna statistickd zavislost, kterd by mohla vyrazné ovlivnit ziskané vysledky. O tom,
zda matice X skutecné splituje predpoklady statistické nezavislosti se mizeme presveédcit
napf. pomoci Spearmanova koeficientu potfadové korelace nebo s pomoci klasického linedrni-
ho korela¢niho koeficientu. Je vhodné korelacni koeficienty mezi veli¢inami ménit pouze
zménami poradi vzorkd u jednotlivych veli¢in a neménit jiz hodnoty vzorki. Nalezeni vykon-
né¢ metody zdmén potadi vzorkl u kazdé veliCiny umozni zavedeni pozadované statistické
zavislosti mezi nimi. Zde neni nutno diskutovat okolnost, Ze nalezeni sdruzené rozdélovaci
funkce hustoty pravdépodobnosti pro vSechny jednotlivé slozky ndhodného vektoru respektu-
jici pozadované korelacni koeficienty je v obecném piipadé nemozné. Pokud by to bylo moz-
né (napt. mnohorozmérné normalni rozdéleni), vybér reprezentanti by se realizoval piimo
z takové sdruzené funkce hustoty pravdépodobnosti.



4.1 ULHS a itera¢ni metody

Uvazme piipad, ze vSechny veli¢iny maji byt generovany jako nekorelované. Doposud
bylo mozno vzorky generovat v ndhodném potradi uvazovat statistické zavislosti jako dosta-
te¢cné malé. OvSem takto by pravdépodobné byla korelace mezi nékterymi veli¢inami vy-
znamna [1]. Florian [1] pro redukci ndhodné zavedené korelace navrhuje metodu Updated
Latin Hypercube Sampling (ULHS). Jeho postup je zalozen na technice, kterou lze nalézt
v publikaci [3] pro zavedeni pozadované korelace mezi hypoteticky nekorelovanymi velici-
nami. Myslenka metody ULHS je podrobné rozebrana napt. v autorové publikaci [7]. Uved-
me pouze fakt, ze v metodé¢ ULHS jsou pro tiidici postup pouzivana pouze potadova Cisla,
nikoliv samotné vzorky. Korelace mezi sloupci v matici poradovych cisel je pak s vyhodou
definovana Spearmanovym korela¢nim koeficientem [1], [7]. Bylo prokazano [3], Ze korelace
mezi jakymikoliv dvéma veli¢inami systému se nezvysi a mtiZze se snizovat. Poznamenejme,
ze tato technika miize byt provozovana iterativn¢ a teoreticky dovoli zna¢né snizit korelaci.
OvsSem v praxi autoii zjistuji, ze ULHS ma tendenci konvergovat k pofadim, kde stale mezi
nekterymi veli¢inami zistava vyznamna chyba v korelaci. Proto je pro odstraniovani nechténé
korelace vhodné pouzit jinou techniku.

Je-li pozadovano simulovat korelované veliCiny, pak ma zminény postup jisté potize.
Nejdfive je nutno pouzit ULHS pro minimalizaci korelace. Pak je matice K s pozadovanymi
korela¢nimi koeficienty podrobena Choleského dekompozici [1], [7] a pak je ziskdna nova
matice poradi. Tato procedura pro zavadéni korelace miize byt pouzita pouze jednou, neni zde
moznost zlepSovani iteracemi. Nova matice pofadi nedovoluje velicinam dobrou shodu
s pozadovanymi korelacnimi koeficienty a pro zlepSeni korelace nelze nic ud¢lat. Je potfeba
najit jinou metodu pro simulaci jak nekorelovanych, tak korelovanych velicin.

4.2 Spektralni rozklad korela¢ni matice

V ramci hledani metody pro zavedeni pozadované korelace byla studovana moznost
provedeni spektralniho rozkladu pozadované korela¢ni matice

K=®[A®" (1)

kde @ je ortogondlni transformacni matice (matice vlastnich vektorti K) a diagonalni

matice A obsahuje (kladnd, redlnd) vlastni cisla K reprezentujici korelacni matici
v nekorelovaném prostoru veli¢in. Matice simulaci by se pak mohla ziskat nasledovné¢:

X=0K 2)

Uvedeny postup by modifikoval hodnoty vzorkd a navic ziskané korelacni koeficienty

matice X se vyznamn¢ liSi od pozadovanych. PouZzije-li se ziskana matice X jen k pfetiidéni
puvodnich vzorkl ve stejném potadi, korela¢ni koeficienty se pfili§ nezlepsi.

4.3 Provedeni v§ech moZnosti kombinaci poradi vzorki

Nejpresnéjsi moznosti zavedeni pozadované korelace je vyzkouseni vSech kombinaci
potadi vzorkil pro jednotlivé veli¢iny. Ponechame-li jeden sloupec vzorkd nepermutovany, je
. “ ‘o , Ny -1 . N
nutno vyzkousSet zna¢né mnozstvi uskupeni N = (N Sim !) " . Lze snadno vypoctem ovéfit, ze
pro realné ulohy je dnes 1 v blizké budoucnosti uvedeny postup nerealizovatelny. SlouZzi
ovsem jako test jinych metod pro urceni, zda bylo nalezeno nejlepsi feSeni (vzajemné poradi)
u malych tloh.



4.4 Optimaliza¢ni metoda simulovaného zZihani

Pro simulaci korelovanych i nekorelovanych metod byla v ramci vyzkumu vypracova-
na metoda s pouzitim optimalizaéniho postupu simulované¢ho zihani. Piedklddand metoda
muize pracovat jak se Spearmanovym koeficientem, tak s klasickym linedrnim ¢i jinym koefi-
cientem korelace. Pro kazdou dvojici veli€in je vypocten aktualni korela¢ni koeficient S;;. Poté
1ze zvolit vhodnou miru ¢i normu E pro hodnoceni kvality celkovych statistickych zavislosti
v matici X. Jako vhodny ukazatel pfesnosti se jevi napt. maximalni rozdil v korela¢ni matici
pozadované K a aktudlni S:

E= abs( max (S, K, )) : (3)

I<i,j<Ny

nebo norma, ktera celkové zohledni deviace vSech koeficienti s druhou mocninou:

N, Ny 5
E=ZZ;(Si’j—KiJ) )
i=l j=

Zde lze samoziejmé& doporucit vypocet rozdilli pouze pro horni nad-diagonalni troju-
helniky symetrickych korela¢nich matic.

Prvky normované matice U jsou nyni pfetiidovany podle algoritmu simulovaného Zi-
hani, a to vzdy tak, Ze se provede pouze jedna zdména dvojice vzorki u jedné veli¢iny najed-
nou. To umozni také zna¢né spory pii prepoctu korelaéni matice. Staci znat pozice vymené-
nych vzorkl a korelaéni matici upravovat jen pro dotéené korelacni koeficienty (v fadku a
sloupci tykajici se dotcené veli¢iny). Na konci simula¢niho procesu mohou pokracovat vypo-
¢ty odezvy s jednotlivymi simulacemi (fadky) matice X. Zavadéni pozadované korelace je zde
pojato jako optimalizacni proces, ve kterém se minimalizuje jedna z norem (3), (4). Jedna se
vlastné€ o hledani absolutniho minima diskrétni funkce mnoha proménnych.

Pfi vyzkumu metod byla zkuSebné pouzita jednoducha stochasticka metoda, kterd na-
hodné vyménila potadi dvojice vzorkd ndhodné vybrané veliCiny a v pfipad¢, Ze doslo ke sni-
zeni chyby, byly matice U pfijata jako nova generace, tedy jako vychozi matice. Takovy po-
stup ovSem v drtivé vétsing€ pripadl skonci ve stavu, kdy jiz jakékoliv vyména dvojice vzorka
nepiinasi sniZzeni normy £ a tudiz nemuze byt realizovéana a piijata. Lze fici, ze metoda nacha-
zi ur€itd lokalni minima. Poznamenejme, Ze za globalni minimum Ize povazovat v tomto
smyslu vysledek feseni podle odst. 4.3, realizovatelny pouze pro velmi malé systémy. Je tedy
nutné pouzit metodu, kterd pomoci ndhodnych operatorti a navic s urcitou pravdépodobnosti
neuvizne v lokdlnim minimu. Osvéd¢ila se aplikace metody simulovaného zihani [6]. Princip
metody simulovaného zihani je zaloZzeno na poruseni podminky, Ze nova generace vzorkl
muze byt pfijata pouze v piipad¢, ze dosSlo ke zmenseni normy (3), (4) nebo podobné. V kazdé
iteraci dojde k vytvotreni generace potomkli vyménou dvojice vzorkd, kterd se piijme ¢i nepfi-
jme. Simulované zihani se aplikuje ve druhém piipadé€. Jestlize nedojde ke zmenseni funkéni
hodnoty optimalizované funkce (3) ¢i (4), je novy vektor s ur€itou pravdépodobnosti pfijat.
Pravdépodobnost pfijeti se idi podle Boltzmannova rozdéleni pravdépodobnosti:

(&5)
P (E)=e™" (5)
kde AFE je rozdil norem E pied zdménou a po zaméné. Toto rozdéleni vyjadiuje pred-
stavu, ze systém v teplotni rovnovaze o teplot¢ 7 ma svou energii pravdépodobnostné rozlo-

zenu mezi vSechny rizné mozné energetické stavy E£. Dokonce 1 pii nizkych teplotach existuje
urcita pravdépodobnost (velmi mald), aby byl systém lokaln¢ ve vy$Sim energetickém stavu.



Proto existuje odpovidajici moznost pro systém piemistit se z lokélniho energetického minima
ve prospéch nalezeni lepsiho, ,,vice* globalniho minima. Hodnota k&, (Boltzmannova konstan-
ta) je veli¢ina, ktera uvadi do vztahu teplotu a energii systétmu. Metoda principialné
predstavuje analogii s tuhnutim krystalu. Principu simulovaného zihani lze néazorné
porozumét na zakladé energetického grafu v [7]. Je zde znazornéno lokdlni minimum, a
globdlni minimum. Pfedstavme si, ze zde mame umisténu kulicku, ktera mutze zaujmout
stabilni polohu v jednom z téchto minim. Jestlize urcity algoritmus vyhleda lokalni minimum,
v ptipad¢ deterministickych metod v ném kulicka vétSinou skonci. U simulovaného zihani
existuje urcita pravdépodobnost (5), ze kulicka ptreskoci do minima globalniho. Systém vSak
musi byt piiméfené excitovan (zahtat), aby energie, kterou kulicka pottebuje k vyskoceni z
lokalniho minima, byla dostateCna. Analogicky si miizeme toto zahtati pfedstavit jako
zatteseni. Pokud bude zatfeseni malé, pak kulicka zlstane v lokalnim minimu. Chceme-li
dostat kulicku ven, musime puasobit vétsi intenzitou. Pokud budeme aplikovat tfes vysoké
intenzity, pak bude kulicka ptfeskakovat z minima lokalniho do globalniho a naopak. Je tedy
ziejmé, Ze nejoptimalnéj$i postup je zacit s vysokou intenzitou (teplotou) a postupné ji
snizovat az tém¢et k nule a pfitom si v prubéhu ,,zapamatovat* nejnizsi polohu kulicky.

V nasem pfiipad¢ 1ze hodnotu 4, nastavit jako jednotkovou (vypustit ze vztahu), proto-
ze se nabizi normu E a teplotu T uvazovat ve stejném rozméru. Zpravidla se doporucuje poca-
teni teplotu nastavit heuristicky tak, aby po provedeni n¢kolika prvnich iteraci byl pomér
uspésnych iteraci ku vSem iteracim piiblizné 0,5. Tak je potfeba se zachovat v ptipad¢, kdy je
metoda simulovaného zihani pouzita pro hledani extrému funkce, jejiz extrémni hodnoty ne-
jsou viibec znamy a o vySetfované funkci neni k dispozici dostateCna tvarova piedstava.
Ovsem problém pfiblizovani se k dané korelacni matici skutecnou korela¢ni matici je zna¢né
ohranicen. Piipustné Cleny korela¢ni matice lezi vzdy v intervalu <-1;1>. Proto lze spocitat
maximum normy (3) ¢i (4) jako jistou mocninu sumy rozdill ptislusnych pozic v pozadované
(pocatecni) teplotu systému. Vidime jiz jasny vztah mezi normou £ a teplotou 7. Teplota sys-
tému je dale monotonné snizovana redukénim faktorem. Teplotni redukéni faktor 7y se obecné
doporucuje nastavit na hodnotu 0,95. Lze ovSem pouZivat varianty se sofistikovanéjSim sys-
témem ochlazovani (cooling schedule), napt. vhodné adaptivni algoritmy. Snizeni pocatecni
teploty 7 a kazda dalSi Gprava této velic¢iny teplotnim redukénim faktorem 7 se provadi heu-
risticky napft. po konstantnim poctu iteraci:

L,=T.1T, (6)

Jako koncovou teplotu lze po zkusenostech doporucit velmi nizkou hodnotu, fadoveé
okolo 107, Vysledky testovani ukazuji na fakt, Ze pii t&chto nizkych teplotach dochézi v pro-
cesu ladéni stale k vyznamnym zlepSenim ve smyslu normy (3) ¢i (4). Vyssi pocet obratek na
jedné teplotni trovni obecné zlepsuje dosazené vysledky. Je zde ovSem nevyhoda pochopitel-
ného narlstu vypoctového casu.

Typicky pribch snizovani chyby, teploty a excitace systému v prubc¢hu Zihdni je na
obr. 2 v [7]. Klesajici pravdépodobnost (5) se projevuje zizenim pasu okolo primérné normy
(chyby). Simulované zihani zabraniuje v konecné fazi zpiesnéni hodnot funkéniho minima.
Proto je vyhodné po urcitém poctu iteraci vliv simulovaného zihéni potlacit. Po jeho ukonceni
pfijme ta generace, pii které byla funkéni hodnota minimalizované funkce v celém dosavad-
nim pribéhu optimalizace nejmensi. Pfipadny dalsi prubeh feseni predstavuje jiz pouze jakou-
si formu dolad’ovani a zptesiiovani hodnoty minima metodou prostého ndhodného vybéru bez
moznosti ptijeti generace s vétsi chybou E. V [7] jsou osvétleny aspekty zavadéni pozadované
korelace u korela¢nich matic, které nejsou pozitivné definitni. Je také navrzena technika ,,va-
zen¢* formy metody, kde se nékteré korelacni koeficienty plni pfesnéji nezli jiné.. Zde se také



objevuje faktor po¢tu simulaci Ng;,, ¢im vEtSi Ngi,, tim je vEtsi operativni prostor metody a
pro velké pocty simulaci jsou dosahovany vynikajici shody s pozadovanou korela¢ni matici.

5 Zavéry

Je ptredlozena originalni technika pro zvySeni vykonnosti metody Latin hypercube
sampling. Pfedlozena je metodika snizeni rozdilti mezi pozadovanou korela¢ni matici a kore-
laéni matici spoCtenou nad realizacemi vzorkli metody LHS. Je doporucena optimalizacni
metoda simulovaného zihani. Takovy postup spolecné s piesnéjSim vybérem vzorka z libo-
volnych rozdélovacich funkci ndhodnych veli¢in vede k vyraznému zkvalitnéni metody. Vy-
hodou metody je, Zze simula¢ni proces Ize kdykoliv ukoncit, napt. pfi dosazeni uspokojivé
miry korelace (normy). Lze pouzit vazenou metodu zavadéni korelace, kdy uzivatel klade du-
raz na co nejpresnéjsi splnéni vybranych korelacnich koeficienti, jinak se odchylky realizuji
rovnomeérne. Jedna se o robustni, stabilni, velmi vykonnou a rychlou metodu. Metoda LHS je
obecné pouzitelnd v libovolném oboru (sociologie, 1€kafstvi, elektroinzenyrstvi, atd.), kde je
nutno sledovat charakteristiky ndhodného vystupu v zavislosti na popsaném nahodném vstu-
pu. Navazn¢ lze provadét také citlivostni analyzy.

V soucasné dob¢ je autorem metoda pouzita ke generaci ndhodnych procestt metodou
ortogondlni transformace [5]. Lze ovéfit, Ze se tak vyrazné zlepsi statistiky generovanych poli
vcetné autokorelacni funkce. Autor v posledni dob¢ také uspeSné pouzil metody zprostiedko-
van¢ ke generovani cross-korelovanych nahodnych poli, tedy u generovani vice korelovanych
procest.
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