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Abstrakt

Pro modelováńı částicových materiál̊u se dnes použ́ıvá převážně metoda diskrétńıch
prvk̊u (DEM), která vńımá každou částici jako samostatné těleso. Těleso železničńıho
svršku slouž́ıćı k poj́ıžděńı drážńıho vozidla je typickým př́ıkladem takového částicového
nespojitého materiálu. Na kolejové lože p̊usob́ı při proj́ıžděńı drážńıho vozidla sta-
tické a dynamické śıly. Dı́ky cyklickému zatěžováńı docháźı k trvalým změnám
v tělese železničńıho svršku. Vytvářeńı dutin, shlukováńı a praskáńı kameniva ovlivňuj́ı
interakci železničńıho pražce s kolejovým ložem a vedou ke škodám v železničńı do-
pravě. Využit́ı metody diskrétńıch prvk̊u umožńı reálně vystihnout problematiku
železničńıho svršku a sńıžit tak náklady spojené s jeho návrhem a opravami. Práce
je zaměřena na modelováńı štěrku a zjǐstěńı parametr̊u diskrétńıho modelu. Źıskané
výsledky jsou porovnány s reálnými experimenty provedenými na Nottinghamské
univerzitě.

Abstract

For modeling of particulate materials, discrete element method (DEM) is commonly
used. It perceives every particle like a single body. A railway ballast loading by
trains is a typical example of a particulate discrete material. By a passing train,
static and dynamic forces act on a track bed. Cycling loading results in pernament
changes in the railway ballast. Cavity creation, agglomeration and ballast cracking
lead to damages in rail traffic. Usage of the discrete element method may reveal the
real issues of the railway ballast and it may leads to a reduction of costs associated
with a design and repairs. This thesis is focused on the ballast modeling and identi-
fication of the discrete model parameters. Obtained results are compared with real
experiments from Nottingham University.
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3 Metoda diskrétńıch prvk̊u - DEM 4
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4.6 Shrnut́ı simulaćı edometrického testu . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

5 Box test 39
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Úvod do problematiky

Všechny látky i fyzikálńı děje mohou mı́t spojitý či diskrétńı charakter. Rozděleńı
látek či děj̊u na spojité a diskrétńı záviśı na vńımáńı každého jednotlivce. Je však
zřejmé, že všechny látky jsou složeny z menš́ıch částic a lze je tud́ıž modelovat pomoćı
diskrétńıho modelu. Pro simulaci částicových systémů se dnes použ́ıvá převážně
metoda diskrétńıch prvk̊u, která vńımá každou částici jako samostatné těleso.

Počátky metody diskrétńıch prvk̊u spadaj́ı do 70. let 20. stolet́ı, kdy se objevuj́ı
prvńı 2D modely diskrétńıch prvk̊u a programy pracuj́ıćı na jej́ım základě. Tyto
modely použ́ıvaly jednoduché tvary (kruhy) pro modelováńı částic (CUNDALL, P.A.
a O.D.L. STRACK, 1979). Postupem času docházelo k přechodu k prostorovým
model̊um, kdy většina programů využ́ıvá částice ve tvaru kouĺı. Koule však často
tvarově neodpov́ıdaj́ı částićım sypkého materiálu, které maj́ı většinou zcela obecný
nepravidelný tvar. Proto jsou v současnosti vyv́ıjeny diskrétńı prvky tak, aby co
nejrealističtěji popisovaly tvar a chováńı skutečných zrn kameniva, štěrku apod.
Docháźı k vytvářeńı obecných tvar̊u pomoćı spojováńı kouĺı do shluk̊u (FERELLEC,
Jean-Francois a Glenn R. MCDOWELL, 2010), kdy jsou jednotlivé koule kohezivně
spojeny a následně může docházet k jejich rozpadu, nebo jsou vyv́ıjeny zcela obecné
tvary pomoćı mnohostěn̊u (CLEARY, Paul W., 2010), elipsoid̊u apod.

Těleso železničńıho svršku, slouž́ıćı k poj́ıžděńı drážńıho vozidla, je typickým
př́ıkladem nespojitého systému. Na kamenivo v kolejovém loži p̊usob́ı při proj́ıžděńı
drážńıho vozidla statické a dynamické śıly (SAUSSINE, G., C. CHOLET, P.E.
GAUTIER, F. DUBOIS, C. BOHATIER a J.J. MOREAU, 2006). Dı́ky cyklickému
zatěžováńı docháźı k trvalým změnám v tělese železničńıho svršku. Vytvářeńı dutin,
shlukováńı a praskáńı kameniva ovlivňuj́ı interakci železničńıho pražce s kolejovým
ložem a vedou ke škodám v železničńı dopravě (LOBO-GUERRERO, Sebastian
a Luis. E. VALLEJO, 2006). Využit́ı metody diskrétńıch prvk̊u umožňuje reálně
vystihnout problematiku železničńıho svršku a sńıžit tak náklady spojené s jeho
návrhem a opravami.
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1.2 Stručný obsah práce

• Kapitola 1 obsahuje úvod k práci a stručný obsah práce.

• Kapitola 2 uvád́ı d́ılč́ı ćıle práce.

• Kapitola 3 popisuje fyzikálńı podstatu metody diskrétńıch prvk̊u.

• Kapitola 4 popisuje simulaci edometrického testu, která byla provedena po-
moćı dynamického diskrétńıho modelu. Výsledky simulace jsou srovnány s ex-
perimentem provedeným na Nottinghamské univerzitě.

• Kapitola 5 se věnuje simulaci box-testu, která sloužila mimo jiné k ověřeńı
tuhosti kameniva źıskané v edometrickém testu. Výsledky simulace jsou po-
rovnány s experimentem z Nottinghamské univerzity.

• 6. kapitola je věnována simulaci tělesa železničńıho svršku zatěžovaného
drážńı dopravou.

• 7. kapitola poskytuje závěrečné shrnut́ı poznatk̊u źıskaných během mode-
lováńı.

• Př́ıloha A obsahuje vzorový ručńı výpočet jednoduché simulace.



Kapitola 2

Ćıle práce

• Ćılem práce je seznámit se s metodou diskrétńıch prvk̊u, jakožto diskrétńım
dynamickým modelem.

• Pomoćı diskrétńıho modelu simulovat experimenty provedené na Nottinghamské
univerzitě na štěrku pro železničńı svršek. Jedná se o edometrický test štěrku
a tzv. box-test, kdy zatěžováńı štěrku prob́ıhá podobně, jako je tomu při
pr̊ujezdu drážńıho vozidla.

• Vytvořit model tělesa železničńıho svršku zatěžovaného pr̊ujezdem drážńıho
vozidla jako praktickou aplikaci diskrétńıho př́ıstupu.



Kapitola 3

Metoda diskrétńıch prvk̊u - DEM

3.1 Úvod

Fyzikálńı děje lze popsat pomoćı vhodných matematických rovnic, jejichž volba
záviśı na vńımáńı struktury materiál̊u.

Obecně lze strukturu materiál̊u uvažovat jako spojitou či diskrétńı (nespojitou).
Toto rozděleńı je závislé na měř́ıtku, protože každá spojitá látka je složena z d́ılč́ıch
menš́ıch částic, které maj́ı diskrétńı charakter. Ve velkém objektu se ovšem jev́ı jako
spojitá.

Pro analýzu spojité struktury je využ́ıváno diferenciálńıch rovnic (vedeńı
tepla, prouděńı kapalin, elasticita a plasticita, ...). Pro jejich řešeńı se dnes použ́ıvá
převážně metoda konečných prvk̊u (FEM - z anglického Finite Element Me-
thod). FEM vycháźı z diskretizace aproximačńıch funkćı na jednoduché funkce ne-
nulové pouze v malých objemech - konečných prvćıch.

Diskrétńı př́ıstup spoč́ıvá v př́ımé diskrétńı (nespojité) formulaci problému a vede
na tzv. metodu diskrétńıch prvk̊u (DEM - z anglického Discrete Element Me-
thod).

Obrázek 3.1: Diskretizace kontinua pomoćı FEM a těleso vytvořené z diskrétńıch
prvk̊u.

3.2 Platforma YADE

V současnosti existuje řada DEM programů, např. LAMMPS (LAMMPS, 2013),
PFC3D (ITASCA, 1999) a daľśı. V práci bude využ́ıván program YADE (ŠMILAUER
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V., E. CATALANO, B. CHAREYRE, S. DOROFENKO, J. DURIEZ, A. GLADKY,
J. KOZICKI, C. MODENESE, L. SCHOLTÉS, L. SIBILLE, J. STRÁNSKÝ A
K. THOENI, 2010). Yade je volně př́ıstupný program zaměřuj́ıćı se na metodu
diskrétńıch prvk̊u. Projekt Yade vznikl na univerzitě v Grenoblu (L’Université de
Grenoble - Francie). V současnosti je využ́ıván početnou uživatelskou komunitou po
celém světě.

Yade využ́ıvá dva programovaćı jazyky. Pro výpočtovou část simulace jazyk
C++, pro tvorbu simulaćı a postprocesing je použ́ıván programovaćı jazyk Python.

3.3 Základńı fyzikálńı podstata DEM

V této kapitole se pokuśım popsat základńı stavebńı kameny metody diskrétńıch
prvk̊u. Využiji formulaci použitou v Yade, kterou detailně popsal ve své disertačńı
práci ŠMILAUER, Václav (2010). Část z této kapitoly je pouze překlad z disertačńı
práce V. Šmilauera.

Metoda diskrétńıch prvk̊u pracuje s nedeformovatelnými, geometricky oddělenými
objekty, typicky např. s kruhy resp. koulemi ve 3D, elipsoidy, ploškami, rovinami či
složitěǰśımi tvary. Všechny tyto tělesa jsou definovány pomoćı geometrických a fy-
zikálńıch charakteristik. Geometrickými charakteristikami jsou myšleny např́ıklad
souřadnice, poloměr a daľśı. Fyzikálńımi pak modul pružnosti E, Poisson̊uv součinitel
ν, úhel vnitřńıho třeńı φ nebo objemová hmotnost ρ.

Složitěǰśı tělesa vznikaj́ı kombinaćı elementárńıch prvk̊u a bývaj́ı označována jako
shluky (clumps), nebo př́ımo definićı nových těles, což je však často komplikované
a výpočtově náročné.

Každé dva prvky v simulaci na sebe mohou vzájemně silově nebo deformačně
p̊usobit. Toto p̊usobeńı vzniká při vzájemném překryt́ı či dostatečném přibĺıžeńı těles
a zaniká ve chv́ıli, kdy je vzájemná vzdálenost dostatečně veliká. Během interakce
vznikaj́ı mezi jednotlivými tělesy śıly, d́ıky nimž se prvky vzájemně posunuj́ı a rotuj́ı
v závislosti na jejich fyzikálńıch charakteristikách. Poloha a orientace každého prvku
je pak závislá na jeho rychlosti a zrychleńı (translačńı či rotačńı), které vyplývaj́ı ze
vzájemného silového p̊usobeńı nebo p̊usobeńı gravitačńıch sil. Výše zmı́něné veličiny
se v čase měńı, simulace má tedy dynamický charakter prob́ıhaj́ıćı podle výpočtové
smyčky zobrazené na obrázku 3.2.

Detekce kolize

K vysvětleńı algoritmu detekce kolize poslouž́ı obrázek 3.3. Uvažujme zcela obecný
př́ıpad dvou kruh̊u (kouĺı), které označ́ıme č́ıslicemi P1 a P2. Pak známe jejich
”přesný”prostorový tvar. Detekce kontaktu následně prob́ıhá ve dvou kroćıch:

• Rychlá detekce kolize využ́ıvá ohraničuj́ıćıch kvádr̊u P̃1 a P̃2 dle obrázku 3.3,
které jsou v Yade použity jako tzv. ohraničuj́ıćımi objemy (Aabb - z ang-
lického Axis-aligned bounding box). Plat́ı, že:
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Tělesa
-  Tvar
- Materiál
- Stav
- Meze

Resetování sil Detekce kolize
- 1. krok

Kontakty
Geometrie
- Detekce kolize
- 2. krok
- Výpočet poměrného přetvoření

Fyzika
- vlastnosti nového kontaktu

Konstitutivní zákon
- výpočet sil z přetvoření

Další síly
- např. gravitačníSíly 

Síly -> zrychlení

Aktuální rychlost

Aktuální pozice

Časový přírůstek
- ∆t

POSTUP VÝPOČTU

Obrázek 3.2: Typická výpočtová smyčka. Každý krok zač́ıná v bodě s názvem Tělesa,
pokračuje detekćı kolize, výpočtem poměrných přetvořeńı, sil, aktuálńıch rychlost́ı
a pozic a konč́ı přidáńım daľśıho časového kroku.

∀x ∈ R3 : x ∈ Pi ⇒ x ∈ P̃i (3.1)

(P̃1 ∩ P̃2) = 0 ⇒ (P1 ∩ P2) = 0 (3.2)

Prázdný pr̊unik ohraničuj́ıćıch objemů znamená, že ani skutečná tělesa se ne-
prot́ınaj́ı.

• Druhým krokem je detekce mezi skutečnými tělesy, která se kontroluje pouze
pro kontakty s pr̊unikem ohraničuj́ıćıch objemů.

Překryt́ı jednotlivých ohraničuj́ıćıch objemů je započ́ıtáno ve chv́ıli, kdy dojde
k přesahu přes všechny osy. Proto si ohraničuj́ıćı objem uchovává 3 oddělené řad́ıćı
seznamy překryt́ı Lw pro každou osu w ∈ x, y, z. Nalezne-li okamžik (iteraci), kdy
se objekty překrývaj́ı na všech osách, detekuje možnou kolizi dvou objekt̊u.

Řad́ıćı seznamy obsahuj́ı jednotlivé souřadnice minimálńıch a maximálńıch roh̊u
pro každý ohraničuj́ıćı objem.

V druhém kroku jsou kontrolovány možné kolize pomoćı detekčńıho algoritmu,
který se lǐśı dle typu těles v kontaktu, jejich geometrii a stupň̊u volnosti při jejich
kontaktu.

Např́ıklad ke kolizi dvou kouĺı dojde v př́ıpadě, že vzájemná vzdálenost jejich
střed̊u je menš́ı než součet jejich poloměr̊u.

Tuhosti kontakt̊u

V základńıch interakćıch metody diskrétńıch prvk̊u jsou definovány dvě tuhosti.
Tuhost normálová KN a smyková (tangenciálńı) KT . Metoda diskrétńıch prvk̊u
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Obrázek 3.3: Ohraničuj́ıćı objem kouĺı.

pracuje se dvěma parametry KN a KT

KN

, které maj́ı stejný význam jako parametry
popisuj́ıćı elastické kontinuum (E a ν).

Normálová tuhost je poč́ıtána jako normálová interakčńı tuhost dvou částic, které
jsou v sériovém zapojeńı o délce, která odpov́ıdá součtu poloměr̊u dle obrázku 3.4.

E1

E2

l = l1 + l2

l1 = r1 l2 = r2

Obrázek 3.4: Sériové spojeńı dvou kouĺı reprezentuj́ıćı normálovou tuhost na jejich
kontaktu.

Změna vzdálenosti mezi dvěma středy kouĺı je úměrně distribuována do smyšlených
deformaćı obou kouĺı. Deformace ∆li vyvolá śılu Fi = Ki · ∆li, kde Ki zajǐst’uje
úměrnost a má fyzikálńı význam a rozměr tuhosti. Ki je uvažováno jako součin
modulu pružnosti Ei tělesa a délky l̃i, úměrné d́ılč́ımu poloměru ri.
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∆l = ∆l1 +∆l2 (3.3)

Ki = Ei · l̃i (3.4)

KN ·∆l = F = F1 = F2 (3.5)

KN · (∆l1 +∆l2) = KN ·

(
F

K1

+
F

K2

)

= F (3.6)

KN =
K1 ·K2

K1 +K2

=
E1l̃1 · E2l̃2

E1l̃1 + E2l̃2
(3.7)

Velikost l̃i záviśı na zvoleném materiálově fyzikálńım funktoru (InteractionPhys-
icsFunctor Ip2). Např́ıklad nejčastěji použ́ıvaný funktor Ip2 FrictMat FrictMat FrictPhys,
který vytvář́ı interakci dvou materiálu s vnitřńım třeńım, uvažuje délku l̃i = 2ri
(ŠMILAUER V., E. CATALANO, B. CHAREYRE, S. DOROFENKO, J. DURIEZ,
A. GLADKY, J. KOZICKI, C. MODENESE, L. SCHOLTÉS, L. SIBILLE, J. STRÁNSKÝ
A K. THOENI, 2010).

Smykovou tuhost lze jednoduše odvodit z výše uvedeného předpokladu, že poměr
smykové a normálové tuhosti KT

KN

má rozměr Poissonova č́ısla ν. Pro smykovou tuhost
pak źıskáme vztah

KT = KN · ν =
E1l̃1ν1 · E2l̃2ν2

E1l̃1ν1 + E2l̃2ν2
(3.8)

Poměrné přetvořeńı

V obecném př́ıpadě má každá částice 6 stupň̊u volnosti. Tři posuny a tři rotace
kolem os x, y, z. Vztáhneme-li posun k určité délce, źıskáme poměrné přetvořeńı,
které může být ve směru normály (tj. normálové) nebo ve směru tečny (smykové,
tangenciálńı) poměrné přetvořeńı.

Uvažujme dvě koule se středy C̄1 a C̄2 a poloměry r1 a r2 dle obrázku 3.5. Pořad́ı
kouĺı je libovolné. Referenčńı rovnovážná vzdálenost d0 je nejkratš́ı vzdálenost
obou střed̊u, při ńıž na sebe tělesa silově nep̊usob́ı.

d0 = |C̄2 − C̄1| (3.9)

d1 = r1 +
d0 − r1 − r2

2
, d2 = d0 − d1 (3.10)

Vzdálenosti d1 a d2 představuj́ı zmenšený (zvětšený) poloměr jednotlivých kouĺı
(vzdálenost střed̊u kouĺı a kontaktńıho bodu). Skutečný geometrický poloměr kouĺı
r1 a r2 je použ́ıván pouze pro detekci kolize a nerovná se d1 a d2.
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Obrázek 3.5: Geometrie prvotńıho kontaktu dvou kouĺı. Kontaktńı bod C̄ lež́ı ve
středu překryt́ı obou kouĺı.

Výše uvedené veličiny jsou nezávislé na čase a jsou v daľśıch časových kroćıch
konstantńı.

Nyńı zavedeme indexaci, která bude popisovat okamžik, v němž jsou časově
proměnné veličiny popisovány. Aktuálńı (okamžité) hodnoty veličin budou dále označovány
indexem ◦, předcházej́ıćı časový krok − a následuj́ıćı +. U rychlost́ı a zrychleńı
použ́ıváme index ⊖ označuj́ıćı veličinu v čase t = t− ∆t

2
a ⊕ pro stav v čase t = t+ ∆t

2
.

Normála n◦, která procháźı středy obou kouĺı a kontaktńı bod C◦, který
vždy lež́ı ve středu zóny překryt́ı, viz. obrázek 3.6, jsou poč́ıtány dle následuj́ıćıch
dvou rovnic:

n◦ =
C◦

2 − C◦
1

|C◦
2 − C◦

1 |
(3.11)

C◦ = C◦
1 +

(

d1 −
d0 − |C◦

2 − C◦
1 |

2

)

· n. (3.12)

Kontaktńım bodem C◦ procháźı smyková rovina t◦, která je vždy kolmá na
normálu n◦ (obrázek 3.6).

n°C°

t°C°1

C°2

Obrázek 3.6: Znázorněńı normály a smykové roviny při vzájemném p̊usobeńı dvou
kouĺı.



3.3 Základńı fyzikálńı podstata DEM 10

Normálový posun a poměrné přetvořeńı jsou definovány jako:

u◦
N = |C◦

2 − C◦
1 | − d0 (3.13)

ε◦N =
uN

d0
=

|C◦
2 − C◦

1 |

d0
− 1 (3.14)

V simulaćıch, v nichž se dosahuje velmi vysokého tlakového namáháńı, je vhodné
použ́ıt logaritmické vyjádřeńı poměrného přetvořeńı. Limitńı hodnota poměrného
přetvořeńı se pak bude bĺıžit k −∞, namı́sto −1. Jinak odpudivá śıla z̊ustane
konečná a koule by mohly vzájemně skrz sebe procházet. Tento nežádoućı jev je
odstraněn pomoćı formulace:

ε◦N =

{

log
|C◦

2
−C◦

1
|

d0
pro |C◦

2 − C◦
1 | < d0

|C◦

2
−C◦

1
|

d0
− 1 jinak.

(3.15)

Smykové poměrné přetvořeńı u◦
T je vždy kolmé na normálu u◦

T ⊥ n◦, viz.
obrázek 3.6. Pro vyjádřeńı smykové deformace u◦

T existuj́ı v prostřed́ı Yade dva
odlǐsné algoritmy. Př́ır̊ustkový algoritmus je méně robustńı než algoritmus totálńı,
protože u něj docháźı k nerealistické akumulaci smykových deformaćı při cyklickém
zatěžováńı (MCNAMARA S. a R. GARCÍA-ROJO, 2007). V práci bude však popsán
pouze př́ır̊ustkový algoritmus.

Př́ır̊ustkový algoritmus poč́ıtá smykové přetvořeńı pomoćı součtu př́ır̊ustk̊u
v aktuálńım časovém kroku (∆uT ) se smykovým přetvořeńım v minulém kroku u−

T .
Př́ır̊ustek se skládá ze tř́ı části. Prvńı a druhá část změny smykového přetvořeńı
je závislá na rotaci interakce v globálńım systému. Třet́ı část započ́ıtává vzájemné
pootočeńı a posunut́ı.

Dı́ky změně polohy obou kouĺı C1 a C2 v globálńım systému docháźı ke změně
aktuálńı normálové roviny n◦ a kontaktńıho bodu C◦ dle rovnic (3.11) a (3.12).
Plat́ı, že u−

T ⊥ n−, nově muśı platit u−
T + (∆uT ) = u◦

T ⊥ n◦.

(∆uT )1 = −u−
T × (n− × n◦) (3.16)

(∆uT )2 = −u−
T ×

(
∆t

2
n◦ · (ω⊖

1 + ω⊖
2 )

)

n◦ (3.17)

ωi je úhlová rychlost jednotlivých kouĺı. Rovnice (3.16) představuje kolmou pro-
jekci smykové deformace z minulého kroku do aktuálńı smykové roviny, druhá rovnice
(3.17) přidává vliv prostorové rotace interakce. Posledńı složka př́ır̊ustku vystihuje
nově vzniklé smykové posuny vlivem rotace a posunut́ı kouĺı.

v1,2 = (v⊖
2 + ω⊖

2 × (−d2n
◦))− (v⊖

1 + ω⊖
1 × (d1n

◦)) (3.18)

v⊥
1,2 = v1,2 − (n◦ · v1,2)n

◦ (3.19)
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(∆uT )3 = −∆tv⊥
1,2 (3.20)

Rovnice (3.20) zachycuje změnu vzájemné polohy obou kouĺı, v1,2 je vzájemná
rychlost kouĺı v kontaktńım bodě.

Celkový př́ır̊ustek smykového přetvořeńı je dán rovnićı (3.21)

(∆uT )
◦ = (∆uT )1 + (∆uT )2 + (∆uT )3, (3.21)

celková smyková deformace je pak dána rovnićı (3.22)

uT = u−
T + u◦

T . (3.22)

Silové p̊usobeńı

V Yade je definováno velké množstv́ı konstitutivńıch zákon̊u, které jsou vhodné
pro r̊uzné druhy materiál̊u (ŠMILAUER V., E. CATALANO, B. CHAREYRE,
S. DOROFENKO, J. DURIEZ, A. GLADKY, J. KOZICKI, C. MODENESE, L.
SCHOLTÉS, L. SIBILLE, J. STRÁNSKÝ A K. THOENI, 2010). Nejběžněǰśı kon-
stitutivńı zákon, jenž je hojně použ́ıván i v ostatńıch programech, které pracuj́ı
s metodou diskrétńıch prvk̊u, je konstitutivńı zákon pro elastické nesoudržné ma-
teriály.

Do výpočtu vzájemného silového p̊usobeńı vstupuj́ı tuhosti KN a KT (rov-
nice (3.7)) a úhel vnitřńıho třeńı ϕ dle materiálových charakteristik obou kouĺı
a př́ıslušného zákona pro jejich interakci.

V každém časovém kroku jsou pak źıskány hodnoty uN a uT , z nichž jsou pak
dopoč́ıtány normálové a smykové śıly. V př́ıpadě, že uN > 0, pak daný kontakt
zaniká bez vzniku sil.

Normálovou śılu FN vypočteme z následuj́ıćıho vztahu

FN = KNuNn. (3.23)

Výsledná smyková śıla F T je spoč́ıtána v závislosti na velikosti testovaćı smykové
śıly F t

T = KTuT . Velikost smykové śıly je omezena smykovou plochu, která je dána
úhlem vnitřńıho třeńı ϕ dle obrázku 3.7. Jedná se o tzv. Coulomb̊uv model třeńı.

F T =

{

F t
T
|F N | tanϕ

|F
t

T |
pro |F t

T | > |FN | tanϕ

F t
T jinak

(3.24)

Celková śıla p̊usob́ıćı na obě částice je rovna součtu normálové a smykové složky
F = FN +F T a p̊usob́ı ve vzájemném kontaktńım bodě C. Výsledné śılové účinky
na obě částice jsou stejně veliké opačně orientované, viz. rovnice (3.25). Výsledný
moment T je závislý na vzdálenostech d1, d2, viz. rovnice (3.26).

F 1+ = F F 2+ = −F (3.25)
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Obrázek 3.7: Omezeńı smykové śıly Coulombovým modelem třeńı.

T 1+ = −d1n× F T 2+ = d2n× F (3.26)

Pohybové rovnice

Pohybové rovnice vyjadřuj́ı změnu pozice či pootočeńı vzhledem k předcházej́ıćımu
časovému kroku.

Dı́ky obecnému silovému p̊usobeńı na každou jednotlivou částici simulace se po-
hybové rovnice sestavuj́ı pro každou částici i. Jelikož je metoda diskrétńıch prvk̊u
dynamickou úlohou, tedy úlohou měńıćı se v čase, jsou rovnice pohybu těles závislé
na časovém př́ır̊ustku ∆t. Výsledná poloha tělesa se pak urč́ı součtem př́ır̊ustk̊u
polohy v n časových kroćıch o délce ∆t.

Nyńı je vhodné připomenout, že indexem ◦ se znač́ı aktuálńı pozice, symbolem
− znač́ı předcházej́ıćı a + následuj́ıćı stav. V rovnićıch vyjadřuj́ıćı výslednou pozici
či pootočeńı se objev́ı i symboly pracuj́ıćı s polovičńım časovým intervalem a to ⊖

označuj́ıćı libovolnou veličinu v čase t− ∆t
2

a ⊕ pro t+ ∆t
2
.

Pohybové rovnice vycházej́ı z 2. Newtonova zákona F = ma, kde F je śıla, m
hmotnost a a zrychleńı. Zrychleńı a je druhá derivace posunu u podle času a = ü.
Źıskáme pak vektorovou rovnici

ü◦ =
F ◦

m
. (3.27)

Zrychleńı lze aproximovat diskretizovaným výpočtem druhé derivace posunut́ı
s krokem ∆t, dostaneme vztah
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ü◦ ∼=
u− − 2u◦ + u+

∆t2
, (3.28)

po jehož úpravě źıskáme posun u+ ve tvaru

u+ = 2u◦ − u− + ü◦∆t2

= u◦ + u◦ − u− + ü◦∆t2

= u◦ +∆t

(
u◦ − u−

∆t
+ ü◦∆t

)

︸ ︷︷ ︸

k

. (3.29)

Derivaćı posunut́ı, tedy rychlost v přecházej́ıćım kroce, u̇⊖, lze odhadnout jako

u̇⊖ ≃
u◦ − u−

∆t
, (3.30)

potom

k = u̇⊖ + ü◦∆t ≃ u̇⊕ (3.31)

k je rovno středńı rychlosti v následuj́ıćım čase u̇⊕. Rotačńı pohyb je poč́ıtán
analogicky k translačńımu.

Shluky

Shluky jsou tělesa (typicky koule) spojená do tuhých celk̊u. Často se využ́ıvaj́ı pro
tvorbu tvarově složitěǰśıch částic. Nast́ıńıme proto výpočet celkové śıly F c a mo-
mentu T c pro tento typ tělesa.

F c =
∑

F i (3.32)

T c =
∑

(F i × ri + T i), (3.33)

Kdy ri jsou poloměry jednotlivých kouĺı ve shluku, F i (T i) jsou śıly (momenty)
p̊usob́ıćı na jednotlivé koule. Výsledné silové p̊usobeńı na shluk je dáno součtem
d́ılč́ıch sil p̊usob́ıćıch na jednotlivé koule uvnitř shluku, rovnice (3.32). Stejným
zp̊usobem je určen i výsledný moment, který je roven součtu d́ılč́ıch moment̊u na
jednotlivých kouĺıch, rovnice (3.33).

Kohezivńı spojeńı těles

Spojeńı těles nemuśı být vždy tuhé, je možné vytvořit kontakt, jenž bude mı́t zvole-
nou tahovou či tlakovou pevnost. Efektivně lze využ́ıt vzájemné spojeńı těles pomoćı
přilnavosti (adheze) a [N], při jej́ıž překročeńı docháźı ke vzájemnému rozpojeńı
kouĺı.
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Aby došlo k vzájemnému adhezivńımu spojeńı muśı být koule z kohezivńıho
materiálu s parametrem koheze, c [Pa], a muśı být při inicializaci adheze vzájemně
překryty.

Adheze je tedy charakteristika kontaktu a je určena ze zadané koheze (ma-
teriálová charakteristika). Vzájemný vztah mezi adheźı a koheźı je dán rovnićı (3.34)

a = c · r2min [N]. (3.34)

r2min je menš́ı z poloměr̊u kouĺı v interakci.

Numerické tlumeńı

Základńı princip numerického tlumeńı spoč́ıvá ve sńıžeńı sil, jenž zvyšuj́ı rychlost
jednotlivých částic simulace a naopak. Samotné zvýšeńı či sńıžeńı sil prob́ıhá přes
koeficient tlumeńı λd. Vzorec vyjadřuj́ıćı vliv tlumeńı na velikost śıly lze zapsat
jako:

(∆F )Dw

Fw

= −λD sgn

[

Fw

(

u̇⊖ +∆t
ü◦∆t

2

)]

, w ∈ x, y, z, (3.35)

kde Fw je silové p̊usobeńı v daném směru, (∆F )Dw je změna silového p̊usobeńı
vlivem tlumeńı. Jako př́ıklad fungováńı numerického tlumeńı si uved’me kouli v gra-
vitačńım poli.

• Bude-li se koule pohybovat ve stejném směru jako gravitačńı zrychleńı g, pak
gravitačńı śıla s vlivem tlumeńı bude F ∗ = mg − λDmg.

• Bude-li se koule pohybovat ve opačném směru než gravitačńı zrychleńı g, pak
gravitačńı śıla s vlivem tlumeńı bude F ∗ = mg + λDmg.

Výpočtová stabilita

Výpočtová stabilita je založena na tzv. kritickém časovém kroku ∆tcr, při jehož
překročeńı se stává úloha nestabilńı. Kritický časový krok je stanoven jako:

∆tcr =
2

ωmax

, (3.36)

kde ωmax je nejvyšš́ı vlastńı úhlová frekvence v simulaci. Pro jednostupňový
dynamický systém, popsaný pohybovou rovnićı

mü+Ku = 0, (3.37)

kde m je hmotnost, K tuhost a u je posun z rovnovážné polohy, lze vlastńı
frekvenci vyjádřit jako

ω =

√

K

m
. (3.38)
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Źıskáme tak vztah pro kritický časový krok

∆tcr =
2

ω
= 2

√
m

K
. (3.39)

Výpočtová stabilita složitěǰśıch systémů je založena na podobném principu. Sta-
noveńı kritického časového kroku je však komplikovaněǰśı a nebudeme se mu v práci
dále věnovat. Lze ho nalézt např. v ŠMILAUER, Václav (2010).



Kapitola 4

Edometrický test

4.1 Úvod

Kapitola popisuje simulaci edometrického testu kameniva použ́ıvaného v tělese železničńıho
svršku. Pomoćı metody diskrétńıch prvk̊u se pokuśıme přibĺıžit výsledk̊um experi-
mentu provedeného na Nottinghamské univerzitě. Pokuśıme se nalézt vhodné para-
metry modelu tak, aby jeho odezva odpov́ıdala experimentu. Dále budou provedeny
studie sleduj́ıćı vliv jednotlivých parametr̊u na odezvu modelu.

Edometrický test slouž́ı k źıskáńı deformačńıch charakteristik zemin či hornin,
jako jsou edometrický modul přetvárnosti, edometrický modul pružnosti, součinitel
stlačitelnosti a daľśı. Test se provád́ı v př́ıstroji zvaném edometr, kde je bráněno
bočńı deformaci εx = εy = εxy = 0, viz. obrázek 4.1.

Edometr se zpravidla skládá ze základny s porézńı destičkou, vod́ıćıho válce
a ṕıstu (lisu) s porézńı destičkou. Do edometru se vlož́ı zemina, která je upravena
dle typu př́ıpravy vzorku (WEIGLOVÁ, Kamila , 2005). V našem př́ıpadě použijeme
vzorek typu P, kdy je materiál před zatěžováńım zhutněn.

píst s porézní destička

základna s porézní destičkou

vodící válec

εx  =0  

εy  =0  

σz=a) b)

σx=σy 

P
A

Obrázek 4.1: a)Schéma edometru. b) Napjatostńı stav při edometrickém testu.
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4.1.1 Experiment na Nottinghamské univerzitě

Na Nottinghamské univerzitě byl proveden laboratorńı edometrický test kameniva
(LIM, Wee Loon, 2004). Kamenivo bylo pomoćı proséváńı roztř́ıděno do tř́ı frakćı
o velikostech 10-14 mm, 37.5-50 mm a specifického vzorku, jehož hmotnost byla
tvořena z 60% kamenivem o frakci 25-37.5 mm a ze 40% kamenivem o frakci 37.5-50
mm. Kamenivo bylo vsypáno do edometru tvaru válce o pr̊uměru 300 mm a výšce 150
mm. Před zatěžováńım bylo zhutněno pomoćı vibračńıho stolu. Zatěžováńı prob́ıhalo
v hydraulickém lisu a jeho maximálńı hodnota byla stanovena na 1500 kN při rych-
losti zatěžováńı 1 mm/min.

Obrázek 4.2: Fotografie edometrického testu na Nottinghamské univerzitě vyjmutá
z LIM, Wee Loon (2004).

Simulace edometrického testu na Nottinghamské univerzitě

Edometrický test byl na Nottinghamské univerzitě simulován v programu PFC3D.
Byly použity praskaj́ıćı shluky o celkovém pr̊uměru 48 mm, kdy každý shluk se
skládal ze 135 kouĺı o pr̊uměru 7.1 mm. Mı́sto válcového tvaru, použitého v experi-
mentu, byl pro modelováńı použit kvádr o rozměrech 270 x 270 x 150 mm.

Normálová i smyková tuhost kameniva byla shodně nastavena na hodnotu 2.0x109

Nm−1. Úhel vnitřńıho třeńı byl u kameniva roven 0.5, u ocelových stěn 0. Normálová
a smyková pevnost kameniva se rovnala 2.1x103 N. Hustota kameniva byla nastavena
jako 2600 kg/m3, což je typická hodnota pro granit.
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4.2 Simulace edometrického testu

Pro simulaci je nutné vytvořit model, který odpov́ıdá reálnému experimentu a re-
spektuje jeho okrajové podmı́nky. V našem př́ıpadě je nutné vytvořit ohraničuj́ıćı
ocelové stěny o daných rozměrech, poté válec vyplnit kamenivem a nakonec přidávat
zat́ıžeńı.

Pro vytvořeńı zkušebńıho edometru tvaru válce o pr̊uměru 300 mm a výšce 150
mm (obrázek 4.3) byly použity dva typy těles. Ocelová základna edometru je tvořena
stěnou, vod́ıćı válec je z 24 ocelových plošek1 a zat́ıžeńı je vneseno do simulace
pomoćı daľśı ocelové plošky, která je přidána až po vložeńı kameniva (koule, shluky)
do simulace.

Obrázek 4.3: Základńı schéma edometru bez zatěžovaćı plošky.

Jak je uvedeno v kapitole 3.2, existuj́ı dva jednoduché zp̊usoby, jak prezento-
vat zrna kameniva v edometrickém testu. Nejjednodušš́ı zp̊usob je pomoćı kouĺı,
složitěǰśı variantou je pak simulace za pomoćı shluk̊u. Ty umožňuj́ı věrněji vystih-
nout tvar kameniva, v našem př́ıpadě uvažujeme tvar elipsoidu.

Pro každou z variant jsme použili jiný předpis generováńı prvk̊u. Koule jsou gene-
rovány náhodně v objemu edometru. Středńı hodnota pr̊uměru kouĺı byla uvažována
32.5 mm s variabilitou poloměru V oR = (0.6 - 1.4)r, viz. obrázek 4.4.

Shluky jsou vkládány do simulace v pravidelné mř́ıžce. Samotný tvar shluku je
závislý na velikosti elipsoidu, do něhož jsou vloženy menš́ı koule. Ty jsou pak pevně
spojeny. Celkový pr̊uměr shluk̊u byl nastaven na 48 mm, pr̊uměr jednotlivých kouĺı
v rámci shluku na 7.2 mm.

Po vložeńı vzorku do edometru docháźı k postupnému usedáńı kameniva vlivem
gravitace. Po uklidněńı simulace (poklesu nevyrovnaných sil na malou hodnotu) je

1Z d̊uvodu složitého přidáváńı kameniva v simulaćıch přidáváme ”nádstavec”vod́ıćıho válce,
který bráńı rozsypáńı kameniva (kouĺı, shluk̊u). Nádstavec se skládá opět z 24 plošek.
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Obrázek 4.4: Vložeńı kouĺı do objemu edometru.

Obrázek 4.5: Vložeńı shluk̊u v pravidelné mř́ıžce.

odstraněno kamenivo nad požadovanou úrovńı a je přidána zatěžovaćı ploška. Poté
je vzorek př́ıpadně zvibrován2 pomoćı měńıćıch se zrychleńı ve směru osy x a y

a před zatěžováńım procháźı vzorek daľśım uklidněńım. Během vibrováńı je řádově
sńıžena velikost úhlu vnitřńıho třeńı tak, aby docházelo ke snadněǰśımu vzájemnému
pohybu kouĺı (shluk̊u). Po zvibrováńı je zpět nastavena p̊uvodńı hodnota.

Při zatěžováńı je bráněno posunu zatěžovaćı plošky ve směrech x a y a také je
bráněno jej́ım rotaćım. Ve směru z p̊usob́ı na plošku śıla, jej́ıž velikost se měńı podle
funkce sinus od 250 N do 1500 kN a poté zase klesá na 250 N.

2Byl proveden edometrický test na vibrovaném i nevibrovaném vzorku.
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Obrázek 4.6: Př́ıklad simulace s koulemi: Na levém obrázku je zobrazen vzorek po
uklidněńı, na pravém po zvibrováńı před začátkem zatěžováńı.

Během simulace monitorujeme śılu F p̊usob́ıćı na zatěžovaćı plošku a svislý posun
zatěžovaćı plošky u.

Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850

Young̊uv modul E [Pa] Ek Es = 10× Ek

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.0

Geometrická data

Pr̊uměr D [mm] 32.5 X

Variabilita poloměru V oR [m] (0.6− 1.4)r X

Vlastnosti simulace

Koeficient tlumeńı λD [-] 0.3

Tabulka 4.1: Tabulka materiálových a geometrických parametr̊u modelu.

4.3 Modelováńı štěrkových zrn pomoćı kouĺı

Pro úspěšnou shodu simulace a experimentu je nutné nalézt vhodné materiálové
parametry. Většinu z nich jsme schopni odhadnout, problematická je však hodnota
normálové tuhosti KN , přesněji modul pružnosti materiálového modelu kameniva
E. Proto nyńı budeme hledat takovou hodnotu modulu pružnosti, aby se odezva
bĺıžila experimentálńı odezvě.

Modul pružnosti kontaktu však nelze zjistit př́ımo ze vzestupné větve pracovńıho
diagramu. Důvodem je nespojitost sypkého modelu, což vede k vyšš́ım deformaćım
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z d̊uvodu vyplněńı prázdného prostoru materiálem při vibrováńı nebo stlačeńı v počátćıch
zatěžováńı. Sklon počátečńı vzestupné větve je tak silně závislý na počátečńım
zhutněńı. Daľśım d̊uvodem je praskáńı kameniva v pozděǰśıch fáźıch zatěžováńı, které
prozat́ım neńı v modelu obsaženo. Abychom tyto negativńı jevy odstranili, budeme
sledovat tuhost systému na odtěžovaćı větvi pracovńıho diagramu. V počátečńı fázi
odtěžováńı předpokládáme, že se projev́ı převážně vliv tuhosti kameniva a nega-
tivńı jevy nebudou citelně ovlivňovat odtěžovaćı větev. Hodnota modulu pružnosti
kameniva Ek je hledanou veličinou, modul pružnosti oceli Es byl odhadnut jako
desetinásobek modulu pružnosti kameniva. Źıskanou tuhost z edometrického testu
budeme srovnávat s tuhost́ı odtěžovaćı větve experimentu provedeného na Not-
tinghamské univerzitě.

Identifikace modulu pružnosti kameniva prob́ıhala metodou pokus - omyl,
při ńıž byla hledána co nejlepš́ı shoda mezi simulaćı a experimentem na odtěžovaćı
větvi pracovńıho diagramu. Test byl z d̊uvodu časové náročnosti proveden vždy nej-
prve na nevibrovaném vzorku a pak prověřen na vzorku zvibrovaném. Za dostačuj́ıćı
shodu s experimentem byla vybrána simulace o následuj́ıćıch vstupńıch hodnotách:

Materiálové vlastnosti

Modul pružnosti E [Pa] Ek = 1.0× 1010 Es = 10.0× 1010

Tabulka 4.2: Tabulka výsledných materiálových vlastnost́ı pro edometrický test
s koulemi.

Na obrázku 4.7 jsou zobrazeny výsledné pracovńı diagramy, které vykazuj́ı přijatelnou
shodu na odtěžovaćı větvi. Výřezy, které jsou vloženy do většiny graf̊u v práci, zachy-
cuj́ı odtěžovaćı větve odezvy model̊u (na ose x je zobrazena deformace v odtěžováńı
a na ose y zat́ıžeńı).

Nutno podotknout, že odtěžovaćı větev experimentu je téměř svislá, a tak odhad
skutečné tuhosti systému je komplikovaný. Je vhodné připustit, že optimálńı tuhost
může být i řádově odlǐsná.

V grafu můžeme pozorovat velký vliv vibrováńı na celkovou deformaci, kdy
u zvibrovaného vzorku nenastávaj́ı téměř žádné trvalé deformace vlivem zaplněńı
prázdného prostoru koulemi a systém se chová takřka pružně.

Na odtěžovaćı větvi pozorujeme, že oba modely (nevibrovaný, zvibrovaný) maj́ı
podobnou počátečńı tuhost.

Odezva modelu zobrazená v obrázku 4.7 představuje jednu konkrétńı realizaci
edometrického testu. Vzorek s jiným náhodným rozložeńım kameniva se může chovat
odlǐsně a je tedy nutné do budoucna pracovat vždy s v́ıce realizacemi a porovnávat
jejich středńı hodnotu.
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Obrázek 4.7: Odezva modelu edometrického testu s uvažováńım kameniva ve tvaru
kouĺı.

4.3.1 Studie vlivu parametr̊u modelu na jeho odezvu

V předchoźı části jsme odhadli výsledný modul pružnosti kameniva modelovaného
pomoćı kouĺı. V této části se zaměř́ıme na zjǐstěńı závislosti tuhosti modelu na jeho
daľśıch parametrech. Konkrétně budeme sledovat vliv:

• pr̊uměru kouĺı D

• poissonova č́ısla ν - udává poměr mezi smykovou tuhost́ı KT a normálovou
tuhost́ı KN

• úhlu vnitřńıho třeńı φ

• koeficientu tlumeńı λD

Studované parametry jsou vždy měněny jednotlivě, zbývaj́ıćı parametry jsou
vždy v pr̊uběhu jedné studie konstantńı a jsou rovny základńım hodnotám z ta-
bulky 4.3. Pro studie byl řádově sńıžen modul pružnosti z d̊uvodu časové náročnosti
simulaćı. Rovněž bylo sńıženo maximálńı zat́ıžeńı tak, aby nedocházelo k protlačeńı
kameniva přes ocelovou základnu edometru, která se při sńıžeńı modulu pružnosti
stala měkč́ı.
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a) b)

c) d)

Obrázek 4.8: Zvibrovaný vzorek: a) V počátečńım stavu; b) Po zvibrováńı; c) Při
maximálńı śıle; d) Po odlehčeńı.

Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850

Young̊uv modul E [Pa] Ek = 1.0× 108 Es = 10.0× 108

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.0

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [N] 150000

Minimálńı śıla Fmin [N] 250

Geometrická data

Pr̊uměr koule D[mm] 32.5

Variabilita poloměru V oR[m] (0.6-1.4)r

Tabulka 4.3: Základńı hodnoty parametr̊u pro studie jejich vlivu na odezvu.
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Studie vlivu velikosti kouĺı

Tento test měl ukázat závislost tuhosti systému na velikosti jednotlivých kouĺı.
Proběhly 4 r̊uzné výpočty lǐśıćı se velikost́ı kouĺı podle tabulky 4.4.

Proměnná veličina testu

Pr̊uměr D [mm] 0.5×D0 1.0×D0 1.5×D0 2.0×D0

Tabulka 4.4: Uvažované hodnoty pro testováńı vlivu velikosti kouĺı.

Ve studii jsme vycházeli ze základńıho pr̊uměru D0=32.5 mm, jenž jsme použili
v základńı simulaci a uvažovali jsme jeho 0.5, 1.0, 1.5 a 2.0 násobky.

a) b)

c) d)

Obrázek 4.9: Modely s r̊uznou velikost́ı kouĺı: a) 0.5 x 32.5 mm; b) 1.0 x 32.5 mm;
c) 1.5 x 32.5 mm; d) 2.0 x 32.5 mm.

Kdyby byla simulace složena pouze ze srážky dvou kouĺı o stejné tuhosti E

i poloměru r, závisela by tuhost systému na poloměru r dle rovnice (4.1)

KN =
K1 ·K2

K1 +K2

=
2Er · 2Er

2Er + 2Er
= Er. (4.1)

Uváž́ıme-li velké množstv́ı volného prostoru v edometru v př́ıpadě vložeńı velkých
zrn kameniva (obrázek 4.9), můžeme předpokládat méně vzájemných kontakt̊u mezi
koulemi. To vysvětluje výsledek této studie, který je zachycen na obrázku 4.10.
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Největš́ı tuhosti vykazovala simulace s nejmenš́ım pr̊uměrem kameniva a nejmenš́ı
tuhost má naopak koule s největš́ım pr̊uměrem.
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Obrázek 4.10: Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu velikosti kouĺı.

Studie vlivu Poissonova č́ısla ν

Jak bylo řečeno výše, Poissonovo č́ıslo má význam poměru smykové tuhosti KT

ku normálové tuhosti KN . Z teorie v́ıme, že na normálovou tuhost kontaktu nemá
Poissonovo č́ıslo ν žádný vliv (4.1). Se zvyšuj́ıćım se Poissonovým č́ıslem se ovšem
zvyšuje smyková tuhost a s ńı i tuhost celého systému.

Proměnná veličina studie

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.1 0.3 0.9

Tabulka 4.5: Uvažované hodnoty pro testováńı vlivu Poissonova č́ısla.

Z odezvy modelu (obrázek 4.11), je zřejmé, že situace odpov́ıdá očekávané závislosti
na Poissonově č́ıslo ν. Největš́ı tuhost vykazuje simulace s ν = 0.9, nejmenš́ı pak
simulace s nejnižš́ım Poissonovým č́ıslem ν = 0.1.

Studie vlivu úhlu vnitřńıho třeńı φ

Úhel vnitřńıho třeńı ovlivňuje v rámci simulace velikost smykové śıly F T . Pokud
zvýš́ıme úhel vnitřńıho třeńı, sńıž́ıme schopnost zrn se vzájemně pohybovat a t́ım
učińıme systém tužš́ı.
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Obrázek 4.11: Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu Poissonova č́ısla.

Proměnná veličina studie

Úhel vnitřńıho třeńı φ [-] 0.0001 0.001 0.01 0.5 1.0

Tabulka 4.6: Uvažované hodnoty pro testováńı vlivu úhlu vnitřńıho třeńı.

Z odezvy modelu na obrázku 4.12, je zřejmá závislost tuhosti na úhlu vnitřńıho
třeńı, kdy se zvyšuj́ıćım se úhlem vnitřńıho třeńı roste zároveň i tuhost simulace.
Největš́ı tuhost vykazoval model s Poissonovým č́ıslem φ = 1.0, naopak nejmenš́ı
tuhost měl model s nejnižš́ım Poissonovým č́ıslem φ = 0.0001.

Studie vlivu koeficientu tlumeńı λD

Koeficient tlumeńı má vliv na velikost p̊usob́ıćıch sil na částice. Jeho vliv se projev́ı
u silně dynamických simulaćı.

Proměnná veličina studie

Koeficient tlumeńı λD [-] 0.0 0.1 0.3 0.6 0.9

Tabulka 4.7: Uvažované hodnoty pro testováńı vlivu tlumeńı.

Odezva modelu, obrázek 4.13, ukazuje nezávislost edometrického testu na ko-
eficientu tlumeńı. Dynamická povaha edometrického testu je potlačena zatěžovaćı
ploškou, která omezuje možnost pohybu zrn v edometru.
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Obrázek 4.12: Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu úhlu vnitřńıho
třeńı.
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Obrázek 4.13: Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu koeficientu tlumeńı.

4.4 Modelováńı štěrkových zrn pomoćı tuhých shluk̊u

Shluky reálněji vystihuj́ı skutečný tvar kameniva. Za pomoćı menš́ıch kouĺı lze vy-
tvořit takřka libovolný tvar, který se chová jako jedno jediné těleso. Je nutné po-
dotknout, že se vzr̊ustaj́ıćım počtem kouĺı ve shluku, a obecně i v simulaci, stoupá
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časová náročnost testu.
Výchoźı simulace vycházela z dat, které byly použity na Nottinghamské univer-

zitě. Byl použit celkový pr̊uměr shluku 48 mm a pr̊uměr jednotlivých menš́ıch kouĺı
7.2 mm.

Obrázek 4.14: Základńı velikost a tvar shluku pro simulaci edometrického testu.

Mezi shluky docháźı ke vzájemnému kontaktu kouĺı. Mezi každou dvojićı je dána
normálová tuhost KN a smyková tuhost KT , výchoźı hodnotou pro výpočet modulu
pružnosti bude normálová tuhost KN = 2.0× 109. Ta je dána předpisem:

KN = E · rmin ⇒ E =
KN

rmin

=
2.0× 109

0.0036
= 5.55× 1011Pa, (4.2)

kde rmin je poloměr nejmenš́ı koule. Pro edometrický test jsou použity následuj́ıćı
uvažované hodnoty dle tabulky 4.8. V porovnáńı s modelem vyplněného zrnem ve
tvaru kouĺı jsme zvýšili úhel vnitřńıho třeńı u ocelových část́ı modelu na φ = 0.3
tak, aby model reálněji vystihoval experiment.

Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850

Young̊uv modul E [Pa] Ek = 5.55× 1011 Es = 55.5× 1011

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.3

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [N] 1500000

Minimálńı śıla Fmin [N] 250

Geometrická data

Pr̊uměr shluku D[mm] 48.0

Pr̊uměr kouĺı d[mm] 3.6

Tabulka 4.8: Tabulka materiálových a geometrických parametr̊u modelu edomet-
rického testu s tuhými shluky.
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Test byl proveden opět na nevibrovaném3 i zvibrovaném vzorku a byly źıskány
následuj́ıćı výsledky, které byly porovnány s experimentem.
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Obrázek 4.15: Odezva modelu edometrického testu s uvažováńım kameniva ve tvaru
shluk̊u.

Výsledná tuhost obou test̊u odpov́ıdá experimentu. Výsledky však nelze považovat
za zcela korektńı z d̊uvodu svislosti křivek, kdy lze velmi obt́ıžně dané vzorky
srovnávat.

Rozd́ılnost tuhost́ı mezi vibrovaným a nevibrovaným vzorkem, zobrazená na
odtěžovaćı větvi pracovńıho diagramu, je dána r̊uznou výškou vzork̊u.

4.4.1 Studie vlivu parametr̊u modelu na jeho odezvu

Nyńı jsme odhadli modul pružnosti kameniva modelovaného jako shluk kouĺı. Opět
provedeme studie závislosti tuhosti vzork̊u na daľśıch parametrech modelu:

• poloměru jednotlivých kouĺı r

• tvaru shluk̊u

• úhlu vnitřńıho třeńı φ

Pro studie použ́ıváme základńı hodnoty z tabulky 4.9. Opět je z d̊uvodu časové
úspory řádově sńıžen modul pružnosti a stejně tak i zat́ıžeńı.

3Źıskaná maximálńı deformace u nevibrovaného modelu je v d̊usledku špatného odstraněńı kouĺı
po uklidněńı simulace chybná. Výsledná výška modelu je větš́ı než uvažovaná hodnota 150 mm.
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Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850

Young̊uv modul E [Pa] Ek = 5.55× 109 Es = 55.5× 109

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.3

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [N] 150000

Minimálńı śıla Fmin [N] 250

Geometrická data

Pr̊uměr shluku D [mm] 48.0

Tabulka 4.9: Základńı hodnoty parametr̊u pro studie jejich vlivu na odezvu.

Studie vlivu poloměru jednotlivých kouĺı r

Proměnná veličina studie

Označeńı A B C D E F

Poloměr r [mm] 3.6 4.5 5.4 6.3 7.2 8.48

Tabulka 4.10: Uvažované hodnoty pro testováńı vlivu velikosti jednotlivých kouĺı ve
shluku.

Jako výchoźı jsme zvolili shluk, který jsme použili v sekci 4.4 a postupně zvyšovali
poloměr kouĺı o 0.9 mm. Posledńı testovaná velikost byla zvolena tak, aby odpov́ıdala
tvarově 8-shluku, se kterým budeme pracovat v daľśı simulaci. Uvažované shluky pak
maj́ı tvary dle obrázku 4.16.

Dle vzorce pro normálovou tuhost (4.1) vyplývá, že výsledná normálová tuhost
se se zvětšuj́ıćım poloměrem jednotlivých kouĺı zvyšuje.

Výsledky źıskané ze simulaćı tuto závislost potvrdili, jak ukazuj́ı odezvy modelu
na obrázku 4.17. Nejtužš́ı modely byly s poloměry 8.48 a 7.2 mm, naopak nejměkč́ı
odezvu vykazoval model o základńı velikosti kouĺı s poloměrem 3.6 mm.

Studie vlivu tvaru shluk̊u

Tato studie měla za úkol ukázat závislost tuhosti vzorku na tvaru shluk̊u, které
jsou do modelu edometru vkládány. Základńı simulace pracuje s kulovitým shlukem
o poloměru R = 24.0 mm. Daľśı tvary jsme volili tak, aby byl přibližně zachován ob-
jem jednotlivých shluk̊u. Uvažované geometrické parametry jsme shrnuli do tabulky
4.11.
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AA B C

D E F

Obrázek 4.16: Tvary shluk̊u použité ve studii vlivu poloměru jednotlivých kouĺı.
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Obrázek 4.17: Odezvy simulaćı edometrického testu v závislost na poloměru kouĺı
ve shluku.

Na obrázku 4.18 jsou zobrazeny uvažované tvary testovaných shluk̊u.
Ze źıskaných výsledk̊u (obrázek 4.19) lze pozorovat, že nejtužš́ı chováńı vykazuj́ı

kulovité shluky a nejměkč́ı shluky ve tvaru ”koláče”. Obecně lze ř́ıci, že tuhost
simulace je závislá na schopnosti shluku vyplnit objem edometru. Model vyplněný
kulovitými shluky je méně pórovitý než ostatńı uvažované modely.
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Proměnná veličina studie

Rx [mm] Ry [mm] Rz [mm]

Koule 24.0 24.0 24.0

Elipsoid 24.0 30.0 19.0

Válec 18.0 18.0 40.0

Koláč 10.0 37.0 37.0

Tabulka 4.11: Uvažované hodnoty pro studii vlivu tvaru shluku.

c)b)a) d)

Obrázek 4.18: Tvary testovaných shluk̊u: a) koule; b) elipsoid; c) válec; d) koláč.
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Obrázek 4.19: Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu tvaru shluku.

Studie vlivu úhlu vnitřńıho třeńı φ

Studie vlivu úhlu vnitřńıho třeńı měla stejné předpoklady jako testováńı úhlu vnitřńıho
třeńı u modelu vyplněného koulemi.
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Odezva modelu, obrázek 4.20, potvrzuje očekávanou závislost úhlu vnitřńıho
třeńı na tuhost vzorku. Se zvyšuj́ıćım se úhlem vnitřńıho třeńı roste zároveň i tuhost
modelu.

Proměnná veličina studie

Úhel vnitřńıho třeńı φ [-] 0.0001 0.3 0.6

Tabulka 4.12: Uvažované hodnoty pro studii vlivu úhlu vnitřńıho třeńı.
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Obrázek 4.20: Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu úhlu vnitřńıho
třeńı.

Dodatečná identifikace modulu pružnosti

Ověřili jsme očekávanou závislost celkové tuhosti na poloměru r. Tato závislost
je však nežádoućım jevem, protože chceme doćılit toho, aby model s kamenivem
generovaným jakýmkoliv zp̊usobem, vykazoval podobnou tuhost.

Proto jsme metodou pokus - omyl provedli dodatečnou identifikaci modulu pružnosti
E všech použitých shluk̊u i kouĺı tak, abychom źıskali vždy stejnou odtěžovaćı tu-
host. Pro sńıžeńı časové náročnosti laděńı jsme použili 10000× nižš́ı tuhost (tab.
4.13).

Metodou pokus - omyl byly źıskány následuj́ıćı odezvy model̊u zobrazené na
obrázku 4.22. Odpov́ıdaj́ıćı moduly pružnosti jsou uvedeny v tabulce 4.14.
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Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850

Young̊uv modul E [Pa] Ek = E × 106 Es = 10 · E × 106

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.3

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [N] 1500

Minimálńı śıla Fmin [N] 250

Geometrická data

Pr̊uměr shluku D[mm] 48.0

Tabulka 4.13: Tabulka materiálových a geometrických parametr̊u modelu pro iden-
tifikaci modulu pružnosti E.

A B C

D E F G

Obrázek 4.21: Uvažované tvary kameniva.

Výsledky testu

Označeńı A B C D E F G

Poloměr koule r [mm] 3.6 4.5 5.4 6.3 7.2 8.5 16.25

Modul pružnosti E [MPa] 5.55 5.0 4.5 3.8 2.9 3.0 2.80

Tabulka 4.14: Výsledky identifikace ukazuj́ıćı závislost modulu pružnosti E na po-
loměru kouĺı r.

4.5 Modelováńı zrn pomoćı kohezivńıch shluk̊u

Nejreálněǰśı simulaćı, kterou jsme provedli, byla simulace pomoćı kohezivńıch shluk̊u.
Pracujeme s koulemi, které jsou spojeny pomoćı přilnavosti (adheze) a, při jej́ıž
překročeńı docháźı k rozpojeńı kouĺı.
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0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Deformace u [mm]

−1.50

−1.48

−1.46

−1.44

−1.42

−1.40

Z
a
tı́

ž
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Obrázek 4.22: Odezvy model̊u edometrického testu - identifikace modulu pružnosti
E pro r̊uzné poloměry.

a) b) c)

Obrázek 4.23: Ukázka model̊u po zvibrovańı pro r̊uzné tvary kameniva. a) Vzorek
A s koulemi o poloměru r = 3.6 mm; b) Vzorek F, poloměr r = 8.5 mm; a) Vzorek
G, koule o poloměru r = 16.25 mm;

V testu z Nottinghmaské univerzity popsaném v kapitole 4.1.1 byla pevnost
shluk̊u nastavena na 2.1·103 N. Pro źıskáńı adheze o stejné velikosti využijeme vztah
(3.34) a vypočteme kohezi, kterou vlož́ıme do materiálových parametr̊u modelu.

c =
a

r2min

=
2.1 · 103

0.00362
= 162.04 · 106 Pa (4.3)

Pro vytvořeńı kohezivńıho kontaktu je nutné počátečńı překryt́ı kouĺı. Dı́ky
počátečńımu překryt́ı kouĺı vysoké tuhosti vznikaj́ı velké śıly, které během prvńıch
iteraćı simulace vymiźı v d̊usledku roztažeńı shluk̊u o počátečńı překryt́ı. Tyto śıly
se snaž́ı shluky roztrhnout, abychom zabránili roztržeńı kohezivńıch vazeb, zvýš́ıme
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v prvńıch kroćıch simulace řádově adhezi (kohezi), kterou následně vrát́ıme na
p̊uvodńı hodnotu.

Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850

Young̊uv modul E [Pa] Ek = 5.55× 109 Es = 55.5× 109

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.0

Normálová koheze cN [Pa] 162.04×106 -

Smyková koheze cT [Pa] 162.04×106 -

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [N] 1500000

Minimálńı śıla Fmin [N] 250

Geometrická data

Pr̊uměr shluku D [mm] 48.0

Pr̊uměr kouĺı d [mm] 3.6

Tabulka 4.15: Uvažované hodnoty pro studii s praskaj́ıćımi shluky.

Po provedeńı simulace s parametry dle tabulky 4.15 jsme źıskali následuj́ıćı
výsledky obr. 4.24. Źıskaná maximálńı deformace v modelu s kohezivńımi shluky
je v d̊usledku špatného odstraněńı kouĺı po uklidněńı simulace chybná. Výsledná
výška modelu je větš́ı než uvažovaná hodnota 150 mm.

Měkč́ı chováńı kohezivńıch shluk̊u v porovnáńı s tuhými shluky je dáno jistou
elasticitou v rámci shluku. Rozpad shluk̊u, který je symbolizován hrbatou zatěžovaćı
křivkou, zvyšuje deformaci vzorku d́ıky lepš́ımu vyplněńı objemu částicemi.

Počet rozlomených shluk̊u lze sledovat na grafu 4.25, kde na ose x je zobrazen
počet kouĺı ve shluku a na ose y obsah zastoupeńı v hmotnosti vzorku.

V grafu 4.25 jsou vykresleny 4 stádia simulace, kdy Počátečńı stav odpov́ıdá
času po prvńım uklidněńı, Zvibrovaný stav je stav po zvibrováńı vzorku, Ma-
ximálńı stlačeńı je při p̊usobeńı maximálńı śıly a Odlehčeńı vzorku je koncový
stav po odt́ıžeńı. Sledujeme, že v prvńıch dvou fáźıch je 90 % všech shluk̊u složeno
ze 135 a v́ıce kouĺı. Po zat́ıžeńı docháźı k posunut́ı křivky zrnitosti ve směru osy y,
kdy vzorek obsahuje zhruba 30 % samostatných kouĺı. Zat́ımco počet shluk̊u o 135
a v́ıce kouĺıch z p̊uvodńıch 90 % klesl na cca 15 %.
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Obrázek 4.24: Odezva modelu s kohezivńımi shluky.
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Obrázek 4.25: Křivky zrnitosti z testu s kohezivńımi shluky.
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4.6 Shrnut́ı simulaćı edometrického testu

Pomoćı simulace edometrického testu jsme zjistili přibližnou hodnotu modulu pružnosti
kameniva Ek, jak pro zrna kameniva modelovaná jako koule, tak pro shluky o r̊uzných
velikostech vnitřńıch kouĺı.

Ukázali jsme závislost tuhosti na vnitřńıch parametrech simulaćı jako jsou veli-
kost kouĺı, tvar shluk̊u, úhel vnitřńıho třeńı a daľśı.

Źıskaných poznatk̊u využijeme v daľśım testu s názvem box-test, který prove-
deme pomoćı kouĺı a 8-mi shluk̊u (obr. 4.26) o źıskaných tuhostech.

Es = 3.0 x 1011 Pa Ek = 2.8 x 1011 Pa

Obrázek 4.26: Výchoźı tělesa pro daľśı testováńı.



Kapitola 5

Box test

5.1 Úvod

V kapitole bude popsána simulace box-testu. Měla by co nejbĺıže odpov́ıdala výsledk̊um
experimentu z Nottinghamské univerzity. Box-test měl posloužit k ověřeńı źıskaných
tuhost́ı z edometrického testu, př́ıpadně úpravě tuhost́ı.

Box-test je laboratorńı zkouška, která má za úkol simulovat zat́ıžeńı drážńı do-
pravou pomoćı zatěžovaćıho pražce. V laboratoři je sestaven zkušebńı vzorek, který
reprezentuje vyznačený výřez na obrázku 5.1.
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Obrázek 5.1: Schématický nákres železničńıho svršku s vyznačenou oblast́ı simulo-
vanou box-testem.
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Obrázek 5.2: Schématický nákres box-testu a zatěžovaćıho pražce.

5.1.1 Box-test provedený na Nottinghamské univerzitě

Experiment na Nottinghamské univerzitě s názvem box-test je znázorněn na
obrázku 5.2. Velikost boxu byla 700 x 300 x 450 mm a velikost ocelového pražce 250
x 300 x 150 mm. Bočńı strany boxu byly vyrobeny z oceli, předńı a zadńı strana
byla vytvořena z plexiskla, aby bylo možné pozorovat pr̊uběh testu. Základnu boxu
tvořila dřevěná deska a desetimilimetrová gumová vrstva, která měla reprezentovat
vliv podlož́ı.

Obrázek 5.3: Fotografie box-testu na Nottinghamské univerzitě vyjmutá z LIM, Wee
Loon (2004).

Do box-testu bylo vloženo kamenivo tzv. specifického vzorku, jehož hmotnost
byla tvořena z 60% frakćı kameniva 25-37.5 mm a ze 40% frakćı 37.5-50 mm.
Kamenivo bylo nejprve navrstveno do výšky 300 mm, poté byl přidán ocelový
zatěžováćı pražec. Následně byl box dosypán kamenivem do požadované výšky 450
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mm a hutněn podb́ıjeńım pomoćı sb́ıječky. Poté byla na pražec položena vod́ıćı deska
se zatěžovaćım ṕıstem a kamenivo bylo přes ocelový pražec cyklicky zatěžováno
v rozsahu 3.0 - 40.0 kN.

Z výsledk̊u experimentu byla zjǐstěna deformace kameniva přibližně 15 mm po 1
zatěžovaćım cyklu.

Experiment byl následně simulován (LIM, Wee Loon, 2004). Do boxu, který
odpov́ıdal experimentu, byly vsypány koule o pr̊uměru 36.25 mm. Tento pr̊uměr měl
hmotnostně odpov́ıdat specifickému vzorku použitému v experimentu. Po źıskáńı
dostatečných kontaktńıch sil mezi jednotlivými zrny byly koule nahrazeny 8-shluky
o stejné velikosti.

Materiálové charakteristiky byly nastaveny následovně: normálová (KN) a smy-
ková tuhost (KT ) kouĺı, boxu a pražce byly shodně nastaveny na 5.08× 109 Nm−1.
Úhel vnitřńıho třeńı byl pro všechny materiály shodný 0.5 rad. Na spodńı plochu
boxu byla vložena gumová vrstva, která měla za úkol simulovat nižš́ı vrstvy podlož́ı
pod kolejovým ložem. Gumová vrstva měla 2000× menš́ı tuhost než ocel, jmenovitě
2.54× 106 Nm−1.

Zat́ıžeńı, které bylo přenášeno přes zatěžovaćı pražec o hmotnosti 34 kg, mělo
tvar sinusoidy o rozsahu 3.0 - 40.0 kN.

Prezentované výsledky simulace v LIM, Wee Loon (2004) neodpov́ıdaj́ı prove-
denému experimentu. Deformace při maximálńı śıle jsou velmi malé (řádově desetiny
milimetr̊u), zat́ımco naměřená deformace během prvńıho zatěžovaćıho cyklu v ex-
perimentu byla kolem 17 mm.

5.2 Simulace box-testu

Model box-testu, sestavený v Yade, odpov́ıdal experimentu na Nottinghamské uni-
verzitě. Skládal se z 5 rovin, které tvořily samotný tvar boxu. Materiál bočńıch rovin
byl nastaven jako ocel. Spodńı rovina simulovala vliv podlož́ı a byla nastavena jako
guma.

Po vygenerováńı boxu bylo do simulace vloženo kamenivo ve tvaru kouĺı nebo
shluk̊u viz. obrázek 5.4.

Obrázek 5.4: Vsypáńı kouĺı do box testu.
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Po ustáleńı simulace bylo odstraněno kamenivo nad úrovńı spodńıho ĺıce pražce
(ve výšce 300 mm), jenž byl následně přidán společně s daľśım kamenivem, (obrázek
5.5).

Ocelový pražec byl přidán do simulace jako jeden shluk, který se skládal z 2280
kouĺı o poloměru 5 mm. Tvarově i rozměrově odpov́ıdal ocelovému pražci použitému
v experimentu. Celý pražec měl jen jeden stupeň volnosti - ve směru osy z, ostatńım
posun̊um a rotaćım bylo bráněno.

Obrázek 5.5: Přidáńı pražce a dosypáńı daľśımi koulemi.

Obrázek 5.6: Pražec složený z 2280 kouĺı.

Po druhé fázi uklidněńı simulace došlo k odstraněńı kameniva nad požadovanou
úrovńı (výška 450 mm) a k zvibrováńı vzorku stejným zp̊usobem jako v edomet-
rickém testu. Před začátkem zatěžováńı proběhla posledńı fáze zklidněńı. Připravený
vzorek je znázorněn na obrázku 5.7.

Zat́ıžeńı ve směru z bylo vnášeno pomoćı zatěžovaćıho ocelového pražce. Velikost
zat́ıžeńı se měnila podle funkce sinus od 3.0 kN do 40.0 kN a poté zase klesala na
3.0 kN. Během zatěžováńı jsme monitorovali pokles pražce u a śılu F na spodńım
ĺıci pražce.

Materiálové vlastnosti modelu jsme pro přehlednost vložili do tabulky 5.1. Ge-
ometrické vlastnosti kameniva modelovaného jako koule či shluky jsou popsány
v obrázku 5.8.
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Obrázek 5.7: Model box-testu po uklidněńı připravený k zatěžováńı.

Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel Guma

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850 1000

Young̊uv modul E [MPa] Ek Es = 10× Ek Eg = 0.1× Ek

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25 0.5

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.5 0.7

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [kN] 40.0

Minimálńı śıla Fmin [kN] 3.0

Vlastnosti simulace

Koeficient tlumeńı λD [-] 0.3

Tabulka 5.1: Tabulka materiálových parametr̊u box testu.

Es = 3.0 x 1011 Pa Ek = 2.8 x 1011 Pa
Ds= 48.0 mm Dk = 32.5 mm

DsDs Dk

Obrázek 5.8: Geometrické vlastnosti kameniva použitého v box-testu.

Box-test představoval ”složitěǰśı”simulaci než edometrický test. Měl posloužit
pro ověřeńı źıskaných výsledk̊u z edometrického testu, předevš́ım ověřit nalezený
modul pružnosti.
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Rovněž budeme výsledky srovnávat s výsledky simulace na Nottinghamské uni-
verzitě. Muśıme však brát v potaz, že použ́ıváme odlǐsnou velikost prvk̊u představuj́ıćı
kamenivo.

Odezva simulace s použit́ım parametr̊u z tabulky 5.1 je zobrazen v grafu 5.9.
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Obrázek 5.9: Koule(0) je box-test s konstantńım poloměrem kouĺı představuj́ıćıch
kamenivo, Koule(1) je model box-testu o 40% variabilitě poloměru kouĺı. Shluky je
model box-testu, kde kamenivo je representováno shluky tvořenými osmi koulemi.

Z odtěžovaćı větve je zřejmé, že identifikace modulu pružnosti na edometrickém
testu neńı pro box test dostatečná. Odtěžovaćı křivka pro shluky je výrazně tužš́ı
než křivky pro koule.

Na odtěžovaćı křivce lze rovněž pozorovat, že tuhost pro koule s variabilńım
i konstantńım poloměrem je takřka totožná. Tuhost box-testu jako systému je tedy
nezávislá na rozptylu poloměr̊u kouĺı.

Srovnáńı našeho testu s experimentem provedeným na Univerzity of Nottingham
vykazuje přijatelnou shodu. Deformace se lǐśı přibližně o 20 mm. Překvapivý je tvar
źıskaných křivek, kdy nedocháźı k návratu pražce po odt́ıžeńı.

5.2.1 Studie vlivu parametr̊u modelu na odezvu

Rozd́ıly ve tvaru odezvy a v maximálńı deformaci vedly k daľśım studíım chováńı
modelu box-testu. Prvńı studie měla za úkol sledovat tvar křivky odezvy při rozd́ılně
nastavené tuhosti kameniva.
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Studie vlivu tuhosti kameniva

Test byl proveden na kamenivu modelovaném pomoćı kouĺı a doplněn modelem
vytvořeným pomoćı shluk̊u. Kv̊uli časové náročnosti simulaćı byl sńıžen modul
pružnosti E a současně i zat́ıžeńı, uvažované hodnoty jsou shrnuty v tabulce 5.2.

Proměnná veličina studie

Označeńı A B C

Model kameniva Koule Koule Koule

Modul pružnosti E [Pa] 2.8× 106 2.8× 107 2.8× 108

Označeńı D E S

Model kameniva Koule Koule Shluk

Modul pružnosti E [Pa] 2.8× 109 2.8× 1010 3.0× 106

Maximálńı śıla Fmax [N] 3000

Minimálńı śıla Fmin [N] 0.0

Variabilita poloměru V oR [m] konst.

Tabulka 5.2: Uvažované hodnoty pro studii závislosti odezvy na modulu pružnosti.
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Obrázek 5.10: Odezva modelu box-testu - studie vlivu tuhosti kameniva.

V grafu lze sledovat, že se snižuj́ıćı se tuhost́ı docháźı k očekávanému zvýšeńı
deformace, ale zároveň docháźı i k návratu pražce při odt́ıžeńı. Změnou tuhosti kame-
niva nejsme schopni postihnout oba tyto jevy tak, aby odezva odpov́ıdala výsledk̊um
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simulace z Nottinghamské univerzity. Deformaci vzorku lze ovlivnit tuhost́ı kame-
niva, návrat pražce při odt́ıžeńı (tvar odezvy) podrob́ıme daľśımu testováńı.

Studie rozptylu výsledk̊u pro stejné vstupńı parametry

Provedli jsme 10 simulaćı box-testu s parametry z tabulky 5.3 a sledovali variabilitu
výsledk̊u. Zaměřili jsme se na deformaci vzorku při maximálńım zat́ıžeńı Fmax.

Vstupńı veličiny

Počet simulaćı n[-] 10

Označeńı prvku [-] A

Model kameniva Koule

Modul pružnosti E [Pa] 2.8× 106

Maximálńı śıla Fmax [N] 3000

Minimálńı śıla Fmin [N] 0

Variabilita poloměru V oR [m] (0.6 - 1.4)r

Tabulka 5.3: Uvažované hodnoty studie rozptylu výsledk̊u.
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Obrázek 5.11: Odezvy model̊u box-testu - studie zobrazuj́ıćı variabilitu výsledk̊u při
totožných vstupńıch hodnotách, ale rozd́ılných počátečńıch polohách kulovitých zrn.

Výsledné odezvy zobrazené v obrázku 5.11 vykazuj́ı deformaci kameniva v roz-
sahu 55.1 mm až 76.0 mm. Pr̊uměrná deformace 10 model̊u při maximálńı śıle byla
63.5 mm.
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Studie vlivu rychlosti zatěžováńı

Sńıž́ıme-li rychlost zatěžováńı, sńıž́ı se rychlost prvk̊u představuj́ıćı kamenivo a úloha
se stane méně dynamická. Tento předpoklad by měl vést k částečnému zmı́rněńı
vytlačováńı kameniva kolem pražce. Návrat pražce po odt́ıžeńı by pak představoval
pružnou část deformace kameniva.

Rychlost zatěžováńı je v simulaci zadána pomoćı frekvence ve funkci sinus, podle
ńıž samotné zatěžováńı prob́ıhá. Základńı frekvence zatěžováńı byla nastavena jako
1.0 Hz.

Vstupńı veličiny

Označeńı prvku [-] B

Model kameniva Koule

Modul pružnosti E [Pa] 2.8× 107

Maximálńı śıla Fmax [N] 3000

Minimálńı śıla Fmin [N] 0

Variabilita poloměru V oR [m] konst.

Tabulka 5.4: Uvažované hodnoty studie rychlosti zatěžováńı.

Proměnná veličina studie

Označeńı Základ Desetina Setina

Rychlost zatěžováńı freq [Hz] 1.0 0.1 0.01

Tabulka 5.5: Uvažované veličiny pro studii vlivu rychlosti zatěžováńı.

Ve studii vlivu rychlosti zatěžováńı (obrázek 5.12) je patrný dynamický charakter
zatěžováńı. U nejvyšš́ı rychlosti zatěžováńı freq = 1.0 Hz má pracovńı diagram oblý
tvar. Ten vzniká v d̊usledku vysoké hybnosti pražce a vytlačováńı kouĺı kolem něj.

Naproti tomu nejpomaleǰśı zp̊usob zatěžováńı dává u přechodu zatěžováńı-odtěžováńı
ostrou špičku. Ta demonstruje okamžitý nástup odtěžovaćı větve po zat́ıžeńı. Vliv
setrvačnosti na pohyb pražce je d́ıky jeho ńızce rychlosti minimálńı.

Studie vlivu velikosti tlumeńı

Zvýšeńım tlumeńı bychom chtěli dosáhnout nižš́ı rychlost zrn a t́ım zabránit unikáńı
prvk̊u podél pražce a źıskat návrat pražce při odt́ıžeńı.

Studie byla provedena pro koeficienty tlumeńı λD dle tabulky 5.7. Nejnižš́ı koe-
ficient tlumeńı byl uvažován λD = 0.2, nižš́ı hodnoty koeficientu tlumeńı nebylo
možné použ́ıt, simulace se stávala nestabilńı.
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Obrázek 5.12: Odezva modelu box-testu - studie vlivu rychlosti zatěžováńı.

Vstupńı veličiny

Označeńı prvku [-] A

Model kameniva Koule

Modul pružnosti E [Pa] 2.8× 106

Maximálńı śıla Fmax [N] 3000

Minimálńı śıla Fmin [N] 0.0

Variabilita poloměru V oR [m] konst.

Tabulka 5.6: Uvažované veličiny testu tlumeńı.

Proměnná veličina studie

Velikost tlumeńı λD [−] 0.2 0.3 0.6 0.9

Tabulka 5.7: Uvažované hodnoty pro studii vlivu tlumeńı.

Z odezvy modelu zobrazené na obrázku 5.13 je patrné, že tlumeńı má vliv na
vytlačováńı kameniva podél zatěžovaćıho pražce. To je dokázáno na deformaćıch
kameniva. Na tvar pracovńıch diagramů však tlumeńı nemá velký vliv.
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Obrázek 5.13: Odezva modelu box-testu - studie vlivu koeficientu tlumeńı λD.

Studie vlivu cyklického zatěžováńı

Posledńım studíı box-testu je vliv cyklického zatěžováńı na odezvu modelu. Dı́ky
cyklickému zatěžováńı dojde k lepš́ımu zhutněńı modelu. Dojde ke zvýšeńı počtu
kontakt̊u a lepš́ımu vyplněńı objemu vzorku zrny pod zatěžovaćım pražcem, č́ımž se
omeźı vzájemný pohyb zrn. Očekáváme postupné snižováńı deformace ve zvolených
10 zatěžovaćıch cyklech a postupně návrat pražce při odtěžováńı. Jako vstupńı
veličiny byly zvoleny hodnoty dle tabulky 5.8.

Vstupńı veličiny

Označeńı prvku [-] B

Model kameniva Koule

Modul pružnosti E [Pa] 2.8× 107

Maximálńı śıla Fmax [N] 3000

Minimálńı śıla Fmin [N] 0

Variabilita poloměru V oR [m] konst.

Počet cykl̊u n [-] 10

Tabulka 5.8: Uvažované hodnoty studii vlivu cyklického zatěžováńı.

Na obrázku 5.14 je zobrazen pr̊uběh cyklického zatěžováńı modelu box-testu.
Pro lepš́ı interpretaci výsledk̊u byly jednotlivé odezvy zatěžovaćıch cykl̊u vyjmuty
a rozkresleny v obrázku 5.15. Z jednotlivých odezev zatěžovaćıch cykl̊u lze pozorovat
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Obrázek 5.14: Odezva modelu box-testu - studie vlivu cyklického zatěžováńı.
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2. - 4. cyklus
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8. - 10. cyklus

Obrázek 5.15: Odezvy jednotlivých zatěžovaćıch cykl̊u.

snižováńı deformace v rámci cyklu, která z p̊uvodńı hodnoty 26.5 mm klesla na
hodnotu 3.35 mm.

Při lepš́ım zhutněńı modelu docháźı k návratu pražce po odt́ıžeńı a celková de-
formace v rámci cyklu obsahuje v́ıce z pružné složky než v počátečńıch cyklech, kdy
převládala plastická deformace, která představuje pohyb zrn v modelu.
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5.3 Shrnut́ı simulaćı box-testu

Simulace box-testu, jež měla posloužit k ověřeńı tuhost́ı z edometrického testu, vy-
kazovala přijatelnou shodu deformaćı. Rozd́ıl mezi vlastńı simulaćı a experimentem
provedeným na Nottinghamské univerzitě činil přibližně 20 mm. Překvapivý byl tvar
odezvy modelu, v němž nedocházelo k návratu pražce při odtěžováńı. Simulace box-
testu byla následně podrobena daľśım studíım tak, aby byly zjǐstěny d̊uvody rozd́ıl̊u
mezi odezvou modelu a experimentem.

Deformace dle provedených studíı vykazovala největš́ı závislost na tuhosti ka-
meniva a na zhutněńı modelu. Tuto závislost nám demonstrovala studie cyklického
zatěžováńı modelu. Hutněńı mělo také největš́ı vliv na tvar odezvy, kdy se zvýšeným
počtem zatěžovaćıch cykl̊u docházelo k strměǰśımu návratu pražce při odtěžováńı
vzorku.

Lepš́ı shoda mezi simulaćı a experimentem by byla dosažena pomoćı lepš́ıho
zhutněńı vzorku. Identifikace modulu pružnosti provedená v edometrickém testu
nebyla box-testem potvrzena. Źıskanou hodnotu modulu pružnosti lze přijmout na
základě srovnatelné deformace mezi simulaćı a experimentem. Modul pružnosti ka-
meniva modelovaného jako koule E = 2.8× 1011 Pa použijeme pro daľśı aplikace.
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Těleso železničńıho svršku

Źıskané zkušenosti a poznatky z předchoźıch simulaćı laboratorńıch test̊u se v této
kapitole pokuśıme aplikovat na modelu kolejového lože. Kolejové lože svým charak-
terem vyb́ıźı k diskrétńımu pojet́ı modelu.

Těleso železničńıho svršku je konstrukce, která slouž́ı k poj́ıžděńı drážńıho vo-
zidla. Přenáš́ı všechna statická i dynamická zat́ıžeńı do tělesa železničńıho spodku.
Těleso železničńıho svršku se skládá z kolejnic, podkladnic, upevňovadel, pražc̊u
a kolejového lože. Volba prvk̊u železničńıho svršku záviśı na d̊uležitosti trati, rych-
losti, intenzitě provozu apod.

350

220

2600

300

1435

1:1
.25

PRAŽEC B91

KOLEJNICE UIC 60

1700 1700

Obrázek 6.1: Schématický nákres tělesa želežničńıho svršku.

Výška kolejového lože se zpravidla pohybuje kolem 350 mm. Vzdálenost železničńıch
pražc̊u záviśı na intenzitě provozu a rychlosti vlak̊u a taktéž na nápravových tlaćıch.
V současné době se navrhuj́ı rozděleńı pražc̊u s označeńım c a u. Rozděleńı c použ́ıvá
1360 pražc̊u na 1 km trati při běžné osové vzdálenosti 674.5 mm, rozděleńı u použ́ıvá
běžnou osovou vzdálenost pražc̊u 600 mm. Nejpouž́ıvaněǰśım typem pražc̊u u nás
jsou pražce s označeńım B91, které maj́ı orientačńı rozměry 2600 x 300 x 200 mm.
Kolejnice se v současnosti použ́ıvaj́ı zpravidla širokopatńı, na hlavńıch taźıch se
použ́ıvá kolejnice s označeńı UIC 60, jež má š́ı̌rku paty 150 mm. V České republice
se použ́ıvá normálńı rozchod kolejnic 1435 mm. Maximálńı zat́ıžeńı na kolejnici je
dáno maximálńı dynamickou hodnotou svislé kolové śıly, která je uváděna jako 200
kN (PUCHRÍK, Jaroslav, 2004).
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6.1 Simulace železničńıho svršku

Zjednodušený popis kolejového lože představuje model rovinné deformace, kdy bu-
deme pracovat s výřezem o š́ı̌rce běžné osové vzdálenosti pražc̊u u=600 mm. Využijeme
rovněž symetrie tělesa železničńıho svršku a budeme modelovat pouze polovinu
př́ıčného řezu.

Tvar štěrkového tělesa jsme vytvořili pomoćı 4 rovin a 4 plošek, kdy spodńı ro-
vina, představuj́ıćı plaň tělesa železničńıho spodku, byla uvažována s malou tuhost́ı.
Poddajná rovina představovala stejně jako u box-testu nižš́ı vrstvy podlož́ı tělesa
železničńıho spodku. Do této formy byly vsypány koule, které představovaly zrna
kameniva, viz. obrázek 6.2.

Obrázek 6.2: Vsypáńı kameniva do formy ve tvaru železničńıho svršku.

Poté bylo kamenivo zvibrováno tak, aby lépe vyplnilo tvar daný rovinami a ploškami.
Po uklidněńı simulace jsou odstraněna zrna nad úrovńı 350 mm a je přidán železobetonový
pražec o rozměrech 1300 x 300 x 220 mm, který je tvořen jedńım shlukem. Železobetonový
pražec má odstraněny 2 stupně volnosti a to posun ve směru x a rotace kolem osy
y, jimž je bráněno symetríı modelu. Následně je model dosypán daľśım kamenivem,
obrázek 6.3.

Po opětovném zvibrováńı je odstraněno kamenivo nad horńı úrovńı pražce a je
přidána ocelová kolejnice, kterou představuje shluk o jedné vrstvě kouĺı. Kolejnice
má š́ı̌rku 150 mm a jej́ı délka odpov́ıdá š́ı̌rce pražce (obrázek 6.4).

Pomoćı kolejnice je do simulace vnášeno zat́ıžeńı ve směru z. Velikost p̊usob́ıćı
śıly se měńı podle funkce sinus od 0.0 N do 200 kN a poté zase klesá na 0.0 N.
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Obrázek 6.3: Přidáńı železobetonovéh pražce do modelu a dosypáńı kamenivem.

Obrázek 6.4: Model železničńıho svršku připravený k zatěžováńı.

Materiálové vlastnosti

Materiál Kamenivo Ocel Guma Beton

Hustota ρ [kgm−3] 2600 7850 1000 2600

Young̊uv modul E [MPa] Ek 10× Ek 0.1× Ek 1.43× Ek

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.3 0.25 0.5 0.3

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 0.5 0.5 0.7 0.5

Zat́ıžeńı

Maximálńı śıla Fmax [kN] 200.0

Minimálńı śıla Fmin [kN] 0.0

Vlastnosti simulace

Koeficient tlumeńı λD [-] 0.3

Tabulka 6.1: Tabulka materiálových parametr̊u pro těleso železničńıho svršku.
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V tabulce 6.1 jsou uvedeny výsledné vstupńı hodnoty, které byly źıskány pomoćı
edometrického testu a box-testu.

Z d̊uvodu časové náročnosti simulace však byla pro modelováńı kolejového lože
použitá zrna kameniva dle obrázku 6.5. Modul pružnosti kameniva byl nastaven na
hodnotu Ek = 2.8 × 106 Pa. Rovněž byla sńıžena maximálńı śıla (Fmax = 2000 N)
tak, aby nedocházelo k protlačeńı zrn přes spodńı rovinu modelu.

Dk

Dk = 32.5 mm
Ek = 2.8 x 106 Pa 

Obrázek 6.5: Kamenivo použité pro simulaci tělesa železničńıho svršku.

Na obrázku 6.6 je zobrazena odezva modelu s použit́ım kameniva dle obrázku
6.5. Při maximálńı śıle byla źıskána deformace přibližně 16 mm.
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Obrázek 6.6: Odezva modelu tělesa železničńıho svršku.

Z časových d̊uvodu nebylo možné provést simulaci tělesa železničńıho svršku
se źıskanou tuhost́ı z předcházej́ıćıch dvou kapitol. Odhadovaná časová náročnost
simulace při modulu pružnosti Ek = 2.8× 1011 Pa je řádově několik dńı.

V budoucnu by bylo vhodné zjistit odezvu modelu železničńıho svršku s parame-
try dle tabulky 6.1, odezvu při cyklickém zatěžováńı a ověřit vznik defekt̊u kame-
niva po cyklickém zatěžováńı, např. vznik dutin nebo praskáńı zrn pod betonovým
pražcem apod.
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Závěr

Pro pochopeńı chováńı štěrku použ́ıvaného v tělese železničńıho svršku byly mode-
lovány dva experimenty pomoćı diskrétńıho dynamického modelu. Modely edomet-
rického testu a box-testu nám měly poskytnout materiálové parametry štěrku. Po-
moćı simulace edometrického testu jsme zjistili přibližnou hodnotu modulu pružnosti
kameniva Ek, jak pro zrna štěrku modelovaná jako koule, tak pro shluky o r̊uzných
velikostech vnitřńıch kouĺı (obrázek 7.1), źıskané moduly pružnosti jsou uvedeny
v tabulce 7.1.

A B C

D E F G

Obrázek 7.1: Uvažované tvary kameniva.

Výsledky testu

Označeńı A B C D E F G

Poloměr koule r [mm] 3.6 4.5 5.4 6.3 7.2 8.5 16.25

Modul pružnosti Ek × 1011 [Pa] 5.55 5.0 4.5 3.8 2.9 3.0 2.80

Tabulka 7.1: Výsledky identifikace ukazuj́ıćı závislost modulu pružnosti Ek na po-
loměru kouĺı r.

Ukázali jsme závislost tuhosti modelovaného systému na vnitřńıch parametrech
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simulaćı jako jsou velikost kouĺı, tvar shluk̊u, úhel vnitřńıho třeńı a daľśı. Pro simu-
laci box-testu byly použité tvary kameniva označené ṕısmeny F a G.

Simulace box-testu měla posloužit k ověřeńı tuhost́ı identifikovaných na edome-
trického testu. Rozd́ıl deformaćı mezi vlastńı simulaćı a experimentem provedeným
na Nottinghamské univerzitě činil při maximálńı śıle přibližně 20 mm. Překvapivý
byl tvar odezvy modelu v tom, že převládala plastická složka deformace. Abychom
zjistili př́ıčinu tohoto chováńı, provedli jsme několik studíı. Ze źıskaných výsledk̊u
plyne, že největš́ı vliv na tvar odezvy má hutněńı, které bylo provedeno pomoćı
cyklického zatěžováńı. Při lepš́ım zhutněńı docházelo ke strměǰśımu návratu pražce
při odtěžováńı a zvyšoval se pod́ıl pružné složky deformace.

Přijatelná shoda deformaćı simulace a experimentu a výsledky studíı umožnily
přijmout kulovitá zrna kameniva pro aplikaci na těleso železničńıho svršku. Výsledná
kulovitá zrna maj́ı parametry dle obrázku 7.2.

Dk

ν = 0.3
tan Φ = 0.5 

ρk = 2600 kg/m3 

Dk = 32.5 mm
Ek = 2.8 x 1011 Pa 

Obrázek 7.2: Parametry kameniva použité pro modelováńı kolejového lože.

Závěrem byl diskrétńı model použit na simulaci výseku kolejového lože. Pro
časovou náročnost tohoto výpočtu byly prozat́ım voleny parametry modelu neod-
pov́ıdaj́ıćı identifikovaným hodnotám. Potvrdila se použitelnost modelu na tento typ
problému.
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FERELLEC, Jean-Francois a Glenn R. MCDOWELL. A method to model realistic
particle shape and inertia in dem. Granular Matter. 2010, č. 12, s. 459–467.
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Seznam symbol̊u

E Young̊uv modul pružnosti

ν Poissonovo č́ıslo

Lw řad́ıćı seznam překryt́ı

w osy x, y, z

KN normálová tuhost

KT smyková tuhost

r poloměr koule

V oR variabilita poloměru

F śıla

d0 referečńı rovnovážná vzdálenost střed̊u kouĺı

d1 zmenšený poloměr kouĺı

d2 zvětšený poloměr kouĺı

t čas

uN normálový posun

εN normálové poměrné přetvořeńı

m hmotnost

c koheze

a adheze

λD koeficient tlumeńı

∆tcr kritický časový krok

ωmax nejvyšš́ı vlastńı úhlová frekvence

φ úhel vnitřńıho třeńı

ρ hustota

d pr̊uměr koule

CoV variačńı koeficient

u svislý posun

Fmax maximálńı śıla

Fmin minimálńı śıla
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D pr̊uměr shluku

R poloměr shluku

freq frekvence

∆t časový krok

V objem

I moment setrvačnosti

π Ludolfovo č́ıslo

Vektory

C̄i počátečńı souřadnice středu koule

n normála

C kontaktńı bod

uT smykové poměrné přetvořeńı

ωi úhlová rychlost

vi rychlost kouĺı

v1,2 vzájemná rychlost kouĺı v kontaktńım bodě

FN normálová śıla

F T smyková śıla

F t
T testovaćı smyková śıla

T T krout́ıćı moment

a zrychleńı

ü zrychleńı

F c celková śıla ve shluku

T c celkový krout́ıćı moment shluku

(∆F )Dw změna silového p̊usobeńı vlivem tlumeńı

g gravitačńı zrychleńı

FG gravitačńı śıla

Matematické symboly

· skalárńı součin

× vektorový součin
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Indexy

◦ aktuálńı (okamžitá) hodnota
− předcházej́ıćı časový krok
+ následuj́ıćı časový krok

⊖ předcházej́ıćı časový p̊ulkrok

⊕ následuj́ıćı časový p̊ulkrok
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překryt́ı obou kouĺı. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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4.6 Př́ıklad simulace s koulemi: Na levém obrázku je zobrazen vzorek po uklidněńı,
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4.13 Odezva modelu edometrického testu - studie vlivu koeficientu tlumeńı. . . . 27
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4.11 Uvažované hodnoty pro studii vlivu tvaru shluku. . . . . . . . . . . . . . . . 32
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1. Př́ıloha A - Ukázková výpočet metodou diskrétńıch prvk̊u



Př́ıloha A - Ukázková výpočet
metodou diskrétńıch prvk̊u

Teorie popsaná v kapitole 3.2 bude demonstrována na jednoduché simulaci srážky
dvou kouĺı o r̊uzné velikosti, kdy větš́ı koule bude mı́t pevné souřadnice (bude
zabráněno posunu i rotaci ve všech směrech). Na menš́ı kouli bude v čase t0 p̊usobit
jen gravitačńı śıla, kterou označ́ıme jako FG.

Vzájemná poloha a poloměr obou kouĺı je zobrazen na obrázku A.3. V tabulce
A.2 jsou uvedeny uvažované materiálové vlastnosti těles a pro úplnost jsou doplněny
geometrické vlastnosti simulace.
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Půdorys Pohled

C1=[0.01;0.01;0.2]

C0=[0.00;0.00;0.0]

z = -0.2

Obrázek A.3: Půdorys a pohled na základńı simulaci včetně dimenźı.

Platforma Yade

Správnost výsledk̊u źıskaných vlastńım výpočtem ověř́ıme se źıskanými hodnotami
z programu Yade.

Nyńı je správný okamžik se seznámit s vnitřńım prostřed́ım tohoto programu.
Otevře se ř́ıd́ıćı okno (obrázek A.4), kde v horńı lǐstě najdeme 4 záložky s názvy



III

Materiálové vlastnosti

Koule 0 Koule 1

Materiál PVC Ocel

Hustota ρ [kgm−3] 1380 7850

Young̊uv modul E [MPa] 2500 210

Poisson̊uv součinitel ν [-] 0.4 0.3

Uhel vnitřńıho třeńı φ [rad] 1.0 1.0

Geometrické vlastnosti

Poloměr r [m] 0.5 0.3

Střed - souřadnice x [m] 0.0 0.01

Střed - souřadnice y [m] 0.0 0.01

Střed - souřadnice z [m] 0.0 0.20

Vlastnosti simulace

Koeficient tlumeńı λ [-] 0.1

Časový krok ∆t [s] 2.0× 10−6

Tabulka A.2: Tabulka materiálových a geometrických vlastnost́ı těles simulace.

Simulation (slouž́ıćı pro obsluhu simulace), Display (pro nastaveńı zobrazeńı dle
zadaných charakteristik),Generate (zde je možné vygenerovat jeden z připravených
test̊u, např. CohesiveTriaxialTest, SimpleShear, ...) a Python.

V daľśı části jsou 3 tlač́ıtka proNačteńı (Load) ,Uložeńı (Save) aProhĺıžeńı
(Inspect) simulace. Posledńı tlač́ıtko je označeno na obrázku A.4 červeným rámečkem

a bude později podrobněji vysvětleno. Nı́že jsou údaje o reálném čase od
spuštěńı simulace, virtuálńım čase (čas uvnitř simulace), počtu iteraćı a modře

je označeno pole pro zadáńı časové př́ır̊ustku ∆t. Časový krok však neńı
libovolný a jeho velikost je omezena stabilitou výpočtu (kapitola 3.3). Zeleným
rámečkem je označena ikona pro grafické zobrazeńı pr̊uběhu simulace ve 3D,
které je znázorněno na obrázku A.5.

Kontrola simulace

Nejd̊uležitěǰśım tlač́ıtkem pro ověřeńı výsledk̊u je výše zmı́něné Inspect, které slouž́ı
pro prohĺıžeńı vnitřńıho prostřed́ı simulace, viz obrázek A.6.

Inspect se dále čleńı dle zkoumaných prvk̊u simulace na daľśı 4 záložky: Engine
(slouž́ı pro úpravu všech funkćı, které jsou definovány, např. v GravityEngine lze
měnit velikost gravitačńıho zrychleńı ke všem globálńım osám souřadného systému),
Bodies , Interactions (vyšetřuje interakce dvou těl simulace) a Cell.

V záložce Bodies najdeme veškeré informace o jednotlivých tělesech. Tělesa si
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Obrázek A.4: Startovńı okno platformy Yade.

FG

FG

Obrázek A.5: Grafické zobrazeńı simulace ve 3D.

vyb́ıráme pomoćı ikony označené na obrázku A.6 červeným rámečkem . Popis
tělesa je přehledně rozdělen na materiálové, tvarové a stavové charakteristiky.
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Obrázek A.6: Zobrazeńı materiálových, tvarových a fyzikálńıch vlastnost́ı jednot-
livých těl (bodies) simulace.

V uvažované simulaci je jedinou pohyblivou část́ı Koule č.1, pro kterou budou
poč́ıtány stavové proměnné a porovnány s výsledky z Yade, viditelné pod tlač́ıtkem
Inspect a záložkou Bodies.

Ručńı výpočet srážky dvou kouĺı

Nejprve necháme kouli č. 1 volně padat z výšky 0,2 m. Parametry, které budeme
sledovat v této části simulace jsou rychlost u̇ a aktuálńı poloha středu koule C◦

1 ve
směru globálńı osy z. Časový krok ∆t a koeficient tlumeni λ jsou uvedeny v tabulce
A.2.

• 0. krok = Počátečńı stav1

Koule č.1 má souřadnice středu C1 = [0.01, 0.01, 0.2] a počátečńı rychlost
u̇z,0 = 0ms−1.

• 1. krok - Jak bylo uvedeno v podsekci Pozice tělesa 3.3, rychlost je poč́ıtána
dle vztahu (3.31). V prvńım kroku iterace je však u̇⊖ = 0 a zrychleńı ü◦ je

1Než dojde ke srážce kouĺı jsou hodnoty ve směru x a y rovny 0, proto jsou uvedeny hodnoty
veličin jen ve směru osy z. Úplný tvar poč́ıtaných vektor̊u má tvar (0,0,z).
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rovno gravitačńımu zrychleńı g∗, které bude v této části simulace konstantńı,
dokud nedojde k jinému silovému p̊usobeńı než gravitačńımu. Nejprve však
přidáme tlumeńı.

g∗ = g − λD · g (A.1)

potom

u̇⊕
z ≃ u̇⊖

z +ü◦
z∆t = −g∗∆t = −(9.81−0.1 ·9.81) ·2 ·10−6 = −1.7658 ·10−5 ms−1

(A.2)

Novou polohu středu C1 źıskáme dle vztahu (A.3).2

u+
z = u◦

z + u̇⊕
z ∆t = 0.2 +−1.7658 · 10−5 · 2 · 10−6 = 0.199999999965m (A.3)

[−1.7658 · 10−5 ms−1; 0.199999999965m]

• 2.iterace - Rychlost i pozice jsou poč́ıtány dle totožných vzorc̊u, avšak u̇⊖ již
neńı nulová.

u̇⊖
z ≃

u◦
z − u−

z

∆t
=

0.2− 0.199999999965

2 · 10−6
= −1.7658 · 10−5 ms−1 (A.4)

u̇⊕
z ≃ u̇⊖

z + ü◦
z∆t = u̇⊖

z − g∗
z∆t = −1.7658 · 10−5 − (9.81− 0.1 · 9.81) · 2 · 10−6

= −3.5316 · 10−5 ms−1 (A.5)

u+
z = u◦

z+u̇⊕
z ∆t = 0.199999999965−3.5316·10−5 ·2·10−6 = 0.199999999894m

(A.6)

[−3.5316 · 10−5 ms−1; 0.199999999894m]

• Daľśı časové kroky - by byly poč́ıtány naprosto totožným zp̊usobem jako ite-
race č. 2. Iterace č. 82 868 je posledńım iteračńım krokem než dojde ke ko-
lizi obou kouĺı. Č́ıslo této iterace jsme źıskali pomoćı funkce Meze, která je
zapsána do pythonovského souboru a kontroluje vzájemnou polohu obou kouĺı,
tak aby jejich vzdálenost byla větš́ı než součet poloměr̊u.
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Obrázek A.7: 2. fáze simulace - srážka obou kouĺı.

Nyńı se dostáváme do části simulace, která pracuje se srážkou obou kouĺı. K určeńı
detekce kolize slouž́ı funkce s názvem InsertionSortCollider.

InsertionSortCollider nyńı porovnává překryt́ı jednotlivých ohraničuj́ıćıch ob-
jemů ke globálńım osám. V okamžiku, kdy dojde k vzájemnému překryt́ı os kontro-
luje Yade podmı́nku (A.7)

d0 ≤ RI(r1 + r2), (A.7)

kde RI = 1. Jestliže je tato podmı́nka splněna docháźı ke kontaktu. Pro potvrzeńı
vyjmeme z Yade údaje o aktuálńı poloze obou kouĺı a urč́ıme referenčńı vzdálenost
d0.

• Krok č. 82867: C0 = [0.0, 0.0, 0.0];C1 = [0.01, 0.01, 0.0787421157063] ⇒ refe-
renčńı vzdálenost3 d0,82868

d0,82868 = |C1 − C0| =
√

(0.01− 0.0)2 + (0.01− 0.0)2 + (0.0787421157063− 0.0)2

= 0.0800020049 ≥ (r0 + r1) = 0.08m (A.8)

Ke kontaktu nyńı ještě nedocháźı.

2V hranatých závorkách jsou uvedeny výsledky źıskané z Inspect v Yade
3Referenčńı vzdálenost d0 se určuje z polohy kouĺı, která je spoč́ıtána v předchoźım časovém

kroku. Posloupnost výpočtu v jednom časovém kroku je zobrazena na obrázku 3.2.
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• Krok č. 82868: C0 = [0.0, 0.0, 0.0];C1 = [0.01, 0.01, 0.07873918914] ⇒ refe-
renčńı vzdálenost d0,82869

d0,82869 = |C1 − C0| =
√

(0.01− 0.0)2 + (0.01− 0.0)2 + (0.07873918914− 0.0)2

= 0.0799991244 ≤ (r0 + r1) = 0.08m (A.9)

Pro krok č. 82869 je splněna podmı́nka (A.7), docháźı tedy ke kolizi obou kouĺı.

Během kolize dvou kouĺı vstupuj́ı do výpočtu 4 konstantńı veličiny: hmotnost m,
moment setrvačnosti Ix,y,z, normálová tuhost KN a smyková tuhost KT .

m0 = V0 · ρ0 =
4

3
πr30 · ρ0 =

4

3
π · 0.053 · 1380 = 0.722566310326 kg (A.10)

[0.722566310326 kg]

m1 = V1 · ρ1 =
4

3
πr31 · ρ1 =

4

3
π · 0.033 · 7850 = 0.887814083904 kg (A.11)

[0.887814083904 kg]

I0 =
2

5
m0r

2
0 =

2

5
0.722566310326 · 0.052 = 0.000722566310326 kg.m2 (A.12)

[0.000722566310326 kg.m2]

I1 =
2

5
m1r

2
1 =

2

5
0.887814083904 · 0.032 = 0.000319613070206 kg.m2 (A.13)

[0.000319613070206 kg.m2]

KN =
K1 ·K2

K1 +K2

=
E1l̃1 · E2l̃2

E1l̃1 + E2l̃2
=

2.5 · 109 · 2 · 0.05 · 2.1 · 108 · 2 · 0.03

2.5 · 109 · 2 · 0.05 + 2.1 · 108 · 2 · 0.03
=

= 11995430.3123Nm−1 (A.14)

[11995430.3123 Nm−1]
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KT = KN · ν =
E1l̃1ν1 · E2l̃2ν2

E1l̃1ν1 + E2l̃2ν2
=

2.5 · 109 · 2 · 0.05 · 0.4 · 2.1 · 108 · 2 · 0.03 · 0.3

2.5 · 109 · 2 · 0.05 · 0.4 + 2.1 · 108 · 2 · 0.03 · 0.3
=

= 3642320.29293Nm−1 (A.15)

[3642320.29293 Nm−1]

Momentálně v́ıme, že došlo k srážce kouĺı v rámci simulace a máme určené kon-
stanty, které jsou pro dané dvě koule neměnné. Přejděme tedy k vzájemnému de-
formačńımu a silovému p̊usobeńı. K tomu však potřebuje polohové charakteristiky
z časového kroku č. 82 868.

• 82869. krok

Nejprve urč́ıme rychlost a polohu koule č. 1 pro časový krok 82869, jej́ıž složky
x a y jsou stále nulové.

u̇⊖
z = u̇z,82868 = −1.463265486ms−1 (A.16)

u̇⊕
z ≃ u̇⊖

z +ü◦
z∆t = −1.463265486−(9.81−0.1·9.81)·2·10−6 = −1.4632831440ms−1

(A.17)

[-1.4632831440 ms−1]

u+
z = u◦

z+u̇⊕
z ∆t = 0.0787421157063−1.4632831440·2·10−6 = 0.0787391891400m

(A.18)

[0.0787391891400 m]

d0,82869 = |C1 − C0| =
√

(0.01− 0.0)2 + (0.01− 0.0)2 + (0.0787421157063− 0.0)2

= 0.0800020049m (A.19)

Z určeńı kroku kolize obou kouĺı známe referenčńı vzdálenost d0,82869 a k ńı
dopočteme upravené poloměry d1 a d2.

d1 = r1+
d0 − r0 − r1

2
= 0.05+

0.0800020049− 0.05− 0.03

2
= 0.0500010024m

(A.20)
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d2 = d0 − d1 = 0.0800020049− 0.0500010024 = 0, 0300010024m (A.21)

Normála, normálová śıla a kontaktńı bod

n◦ =
C◦

0 − C◦
1

|C◦
0 − C◦

1 |
=

(
(0.0− 0.01), (0.0− 0.01), (0.0− 0.0787391891400)

0.0799991244

)

= (−0.125001368124,−0.125001368124,−0.984250636746)

[(-0.125001368124, -0.125001368124, -0.984250636746)]

K určeńı normálové śıly FN = KNuNn nám chyb́ı určit skalár uN , který je
pro geometrii kolize s názvem ScGeom nahrazen veličinou s názvem pene-
trationDepth. PenetrationDepth lze chápat jako mı́ru vzájemného překryt́ı
obou kouĺı ve směru normály a lze ji určit dle následuj́ıćıho vztahu

penetrationDepth = (r0+r1)−|C◦
1−C◦

0 | = 0.08−0.0799991244 = 8.756·10−7 m.

(A.22)

[8.75589664426 · 10−7 m]

Nyńı můžeme určit normálovou śılu FN , kdy polož́ıme un = penetrationDepth.

FN = KNuNn = 11995430.3123 · 8.756 · 10−7 · (−0.125001368124,−0.125001368124,

−0.984250636746) = (−1.312898555022,−1.312898555022,−10.337656764559)N.

[(-1.31289871973, -1.31289871973, -10.3376580614) N]

C◦ = C◦
1 +

(

d1 −
d0 − |C◦

2 − C◦
1 |

2

)

n = (0.0, 0.0, 0.0)

+

(

0.0500010024−
(0.0800020049− 0.0799991244)

2

)

·

· (0.125001368124, 0.125001368124, 0.984250636746)

= (0.00625001368124, 0.00625001368124, 0.0492121009374)(A.23)

[(0.00625001368124, 0.00625001368124, 0.0492121009374)]
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Dále přejdeme k určeńı smykového přetvořeńı a smykové śıly. Jelikož použ́ıváme
ScGeom geometrii kontaktu, můžeme využ́ıt vztahy z kapitoly 3.3. Vzhledem
k tomu, že v předchoźım kroku bylo smykové přetvořeńı u−

T = (0.0, 0.0, 0.0),
jsou př́ır̊ustky podle (3.16) a (3.17) rovny nulovým vektor̊um. Nulové jsou
rovněž i vektory v⊖

1 ,ω
⊖
1 ,ω

⊖
2 .

(∆uT )1 = −u−
T × (n− × n◦) = (0.0, 0.0, 0.0)m (A.24)

(∆uT )2 = −u−
T ×

(
∆t

2
n◦ · (ω⊖

1 + ω⊖
2 )

)

n◦ = (0.0, 0.0, 0.0)m (A.25)

v1,2 = (v⊖
2 +ω⊖

2 ×(−d2n
◦))−(v⊖

1 +ω⊖
1 ×(d1n

◦)) = v⊖
2 = (0.0, 0.0,−1.463265486)ms−1

v⊥
1,2 = v1,2 − (n◦ · v1,2)n

◦ = (0.0, 0.0,−1.463265486)− [(−0.125001368124,

−0.125001368124,−0.984250636746) · (0.0, 0.0,−1.463265486)]

·(0.125001368124, 0.125001368124, 0.984250636746)

= (−0.1800294686,−0.1800294686, 0.0457280474)ms−1

(∆uT )3 = −∆tv⊥
1,2 = (−0.1800294686,−0.1800294686, 0.0457280474) · 2 · 10−6

= (−3.6005893737 · 10−7,−3.6005893737 · 10−7, 9.1456094814 · 10−8)m

(A.26)

Celkovou smykovou deformaci źıskáme součtem smykové deformace z aktuálńıho
a předchoźıho kroku. Ta se v tomto kroku rovná součtu d́ılč́ıch smykových
př́ır̊ustk̊u podle rovnice (3.21)

uT = ∆u◦
T = (∆uT )1 + (∆uT )2 + (∆uT )3 = (0.0, 0.0, 0.0) + (0.0, 0.0, 0.0)

+ (−3.6005893737 · 10−7,−3.6005893737 · 10−7, 9.1456094814 · 10−8)

= (−3.6005893737 · 10−7,−3.6005893737 · 10−7, 9.1456094814 · 10−8).

(A.27)

[(−3.6006722329 · 10−7,−3.6006722329 · 10−7, 9.14581994616 · 10−8) m ]
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Abychom určili aktuálńı smykovou śılu, vyjádř́ıme nejprve zkušebńı smykovou
śılu F t

T . Bude-li tato zkušebńı śıla menš́ı než maximálńı smyková śıla

F t
T | < |FN | tanϕ, (A.28)

prohláśıme zkušebńı śılu F t
T rovnu F T .

F t
T = KT · u◦

T = 3642320.29293 · (3.6005893737 · 10−7, 3.6005893737 · 10−7,

−9.1456094814 · 10−8) = (1.311449974267, 1.311449974267,

−0.333112390054)N (A.29)

[(1.31148015421, 1.31148015421, -0.333120055853) N ]

Kontrola maximálńı velikosti zkušebńı smykové śıly pro ϕ = 1.0

|FN | tanϕ = (1.312898555022, 1.312898555022, 10.337656764559) · 1.55740772465

= (2.044718544394, 2.044718544394, 16.099948020512), (A.30)

rovnice (A.28) je splněna. Nyńı můžeme prohlásit, že F t
T = F T a ukončit

výpočet kroku 82869.

• Posledńım časovým krokem, ve kterém si ověř́ıme správnost pochopeńı si-
mulace bude 82870. krok. Pro odstraněńı zaokrouhlovaćıch chyb využijeme
hodnoty źıskané z Yade.

u̇⊖ = u̇82869 = (0.0, 0.0,−1.4632831440)ms−1 (A.31)

ü◦ =
F ◦

m
=

(FN − λD · FN) + (FN − λD · FN)

m

= (−0.0014380364,−0.0014380364,−10.8172425732)ms−2 (A.32)

u̇⊕ ≃ u̇⊖ + ü◦∆t = (0.0, 0.0,−1.4632831440) + (−0.0014380364,−0.0014380364,

−10.8172425732) · 2 · 10−6 = (2.8760727941 · 10−9, 2.8760727941 · 10−9,

−1.46327828385)ms−1 (A.33)

[(2.8760727941 · 10−9, 2.8760727941 · 10−9,−1.46327828385)ms−1]
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u+ = u◦ + u̇⊕∆t = (0.01, 0.01, 0.0787391891400) + (2.8760727941 · 10−9,

2.8760727941 · 10−9,−1.46327828385) · 2 · 10−6

= (0.01, 0.01, 0.07873626258343)m (A.34)

[(0.01, 0.01, 0, 07873626258340)m]

d0,82870 = |C1 − C0| =
√

(0.01− 0.0)2 + (0.01− 0.0)2 + (0.0787391891401− 0.0)2

= 0.0799991244m (A.35)

d1 = r1+
d0 − r0 − r1

2
= 0.05+

0.0799991244− 0.05− 0.03

2
= 0.0499995622m

(A.36)

d2 = d0 − d1 = 0.0799991244− 0, 0499995622 = 0.0299995622m (A.37)

n◦ =
C◦

0 − C◦
1

|C◦
0 − C◦

1 |
=

(
(0.0− 0.01), (0.0− 0.01), (0.0− 0.0787362625834)

0.0799962439

)

= (−0.125005869109,−0.125005869109,−0.98424949346)

[(-0.125005869109, -0.125005869109, -0.98424949346)]

C◦ = C◦
1 +

(

d1 −
d0 − |C◦

2 − C◦
1 |

2

)

n = (0.0, 0.0, 0.0)

+

(

0.0499995622−
(0.0799991244− 0.0799962439)

2

)

·

· (0.125005869109, 0.125005869109, 0.98424949346)

= (0.00625005869109, 0.00625005869109, 0.0492106262263)(A.38)

[(0.00625005869109, 0.00625005869109, 0.0492106262263) m]

penetrationDepth = (r0+r1)−|C◦
2−C◦

1 | = 0.08−0.0799962439 = 3.75605316139·10−6 m
(A.39)
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[3.75605316139 · 10−6 m ]

FN = KNuNn = 11995430.3123 · 3, 75605316139 · 10−6 · (−0.125005869109,

−0.125005869109,−0.98424949346) = (−5.63219867879,−5.63219867879,

−44.3458274095)N

[(-5.632198669680, -5.632198669680, -44.345827337700)]

Nyńı zbývá určit smykovou śılu pomoćı tangenciálńıho posunu. Nejprve si urč́ıme
vstupńı hodnoty. Vektory v⊖

1 ,ω
⊖
1 jsou po celou simulaci nulové.

u−
T = uT,82869 = (3.6006722329 · 10−7, 3.6006722329 · 10−7, 9.14581994616 · 10−8)m

v⊖
2 = u̇⊖ = (0.0, 0.0,−1.4632831440)ms−1

Úhlovou rychlost źıskáme dle následuj́ıćıho vzorce:

ω⊖
2 = ((F−

T − λ · F−
T )× (C− − u−)) ·

∆t

I1
(A.40)

ω⊖
2 = (((F−

T − λ · F−
T )× (C− − u−)) ·

∆t

I1
= ((1.31148015421, 1.31148015421,

−0.333120055853)− 0.1 · (1.31148015421, 1.31148015421,−0.333120055853))

× ((0.00625001368124, 0.00625001368124, 0.0492121009374)− (0.01, 0.01,

0, 07873918914))) ·
2 · 10−6

0.000319613070206
=

= (−0, 000225122503494, 0, 000225122503494, 0.0) rads−1

[(-0,000225122503494, 0,000225122503494, 0.0) rads−1]

(∆uT )1 = −u−
T × (n− × n◦) = −(3.6005893737 · 10−7, 3.6005893737 · 10−7,

−9.1456094814 · 10−8)× ((0.125001368124, 0.125001368124, 0.984250636746)

× (0.125005869109, 0.00625001368124, 0.98424949346)) =

= (4.18239230208 · 10−13,−4.18239230208 · 10−13, 0.0)m (A.41)

Vliv prostorové rotace je

(∆uT )2 = −u−
T ×

(
∆t

2
n◦ · (ω⊖

1 + ω⊖
2 )

)

n◦ = (0.0, 0.0, 0.0)m (A.42)
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Vliv prostorové rotace je nulový, skalárńı součin mezi n◦ · (ω⊖
1 +ω⊖

2 ) je roven 0.

v1,2 = (v⊖
2 + ω⊖

2 × (−d2n
◦))− (v⊖

1 + ω⊖
1 × (d1n

◦)) = (0.0, 0.0,−1.4632831440)

+ ((−0, 000225122503494, 0, 000225122503494, 0.0)× (−0.0299995622)

· (0.125005869109, 0.125005869109, 0.98424949346)

= (6.64720429577691 · 10−6, 6.64720429577691 · 10−6,−1.4632848325)ms−1

v⊥
1,2 = v1,2 − (n◦ · v1,2)n

◦ = (6.64720429577691 · 10−6, 6.64720429577691 · 10−6,

−1.4632848325)− [(0.125005869109, 0.125005869109, 0.98424949346)

· (6.64720429577691 · 10−6, 6.64720429577691 · 10−6,−1.4632848325)]

· (0.125005869109, 0.125005869109, 0.98424949346)

= (0.1800445618, 0.1800445618,−0.0457335809)ms−1

(∆uT )3 = −∆tv⊥
1,2 = (0.1800445618, 0.1800445618,−0.0457335809) · 2 · 10−6

= (−3.6008912352677 · 10−7,−3.6008912352677 · 10−7, 9.14671618177105 · 10−7)m

(A.43)

∆u◦
T = (−3.60088705287539 · 10−7,−3.60088705287539 · 10−7, 9.14688084085384 · 10−8).

(A.44)

[(−3.60078250668 · 10−7,−3.60078250668 · 10−7, 9.14643999738 · 10−8)m]

uT = u−
T + u◦

T = (−3.6006722329 · 10−7,−3.6006722329 · 10−7, 9.14581994616 · 10−8)

+ (−3.60078250668 · 10−7,−3.60078250668 · 10−7, 9.14643999738 · 10−8)

= (−7.20145473958 · 10−7,−7.20145473958 · 10−7, 1.829225994354 · 10−8)m(A.45)

F T = F t
T = KT · u◦

T = 3642320.29293 · (−7.20145473958 · 10−7,−7.20145473958 · 10−7,

1.829225994354 · 10−8) = (−2.6230004737,−2.6230004737,

0.666262696)N (A.46)

[(−2.6229989503,−2.6229989503, 0.666274690781)N]
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Posledńım výpočtem bude určeńı rychlosti a polohy koule č.1.

u̇⊖ = u̇82870 = (2.8760727941 · 10−9, 2.8760727941 · 10−9,−1.46327828385))ms−1

(A.47)

ü◦ =
F ◦

m
=

(FN − λD · FN) + (FN − λD · FN)

m

= (3.05050324898135, 3.05050324898135, 45.62992698592030)ms−2

u̇⊕ ≃ u̇⊖ + ü◦∆t = (2.8760727941 · 10−9, 2.8760727941 · 10−9,−1.46327828385)

+ (3.05050324898135, 3.05050324898135, 45.62992698592030) · 2 · 10−6

= (6.10388257076 · 10−6, 6.10388257076 · 10−6,−1.46318702399603)ms−1

(A.48)

[(6.10388257076 · 10−6, 6.10388257076 · 10−6,−1.46318702399603)ms−1]

u+ = u◦ + u̇⊕∆t = (0.01, 0.01, 0, 07873626258340)

+ (6.10388257076 · 10−6, 6.10388257076 · 10−6,−1.46318702399603) · 2 · 10−6

= (0.01000000001221, 0.01000000001221, 0.07873333620675)m (A.49)

[(0.01000000001220, 0.01000000001220, 0.07873333620680)m]


